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PRÓLOGO | 


Colección RACSO es una reunión estructurada de textos orientados a satisfacer , parti- 
cularmente, al estudiante preuniversitario y, en general, a la comunidad educativa compues- 
ta por estudiantes del nivel básico y superior así como de docentes, quienes encuentran en 
estas obras un estupendo complemento a su tarea diaria de aprender temas de índole cientí- 
fico. 


Esta colección de libros fue publicada a finales del año 1993, siendo la primera de ellas 
el texto llamado Problemas de Física y cómo resolverlos, para luego de cerca de 11 años 
completarse con el último de la serie titulado Problemas de Trigonometría y cómo resolver- 
los. Parafraseando a los poetas, “ha corrido mucho agua bajo el puente”, es una sentencia 
que gráfica mejor este proceso, pues en efecto, la realización de cada una de las obras que 
constituye esta colección ha tomado tiempo para concebirla, madurarla y publicarla, al mar- 
gen de las dificultades a las que nos enfrentamos los que producimos libros nacionales: falta 
de financiamiento, dedicación a tiempo completo para la selección del material, la composi- 
ción de los textos y gráficos, el diseño y acabados concordantes con la naturaleza de la obra, 
la piratería,...etc. 


Nada nos ha detenido, el entusiasmo no se ha agotado, por el contrario hemos encon- 
trado la forma de mejorar nuestras obras, y la palabra clave ha sido capacitación, es decir, 
hemos continuado estudiando la especialidad a la que nos hemos dedicado desde hace más 
de 25 años para afinarla y actualizarla, además de perfeccionar nuestra didáctica con cursos 
de postgrado: Diplomados, Maestrías y Doctorados. Todo ello nos ha convertido en profesio- 
nales de la educación capaces de elaborar obras que respondan a la exigencia de una educa- 
ción de calidad por parte de los que utilizan nuestros textos. 


Sirvan estas líneas para agradecer la preferencia de los miles de lectores que confiaron 
en nuestro trabajo, y que par ello los recomendaron a las siguientes generaciones. Muchos de 
aquellos lograron alcanzar sus objetivos y nos complace ser reconocidos en variados eventos 
académicos, por muchos profesionales, entre los cuales están quienes utilizaron nuestras 
obras. 


Para usted que lee ésta presentación, que es un lector actual, le hemos preparado una 
NUEVA COLECCION RACSO, renovada, actualizada, madurada y didácticamente superior a 
nuestra anterior colección. En efecto, hemos utilizado todos los recursos de los que dispone- 
mos actualmente en términos pedagógicos: mapas conceptuales, ayudas de comprensión 
teórica a través de resúmenes pertinentemente actualizados, estrategias de resolución de 
problemas, resoluciones argumentadas y una efectiva selección de problemas propuestos. 
Todo esto convierte a cada texto de la colección en una máquina de autoaprendizaje, aspi- 
rando a lograr con ello el desarrollo de la capacidad de aprender a aprender, que es un caro 
postulado del constructivismo moderno. 


Los autores de esta NUEVA COLECCIÓN RACSO, son profesionales de la educación que 
poseen un perfil definido y común: Son ingenieros o licenciados en ciencias, son además 
licenciados en educación matemática, física O química, son diplomados en didáctica de su 
especialidad, son magísteres en el área de investigación educativa y a la fecha la mayoría de 
ellos son doctorandos, además de ser docentes cuya experiencia laboral la han desarrollado 
en las mas prestigiosas instituciones educativas en tres niveles de educación: secundaria, 


preuniversitario y universitario. Un equipo así consolida nuestra labor editorial y nos da la 
confianza de producir textos de calidad. 


Este equipo labora en coordinación permanente con nuestra casa editorial y es el grupo 
de profesionales que tiene a su cargo los talleres de capacitación que realizamos para tratar 
temas educativos y presentar nuestras obras. 


Dado que los problemas educativos de índole académico, conviven con nosotros y exis- 
te una comprobada inoperancia de la mayoría de las universidades en hacer investigación en 
el campo educativo para identificar sus causas y proponer soluciones concretas, este equipo 
de profesionales, del cual formo parte, ha tomado la iniciativa de asumir tal tarea desde el 
sector privado y se ha constituido en el CENTRO POLYA DE INVESTIGACIÓN EN DIDACTICA — 
CEPID, para quienes les aguarda la misión de contribuir a identificar y proponer soluciones a 
los principales problemas de tipo pedagógico que imposibilitan el adecuado aprendizaje de 
las ciencias. Los resultados de tales investigaciones se publicarán en esta casa editorial, con 
lo cual estamos asumiendo el compromiso de mejorar la calidad de la educación en nuestro 
país. 


No puedo pasar por alto el reconocimiento que merecen, de nuestra parte hacia ellos, 
los promotores de colegios, centros preuniversitarios privados y directores de los centros 
preuniversitarios de las distintas universidades a lo largo y ancho del Peru, quienes por su 
oportuna decisión optaron por revisar, primero, nuestras obras y luego emplearlas como ma- 
terial de clase o de complemento en sus bibliotecas. A ellos nuestro profundo y sincero agra- 
decimiento por tal oportunidad. 


Quiero anunciar también que nuestros lectores muy pronto podrán acceder a nuestra 
página web, que crearemos con el fin de complementar sus aprendizajes en algún área espe- 
сїйса de su interés, poniéndonos a tono con el uso de las nuevas tecnologías de información 
y comunicación que venimos proponiendo en nuestras obras escolares. 


Para concluir, quiero manifestar mi complacencia por las iniciativas que vienen toman- 
do las universidades privadas en cuanto se refiere a redefinir el perfil del profesional que 
desean formar, lo que los ha conducido a redefinir el perfil del alumno que desean que ingre- 
sen en ellas, todo a la luz del proceso de certificación universitaria en que se encuentran 
trabajando. Esto a su vez ha obligado a modificar la estructura y contenido del examen de 
ingreso, en los que ahora las preguntas ya no sólo se elaboran para establecer el nivel de 
conocimientos de parte del postulante, sino, reconocer las habilidades que éstos poseen ante 
situaciones problémicas contextualizadas. Sin duda, este cambio contribuirá a mejorar el 
proceso de selección de los postulantes, así como a la propia preparación preuniversitaria. 
Espero que lo mismo ocurra con el resto de universidades nacionales. A los profesionales que 
se dedican a la preparación preuniversitaria les aguarda la tarea de adecuación, adaptación y 
superación ante estas nuevas condiciones académicas. Buena suerte. 


La NUEVA COLECCIÓN RACSO, ha contemplado estos cambios y cree también que 
éstos apuntan a mejorar la calidad de la educación en sus niveles básicos, pues, en ellos el 
examen de admisión es un referente para diseñar los procesos de enseñanza aprendizaje 
que se llevan a cabo en las aulas. Por todo ello, aspiro que esta colección se encuentre a la 
altura de las nuevas exigencias. 


Hasta pronto. 


Félix Aucallanchi Velásquez 


AL PROFESOR 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos, es un texto elaborado con el propósito 
de que los docentes encuentren en él un complemento para la elaboración de su material 
educativo así como una guía para diseñar sus actividades de enseñanza aprendizaje. 

Las principales y permanentes dificultades que encuentran los docentes en la elabora- 
ción de sus materiales es la selección de problemas para la realización de sus clases, talleres, 
seminarios, prácticas calificadas, tareas, etc. El texto ha sido elaborado para que el docente 
encuentre aquí un oportuno y eficaz recurso. 


La trigonometría es una parte de la matemática cuya enseñanza requiere de saberes 
previos en Sistemas Numéricos, Algebra, Funciones y Geometría. Sin duda se trata de una 
ciencia cuya enseñanza demanda de mucha creatividad de parte del docente para diseñar 
sus actividades pedagógicas, lo cual a su vez requiere de un dominio de las ciencias afines 
indicadas y de modernas estrategias didácticas. : 


En esta obra el docente encontrará que el texto se ha dividido en tres partes: La teoría y 
enunciados de problemas resueltos, La resolución de problemas y Los enunciados de proble- 
mas propuestos. 


Podría sorprender, a primera vista, que no hay razón para separar los enunciados de los 
problemas de sus respectivas resoluciones, sin embargo, sí las tenemos. Investigaciones 
educativas hechas sobre este aspecto demuestran que la mayoría de los estudiantes que leen 
los problemas, no los intentan si la resolución se encuentra al pié, perdiéndose de este modo 
la posibilidad de desarrollar habilidades matemáticas en el estudiante. 


En trigonometría como en cualquier otra área de la matemática, es limitado el número 
de problemas que se proponen a los estudiantes y que tienen la característica de ser 
contextualizados, es decir, ser suficientemente reales. En este texto hemos dado una adecua- 
da cabida a este tema en situaciones problémicas que revelan la intención de plasmar 
constructivamente nuestra concepción pedagógica y la tendencia actual de la enseñanza de 
las ciencias. J 


En el texto se incluyen temas que van más allá de la formación e información escolar, 
sin embargo y si usted lo cree conveniente, puede desarrollarse una parte o el íntegro de los 
mismos sin poner en riesgo su comprensión y conexión con el resto de los temas. Todo esto 
pasa por la generosidad del tiempo que se le destine a su enseñanza. 


En trigonometría existen temas específicos en los que se requiere bastante claridad y 
precisión en los conceptos y definiciones, por lo que se constituyen muchas veces en aspec- 
tos que provocan controversia. En ellos hemos puesto especial énfasis y cuidado, y son: Cir- 
cunferencia Trigonométrica, Ecuaciones Trigonométricas, Inecuaciones Trigonométricas, Lí- 
mites y Derivadas Trigonométricos, entre otros. 


Los enunciados de los problemas han sido cuidadosamente redactados para poderiden- 
tificar claramente qué habilidad matemática se pretende desarrollar con cada uno de ellos: 
Calcular, Demostrar, Identificar, Visualizar, Resolver, Aproximar, Algoritmizar, Definir,...etc. En- 
señar matemática es sólo un pretexto para desarrollar habilidades y convertir a las personas 
en seres competentes, por ello proponemos aprender una matemática para la vida. Al res- 
pecto es conveniente revisar los trabajos del cubano Dr. Delgado Rubí del ISPJAE. 


Las resoluciones se han elaborado trazando la estrategia mas adecuada, de este modo 
el estudiante puede reconocer qué pasos se han propuesto seguir para llegar a establecer la 
solución, y no jugamos con él al gato y al ratón, es decir, la resolución no le resultará inespe- 
rada, si no será una consecuencia lógica de un plan previamente diseñado. 


Esperamos que esta forma de presentación del texto logre satisfacer su exigente selec- 
ción de materiales educativos. 


AL ESTUDIANTE 


Los libros de la Nueva Colección Racso, son una apuesta por el desarrollo de las cien- 
cias en nuestro país, por el desarrollo de nuestros pueblos y por el crecimiento cultural de 
nuestra nación. Postulamos que una educación de calidad pasa por muchos aspectos, entre 
otros una adecuada condición para el estudio, la selección de la institución educativa, de 
buenos profesores y de buenos materiales educativos. En este último rubro se encuentra 
nuestra propuesta bibliográfica. 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos es el último de una serie de textos que 
se vienen publicando desde hace casi once años y con relativo éxito. Este texto presenta el 
curso de Trigonometría de un modo práctico, es decir, mostrando su aspecto aplicativo a 
través de situaciones problémicas concretas. 


¿Qué requieres saber para aprender, comprender y aplicar los conceptos, definiciones y 
teoremas de la Trigonometría? Sería extenso recordarte todo lo que se supone has aprendido 
hasta ahora, pero en la medida que hayas desarrollado una cultura matemática se hará mas 
comprensible esta importante área de la ciencia, sin embargo, vale la pena puntualizar as- 
pectos que deben merecer una permanente atención y evocación y son: Sistemas Numéri- 
cos, Algebra, Funciones y Geometría. 


De lo primero necesitas recordar los campos numéricos y sus propiedades, de lo segun- 
do la capacidad de traducir situaciones concretas en expresiones matemáticas así como sus 
propiedades, de lo tercero debes recordar que el nivel de correspondencia entre dos o mas 
elementos se puede expresar por una regla y de lo último la capacidad de visualizar y modelizar 
los cuerpos a través de figuras. Puesto que nos asiste la autoridad intelectual y profesional, 
adquirida por nuestra capacitación y por el ejercicio de su aplicación, es que hemos creído 
conveniente dividir este texto, es decir todos los capítulos, en tres partes: 

1. Teoría, Problemas Modelos, Estrategias de Resolución y Enunciados de Problemas Resuel- 
tos. Aquí encontrarás, en cada capítulo, un resumen teórico de todo el tema, una adecuada 
selección de problemas modelos resueltos que te permitirá reconocer la forma de presen- 
tación de los mismos y cómo es que se plantean sus resoluciones. Asimismo te detallamos, 
en un cuadro aparte, las estrategias que recomendamos para la resolución de problemas 
del tema. Luego observarás los enunciados de una vasta selección de problemas para que 
los intentes por tu cuenta. Te lo repito, esta forma de presentación la encontrarás hasta 
terminar con el último capítulo. 

2. Resolución de Problemas. En esta segunda parte encontrarás las resoluciones de cada uno 
de los problemas que leíste e intentaste en la primera parte. Nos interesa que desarrolles tu 
capacidad de argumentar, por ello las resoluciones se presentan bien fundamentadas, al 
punto que tú puedas continuar con la resolución si acaso el método no es el mismo que tu 
empleaste en tus intentos. 

3. Enunciados de Problemas Propuestos. En esta última parte encontrarás una batería de pro- 
blemas de cada tema, seleccionados adecuadamente y en un nivel progresivo de dificultad. 

Cada una de estas partes las puedes identificar por el pié de página con los siguientes 
códigos: 


: Teoría, número del capítulo y número de página. 


` 


|в12[ 1 : Resolución de problemas, número del capítulo y número de página 


PP22 : Problemas Propuestos, número Чи capítulo y número de página. 


Esperando que hayas comprendido el mensaje,/te deseamos ¡Buena suerte! 


CONTENIDO В- | [Resoluciones | тобет 
1 Sistemas de Medida Angular 12 258 774 
2 Longitud de Arco 23 274 778 
3 Razones Trigonométricas de Angulos Agudos 32 288 784 
4 Resolución de Triángulos Rectángulos 41 302 788 
5 Razones Trigonométricas en Situaciones 50 315 794 
Contextualizadas 
6 Razones Trigonométricas de ángulos en el Plano 59 328 798 
Cartesiano 
7 Circunferencia Trigonométrica (Razones 70 343 803 
Trigonométricas de Números Reales) 
8 Identidades Trigonométricas 84 362 808 
9 Identidades Trigonométricas de Arcos 92 386 812 
Compuestos 
10 Reducción al Primer Cuadrante 101 407 816 
11 Identidades Trigonométricas del Arco Doble 109 421 820 
12 Identidades Trigonométricas del Arco Mitad 117 437 824 
13 Identidades Tigo del Arco Triple 123 447 829 
14 Transformaciones de Sumas o Diferencias a 130 462 833 
Productos 
15 Transformaciones de Producto a Sumas o 137 478 838 
Diferencias 
16 Sucesiones y Series Trigonométricas i 144 494 842 
17 Funciones Trigonométricas 151 514 846 
18 Funciones Trigonométricas [nversas 166 542 856 
19 Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas 183 584 862 
20 Resolúción de Triángulos Oblicuángulos 206 653 868 
21 Estudio de la Trigonometría con Números 224 691 872 
Complejos 


22 Límites y Derivadas Trigonométricos 234 710 877 


Esta obra está dedicada a los 
estudiantes que intentan forjarse 
un mejor destino en circunstancias 
que incluso no les son favorables. 
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1.1. ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 


Definición.- Es aquel ángulo que se genera por la rota- 
ción de un rayo al rededor de un punto fijo llamado vértice (la 
rotación se realiza sobre un mismo plano) desde una posición 
inicial (lado inicial), hasta una posición final (lado final). 


Cuando la rotación se realiza en sentido antihorario (^)), 
là medida del ángulo generado es de signo positivo, en cam- 
Lio cuando la rotación se realiza en sentido horario (O), la 
medida del ángulo es de signo negativo. En general la medida 
del ángulo trigonométrico toma cualquier valor real. 


о: ángulo de valor positivo (є > 0) В: ángulo de valor negativo (В < 0) 


Nota.- Por convención al ángulo nulo se le considera ángulo trigonométrico, a pesar que no se 
genera de una rotación. 


1.14 Ángulo de una vuelta (Z lo) 


Es aquel ángulo trigonométrico en el cual el rayo vuelve a su posición inicial por primera vez. 


1.2. SISTEMAS ANGULARES BN 
Para la medición de ángulos, tenemos tres sistemas llamados: 
Sistema Sexagesimal (Inglés) ; Sistema Centesimal (Francés) 


Sistema Radial o Circular (Internacional) 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Sus so 


1.2A Sistema Sexagesimal (Sistema inglés) 


Su unidad de medida es el grado sexagesimal (19), que se define como: 


p= mW 026 2160-3609 
Equivalencias: 1? = 60 minutos sexagesimales = 60' 
1 = 60 segundos sexagesimales= 60” ~. 1° = 3600" 
El empleo de estas unidades se denota así: a? tb + c" — a°bic” 


1.2B Sistema Centesimal (Sistema francés) 


Su unidad de medida es el grado centesimal (19) , que se define: 


B- I 210 aj g 
= —400 m Z lv = 400 
Equivalencias: 18 = 100 minutos centesimales = 100" 
1" = 100 segundos centesimales = 100° T 18 = 10 000° 


El empleo de estas unidades se denota así: xË + у" + 2° = x8 ут 
1.2С Sistema Radial (Circular o Internacional) 


Tiene como unidad de medida al radián (1 rad) , que se define así: 


l rad = mew E m 210 =2nrad (п = 3,1416) 


Interpretación geométrica del radián 


Geométricamente 1 rad, es la medida de un ángulo central, en 
el cual la longitud del arco subtendido es igual a la longitud del radio 


de la circunferencia, tal como se indica en la figura. (1 гаа |! 
CONCLUSIONES: 
i) 360° = 400% = 2 n rad i) 180° = 200% = z rad 


O bien: 9° = 108 trad = 180° ялгаа = 2008 


1.3. RELACIÓN NUMÉRICA ENTRE LOS TRES SISTEMAS MN 


S = número de grados sexagesimales 
C = número de grados centesimales 


R = número de radianes 


Sistemas de Medida Angular 


Siendo S, C y R los números que representan las medidas sexagesimal, centesimal y 


radial de un mismo ángulo, los se relacionan de la siguiente forma: 


С= 10А 


Donde R es una constante de proporcionalidad. 
1.4. CUADRO COMPARATIVO DE LOS TRES SISTEMAS 
Númezos QUE NÚMERO NÚMERO 
mis EQUIVALENCIAS EXPRESAN 


DE 
ТАМЕ MINUTOS SEGUNDOS 


e 
2 » 


ë 8 
II lI Ё 
ay SE 211 


3 


A a 


PROB. 1 


Según la figura, expresar x en términos de a y В. 


x 


EZ 


(A 


RESOLUCIÓN ETE Us 


Graficamos los ángulos en sentido antihorario 
y construimos el ángulo o - x. 


Este gráfico nos muestra que: 


(a - x) +(- В) = 180° 
x= a-B- 1800 


PROB. 2 


De la figura que se muestra, determinar el 
valor del ángulo x. 


( RESOLUCIÓN ee xx 


Graficando los ángulos en un solo sentido 
(sentido antihorario), tendremos: 


Sistemas de Medida Angular 


A partir de esto se observa que: 
(20° - x) - 2x + (40? - x) - Зх + (60? - x) = 360° 
= -8x=240° x = -30° 


PROB. 3 
Reducir la siguiente expresión: 
90°+ rad +100* 
T 309450 +574 


RESOLUCIÓN EZZ Z E Z S Z Ek A kk 1 1 1 aJ 
Expresando todos los ángulos en radianes: 


n л = 7 
ы ərad++rad+ rad 9 3—/fad 


л T E n 
621 * 4 rad * 15rad fad 


o 


PROB. 4 


Siendo: S y € los nümeros de grados 
sexagesimales y centesimales respectiva- 
mente y R el número de radianes de un 
mismo ángulo, reducir: 


С uus. 
халааг 
© C-S«R 


n EH 


[RESOLUCIÓN ЫЫ A 


Se sabe que: S=9R ; C= 10k y R = Hd 


20 
R RIR 
Luego: N 2 2 
БО; 10R=9R+R 
R+R ы 
= NS РЕЛЕ N=1 
PROB. 5 


Calcular el valor de xen: 


171? x' 12" =3 rad 


RESOLUCIÓN EEETTTTTTTTTITTTITIT. 


Sabemos que: lrad = 57° 17' 44" 


Luego:  171?x' 12" = 3 (57° 17:44") 


171° x 12" = 171° 51° 132" 
— 
2'+12" 


A continuación procedemos a efectuar la 
suma de minutos, deduciéndose que : 


171*x' 12" = 17195312" 


Finalmente: se 53 


РКОВ. 6 


Se sabe que 25 grados en un sistema "М" 
equivalen a 60 grados sexagesimales ¿A 
cuántos radianes equivalen 5 grados "N"? 


RESOLUCIÓN EPA 
25 grados "N" < > 60% 
5 grados "N" < > x 


Sacando quinta a la condición inicial, , 
encontramos que: 


5 grados "N" < > 129 


A continuación, transformamos dicho ángulo 
aradianes, obteniendo: 


onrad_ п 
12 1805 ^ js rad 


Luego 5 grados N equivale a: 


л 
15 rad 


| ESTRATEGIAS DE RESOLUCIÓN 


1) Ante situaciones problémicas en donde se presenten ángulos orientados (ángulos 
trigonométricos), éstos se deben graficar en un solo sentido, de preferencia en 


sentido antihorario (positivo) 


2) Cuando los ángulos trigonométricos estén expresados en diferentes sistemas, se 
deben transformar todos a un solo sistema. 


3) Si la condición del problema incluye a los números S, C y R (convencionales), 
se recomienda reemplazarlos por las siguientes relaciones: 


S=9k ; 


C=10k ; 


= Кт 
P= d 
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Ї GE 
EDITORES 


ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 


01.- De la figura mostrada, expresar xen térmi- 
nos de Ө. 


8 


А)27--0 B)2n С)т-0 D)9 БЮ-2-0 


66,29 


02.- De la figura mostrada, determine “х” еп 
términos de “o”. 


A) a+ 360? 
В) a+ 180° 
С) 20 - 360? 
р) 360 -a 
E) 180° -Q 


03.- De la figura mostrada, determinar “х” 
A) 159 
B)20 
(С) 258 
D) 30° 
E) 45° 


Зх + 20° 


<“ V7? 


04.- De la figura mostrada. evaluar el ángulo “x”. 
A) 40* 

В) 20* 

С)-20° 40° 

р) -50° Sx + 10° 

E)-10 


Sistemas de Medida Angular 


Enuncíados de Problemas 


05.- Del gráfico mostrado, calcule: 


x 
My 
A) -1/2 
В)-3/2 
Су1/72 sy", Fa 
D) 3/2 
Е)1 


06.- De la figura mostrada determine: “x+ y” 
en radianes. 


А)7/3 
120° 
В)т/2 С 
Сут/4 y 
A 
D) 37/4 
Б)7/5 


07.- De la figura mostrada, calcular “х” 


5-11) 
( ) 272 


A)-2 В)-1 C)5 р)4 B)3 
08.- Del gráfico mostrado a qué es igual: 10х-Эу 
A)1 100 
B) 360 
Су280 
D) 2400 


E) 1800 


09.- En la figura mostrada, calcular (en rad) el 
valor del ángulo © para que el ángulo Ө sea 
máximo. 

A)3.34 

B)26 a 

С) 4.2832 (2-2) та Ө = (x - rad 
D) 1,7431 

E) 2.1406 

10.- En la figura mostrada, si OB y OC trisecan 
al ángulo AOD entonces la expresión inco- 
rrecta es: 

A) 100+ 90=0 
В) 1808-an=0 
С) 2008 - 01-0 


D) 3808 = n(o.— 0) 


E) 900 = (90 + 50) A 


CONVERSIONES 
11.- Evaluar: 


15 4 25 43 +48 +...+ 2005* 
]? 4-2? 3? -4? +... + 2005? 


B)5 C7 D9 


12.- Dadas las siguientes medidas angulares: 
0.20,5236 rad ; 30550" ; Ө = 27°25' 
ordenar de menor a mayor. Utilizar: n = 3,1416. 


M= 410 


А)3 Е)11 


A)p«o«0 В)Ө<В<а C)a«p«0 
D)9<a<B E)a«0«p 

13.- Convertir: 1° 15' a radianes. 

A) — ЕЭ гаа B) = 90 T rad === uM rad 
20) pg rad E) то rad 
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14.- Al convertir 7/50 rad al sistema sexagesi- 
mal se obtiene А? В”. 


A ME 
cua E DS HOA 
A)? BD A «59 


0... 


15.- Si se verifica que: EE rad < > x? уг 


(x, y, z e N). Calcular el complemento de: 
(x+ y - 2)". 
А) 83° B)60” C)53 D)30 B7 


16.- Si se cumple que: 37,98? <> АВ BO : 


determinar el valor de: min? Be 
А)10 В)12 C) 14 D)16  E)18 
17.- Sabiendo que: 

Ear: 

b+d+5+e 
calcular: M= FAY 
1 1 

A) В)2 Oz DI; E) 3 


- Se tiene un ángulo en el sistema 
sexagesimal cuya medida es de 16?15'36". De- 
terminar su equivalente en el sistema radial 
considerando л = 3,14. 


A) 0,5298 
D) 0,2836 


B)0,4326 С)0,3524 


Е)0,1620 


19.- La medida de un ángulo en el sistema 
sexagesimal es de 3671545”. Calcule dicho án- 
gulo en el sistema radial. Considere 7t = 3,14. 


A) 0,8543 rad B) 0,7265 rad 
C) 0,6326 rad D) 0,5214 rad 
E) 0,4318 rad 


Y RACSO 
EDITORES 


20.- Si: 


a+b+c=63,x°y'z” -a?b'c" + eab” + Ь°с'а” 


y : 
— se obtiene: 


x 
entonces al calcular: W = 


А)50 В)40 С)30 D)20 Е)10 


MEDIDAS ANGULARES RELACIONADAS 


21.- Sabiendo que: SR = RC. donde: 5. Су R 
son los números que representa la medida de 
un ángulo en los sistemas: sexagesimal, 
centesimal y radial; calcular: 


200 - x 


A JR BR С)2/К DR юж 
22.- Los números S y C que representan la 
medida de un ángulo en grados sexagesimales 


y grados centesimales están relacionados por: 


$ = л m = 
Ya 5 =x+ 3 


Calcule la medida de dicho ángulo en radianes. 
2 2 2 a 2 
m pi сул. 5r qm 
Або 7 р Ponlo 
23.- Si 5 y C son los números que representan 


la medida de un ángulo en el sistema 
sexagesimal y centesimal, entonces al calcular. 


4С-а8 +S _ 13, 


W= ad, [d 
УС-4 ^ Emo 
se obtiene: 
A)8 B)7 C)6 D)5 E)4 


24.- Si S y C son los números que representan 
la medida de un ángulo en los sistemas con- 
vencionales, éstos verifican: 


ШЕ РДЦ. 1 1 Е. Е. 
> (eel) n" términos 
Calcular la medida del ángulo en el sistema 
sexagesimal. ` 


Sistemas de Medida Angular 


A)m B) (3) oli) D) (10)° ю(9) 


25.- La mitad del número que expresa la medi- 
da en grados sexagesimales de un ángulo ex- 
cede en 52 al quíntuplo de su medida en 
radianes. Calcule dicho ángulo en grados 
centesimales, considerando л = 22/7. 


A)160 В)150 C)140 D)130 E)120 


26.- La media armónica de los números que 
representan la medida de un ángulo en grados 
sexagesimales y centesimales es igual a 36 ve- 
ces el cuadrado de la media geométrica de las 
mismas. Halle el ángulo en radianes que sa- 
tisface la condición dada. 


T л rss 
A) 6840 B) 5200 C) 4360 
T - 
E) 2520 
27.- El número que representa la medida de un 
ángulo en grados centesimales mas el triple 
del número que representa la medida del mis- 
mo en grados sexagesimales es 37/7 veces el 
cuadrado del nümero que representa su medi- 
da en radianes. ¿Cuál es la medida del ángulo 
no nulo en radianes?. 


А)50 B)40 С)30 


E 
D) 3820 


D) 20 E) 10 
28.- Al sumar los números de (77) y (") que dan 
la medida de un ángulo se obtiene 367 400. 
Encontrar dicho ángulo en el sistema radial. 


Ил 
20 
29.- Se tiene un ángulo trigonométrico positi- 


vo, tal que el producto de sus números de mi- 
nutos sexagesimales y centesimales es igual a: 


EN 7 9 
А) ж Вул "o БЕ 


(а + by +8ab — 
18ab i 


¿Cuál es el menor valor del ángulo en el siste- 
ma sexagesimal? 


A)1” B)IS" 


a.be R* 


C)36" 0) 18” 


Ц E 


E) 54" 


30.- Si a y b son valores que representan el 
número de (^) y (*) де un ángulo respectiva- 
mente, entonces el valor de la expresión: 


4а-165 
Дү ES: 


b 


A)350 B)200 С)150 D)100 E)50 


31.- La suma de los (^^) y (") de un ángulo es 
33400. Determinar dicho ángulo en el sistema 
radial. 

л T Es ES T 
Mo Bog О эу Dg .E sg 
32.- Si S, C, R son los números que represen- 
tan la medida de un ángulo en los sistemas 
convencionales, determinar: 


6059 
118 


W= += 
4С2-52 


А)5 B)4 C)3 D)2 E)I 
33.- Si S, Cy R representan el número de gra- 
dos sexagesimales, centesimales y radianes 


que mide un ángulo, éstos verifican: 
10S - 3C x R-2403,1416 


Si además: л = 3,1416, calcular la medida del 
ángulo dado en radianes. 


T л 3n 
A) 4 B) 2 C) 2 D)2n E)n 
34.- Siendo S, C y R los números convencio- 


nales, y verificándose que: 
mS+n.C=20R л бт+5п= 71/12; 
calcular: “m/n” 
3 5 9° 10 2 
As. - 71217225”: 


35.- Siendo S, C y R los nümeros convencio- 
nales, se sabe que estos verifican: 
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calcule el valor de R. 


А) п/2 B)m73 Суш9 D)m90  E)r/30 
36.- La semidiferencia de los números que re- 
presentan la medida de un ángulo en grados 
centesimales y sexagesimales es a 7 veces su 
producto como su suma es a 133 veces el nú- 
mero que representa la medida de ese ángulo 
en radianes. Encontrar la medida de dicho án- 
gulo en el sistema radial. 


36000 72000 л? 
А) 2 В) TU D 
араг. E 
D) 72000 E) 180 


37.- Si “R” es el número de radianes de un 
ángulo, que verifica la siguiente igualdad: 


цал 227 
R-1 

calcular la medida de dicho ángulo en el siste- 

ma sexagesimal. 


„@ ьш ops 
э] әрә) 


38.- Si los números 5 y C representan las medi- 
das de un ángulo en los sistemas sexagesimal y 
centesimal respectivamente, y se verifica que: 


Х(С-5)-х -х +1. x»0; 


calcule en radianes el valor mínimo que puede 
tomar la medida de dicho ángulo. 


20 


10 3 
Aw 8925 От D+ Di 


39.- Si S,C y R representan el número de gra- 
dos sexagesimales, centesimales y radianes 


ASES 
EDITORAS 


que mide un ángulo y que verifican: 


E T IPR(G =S) N 
л Д 5n 3 


calcular el ángulo en radianes. 


A) эп B) Ба С) 211 р) 13x E) xu 


40.- La medida de un ángulo expresado por 
los números convencionales, verifica que: 


ys? =x0? 


Calcule dicha medida, si además se cumple: 


20RS Y (CY 

| 9л J dus] ЕСРИ 
к. (5) - 
= 9 =у...(2) 


А) 10° B)20  C)40 D)% E100 


ÁNGULOS EN FIGURAS GEOMÉTRICAS 


41.- Determine la medida en radianes, del án- 

gulo desigual de un triángulo isósceles en el 

que cada uno de los ángulos de la base es 

cuatro veces la medida del ángulo desigual. 
л п п T п 

As B3 OZ Du 158 


42.- De la figura mostrada, se tiene que BD y 
CD son bisectrices del Z B y Z C respectiva- 
mente. Determine: m Z D en radianes. 


A) 51/9 
В) 71/8 
C)n/3 

D) 71/9 
E) 5174 B С 


А 
OS 


Sistemas de Medida Angular 


43.- De la figura mostrada, determine “х”. 


A)108 В)123 C)120 D)127 E)130 


44.- El triángulo ABC es equilátero donde AD 
y AE dividen el ángulo “A” en tres ángulos 
congruentes. Determine “o + B” en radianes. 


A) 5174 
В) 41/5 
С) 41/3 
р) 3л/5 
Е) 57/6 B Е DE 
45.- De la figura determine el valor de “x”: 
A)6 
B)7 
C)8 
D)9 
E) 10 


46.- De la figura mostrada, calcular: 
M= ZA 


A)2/13 
В) 1/15 
С) 3/20 
D)2/25 
E) 7/12 


47.- En la figura mostrada determine el ángulo 49.- Los valores que expresan las medidas de 
A en radianes. los ángulos internos de un cuadrilátero en el 


A) 117/18 sistema M, están en progresión aritmética. Sa- 
biendo que el menor de ellos mide 5 grados M, 
B) 121/59 encontrar la medida del mayor ángulo interno 
С) 131/36 en dicho sistema, si se sabe que 50 grados 
centesimales equivale a 40 grados M. 
D) 31/31 > M E 
E) 57/39 A) 140 B) 145 С) 150 
D) 155“ E) 160^ 


48.- En la figura mostrada determine la medida 


del mayor ángulo interior en radianes. 50.- En un hexágono los ángulos interiores a, 


b, c. d, e, f están en progresión aritmética, tal 
quef<e<d<c<b<a. Si la medida del mayor 
es 125°, calcular la medida del menor ángulo 
en radianes. 


1177 23m 1197 

А) “180 Da C) 180 
17n 1217 

D 36 E) 180 


El numero m, que se obtiene como la razón de la longitud de la circunferencia al diámetro, 
tan familiar a todos los estudiantes, hace ya muchos años, ha sido calculado nada menos 
que con 707 cifras exactas. Esta hazaña de cálculo fue realizada por W. SHANKS (1 873), 
y aunque en la actualidad este número de cifras ha sido largamente superado, ocurre que 
estas 707 cifras figuran grabadas a lo largo del friso circular en que se apoya la cúpula del 
“Palais de la Decouverte”. Para ninguna aplicación práctica con p son necesarias tantas 
cifras, bastando usualmente los valores aproximados 3,14 ; ó 3,1416 ; ó 22/7. 


De todos modos, como regla mnemotécnica para recordar las 32 primeras cifras, se puede 
acudir a los siguientes versos, originales del ingeniero R. Nieto París, de Colombia: 


Soy m, lema y razón ingeniosa 
de hombre sabio, que serie preciosa 
valorando, enunció magistral. 
Por su ley singular, bien medido 
el grande orbe por fin reducido 
fue al sistema ordinario usual. 


Si se sustituye cada palabra por el número de letras que la forma , obtendremos el 
siguiente desarrollo decimal para л: z = 3,1415926535898932384626433832795... 
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ы. Hac 


2.1. SECTOR CIRCULAR MN 


Es una porción de círculo limitada por dos radios y un arco comprendido entre ellos. 


mÁB ... longitud de arco B N B 
Z АОВ ... ángulo central (0) 
r 
r = OA... longitud del radio ^ A 
2.2. LONGITUD DEL ARCO (D LÍ] 
Un arco de circunferencia es una porción de ella que es 5 


subtendida por un ángulo central y cuya longitud depende 
directamente de la medida del ángulo que lo subtiende y del 
radio de la circunferencia a la que pertenece, así: < O rad 1 


СЭ КЕЕ r 


Fórmula Especial: De la fórmula anterior se deduce: 


2.3. ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR (S) f [T] 


El área de una región circular se puede determinar, utilizando las siguientes fórmulas: 


r 
<Jorad S |! DE e 2 be 
A 
7 EI NM TM 


Nota.- En las fórmulas mostradas, el ángulo central debe estar expresado en radianes. 


Longitud de Arco T2 | 23 | 


4 


2.4. ÁREA DE UN TRAPECIO CIRCULAR (Sy) BR 


h 
B+b о« b B 
Уай E 
3 r 3 h 
2.5. APLICACIONES MECÁNICAS BAN 
2.5A Número de vueltas (n) 2.5B1 Engranajes.- Las longitudes de arco, 


definidas por el contacto entre dos poleas o 


Si una rueda de radio r se desplaza, іп piñones, son iguales. Esto se denota así: 
resbalar, una distancia d sobre una superficie, 


el número n de vueltas que habrá dado en h zd > Өүгү = 6;r> 
dicho recorrido está dado por: J^ 


2.5B2 Poleas.- Las longitudes recorridas por cual- 
quier punto del borde de las poleas son iguales 


Cuando la superficie es curva, el número а а Jongitud recorrida por un punto de la faja. 


de vueltas viene dado por: 
h = > jr, бу 


2.5B3 Transmisión por un eje.- Los ángulos 
centrales barridos son iguales, es decir: 


Siendo: r = radio de la rueda que gira | 1 1 

5 ds 1 2 
n = número de vueltas que da la rueda Ө, = 6; = 
1. = longitud recorrida por el centro de la rueda 


2.5B Transmisión de Movimientos 


Los sistemas mecánicos que permiten trans- 
mitir movimientos pueden ser debido a un 
contacto entre sus elementos o unidos a tra- 
vés de una faja o un eje. 


BDITORES 
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PROB. 1 


Dado un sector circular de ángulo central 1209 
y radio 30 rm, se pide: 


a) El valor de la longitud del arco que lo limita. 


b) El área del sector circular comprendido. 


| RESOLUCIÓN PETRA 


Graficamos: 


B x 


30m 
Vm 
O 30m A 


El ángulo central (120%) lo expresamos en 
radianes, es decir: 


120°. mead = 22 rad => 120° = 28 гаа 
Luego: 
a) x = 21 30m x = 207m 


b) Conociendo el radio y el ángulo central en 
radianes calculamos el área del sector circular: 


| 2n | 2 


= 2 S= 300 лт? 
PROB. 2 


La figura muestra la rueda de un coche de 
una montaña rusa, cuyo radio mide «w». Si éste 
es liberado en A, y de desplaza (sin resbalar) 


Longitud de Arco 


hasta el punto C, calcule el número de vueltas 
que da la rueda durante su recorrido. 


c 
RESOLUCIÓN EZ Z TT TT TT TT Tas 


Recordemos que en el juego mecánico de la 
montaña rusa, el recorrido se ha diseñado de 
manera que los coches nunca se desprendan 
del riel que los conduce, con lo que está 
garantizado que las ruedas puedan girar en 
contacto con aquél. 


La línea de trazos muestra la trayectoria que 
describe el centro de la rueda en todo su 
recorrido, de manera que si solo hay rodadura, 
se deberá cumplir que el número de vueltas 
está dado por: 2 
hc 


Il; AL : = £ 
ny = атре + рео: Һһс=у.15г 


2 


т2 25] 


ER. 
ny = 998r Гс = 2 225r 
л 
=.15r 
Luego: n = 2 = = 
л 
2 опг 4 


Finalmente, el número total de vueltas que 
da la rueda es: 


15, 25 _ 40 


Пт = Пү +, => PR + 4 ar 


nr = 10 vueltas 


PROB. 3 


El área de un sector circular es de ат?, su 
perímetro es de 8 m. Calcular el radio del círculo, 


СЛЕ) xxx 


Area del sector circular: Асс = ат? 


Perimetro = 8 т 
Del gráfico: R 
Perímetro = 2R + L 
Donde deducimos que: 


L=8-2R ..(1) R 


Usando la siguiente relación tendremos: 


Reemplazando (1) en (2) obtenemos: 


R(8-2R)=8 = 8К-2К = 8 
Luego : 2R?-8R+8=0 
R?-4R+4=0 
R 2 
12, 
Finalmente: R-2m 


DE RESOLUCIÓN 


1) Para calcular la longitud de un arco de un sector circular necesariamente el 
ángulo central debe estar expresado en radianes, de lo contrario, se tiene que 


convertir previamente. 


2) Cuando se determina el área de un sector circular, el ángulo central debe estar 
expresado en radianes, y luego de acuerdo a los datos utilizar una de las fórmulas 


dadas del área. 


3) El número de vueltas que da una rueda sobre una pista, se determina mediante 
el recorrido que realiza su centro respecto de la superficie sobre la cual realiza su 
rodadura. Esta relación sólo se verifica si la rueda no resbala sobre la superficie. 
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- (2) 


LONGITUD DE ARCO 


01.- Calcular la longitud del arco que subtiende 
un ángulo central de 171? 537 12" en un sector 
circular cuyo radio mide 40 cm. (Considerar: 
l rad 2 57° 17' 44”). 


A) 688 cm B) 120 ст 
D)240cm E) 480 ст 


C) 100 cm 


02.- Del gráfico adjunto, se tiene un sector 
circular AOB siendo O, A y B centros de los 


arcos ÁB, ÓR y óQ respectivamente. Deter- 
minar: M = Lg + Lg , si: AO=BO=6 cm. 


А)7/4 ст А NOR 

B)772 cm 

С) 37/2 ст SD 3 
D)ncm € 

E) 2n cm о E B 


03.- En la figura mostrada, AOB es un sector 
circular, BDC es una semicircunferencia de 


centro O;, OA L DOi,m Z AOB -45*, OB -4. 
Calcule el perímetro de la región sombreada. 


A)n 4 42 ) + 
В)7(5--42 ) 

р 
Сут(3-42 ) 
D»4-.2) Ó c O, B 
Бут(4-42 )+4 42 
Longitud de Arco 


04.- De la figura mostrada, encontrar “x” en 


términos de “a” y “b”. 


b 


2: Э. 

а «b^ 2ab ab 

A a—b ) a+b © a+b 
а? «b? 2a? 

2. a+b 2 b 


05.- En la figura mostrada, BOC y AOD son 
sectores circulares, OA = Lg, AB = Lë. De- 
terminar la medida del ángulo central (Ө > 0) en 
radianes. 


A) /3/т B 
B)1/4 A 
On- 1/7 © | 
O El 
D)(45 -1)/2 5 
Б) 245 С 


06.- Con la ayuda de la siguiente figura: 


OE Sm 
0-9 x 
Calcular: М = Т ^+ 12 
Sil Bu. Co^ aum" DO 


07.- Un móvil se desplaza con movimiento uni- 
forme sobre un arco de circunferencia cuyo 
diámetro mide 100 m. Si en 20 s recorre un 
arco subtendido por un ángulo de 50*, ¿cuál 
es su rapidez en m/s? 


А) 51/8 В) 7/3 С)27/5 0)37/7 E) 1/4 
ÁREA DEL SECTOR CIRCULAR 


08.- En la figura mostrada, AOB y EOF son 
sectores circulares cuyas áreas están en la re- 
lación de 16 a 1. Determine en qué relación 
están las longitudes de los arcos EF y AB. 


A 
E 


P TE 


A)2 В)%4 суу D23 E) 
09.- En la figura mostrada, se cumple que: 
R(0R + L) = 80 

Calcule el área del sector circular AOB. 

A) 10 
B) 20 
С) 30 
D) 40 
E) 60 


10.- Se tiene un sector circular en el que si du- 
plicamos el ángulo central y el radio, obtene- 
mos un nuevo sector de área “A”. Si el área del 
primer sector circular es “B”, evalúe: A/B. 


A) 16 B) 8 С) 4 D) 2 E) 1 


11.- En un sector circular de radio 6/7 ,la 


Бе (5Б)" 
medida del ángulo central es > | 


Calcule el área del sector. 
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А) п/40 В)т/20 C)m/10 D)z/5 E) n3 


12.- Determine el perímetro de la región 
sombreada en la figura, donde “O” es el cen- 


tro del arco ÁB y “M” es el centro del arco 
NB. Además se sabe que: AN = MB = 2 Jo. 


[15 sns Bn) 


B) (25 + 52.) А 


СУ(247 + п) 
D) (x Sa) 


JEA +.) 


13.- En cierta zona de un parque de diversio- 
nes se ha instalado una regadera a ras del piso; 
la cual tiene un alcance máximo de 6 m. Des- 
pués de girar 150°; se barre en la superficie, 
un sector circular cuya área (en nr) es: 


m 
O M B 


А) Зл В)5л С)9л D)12m Е)15л 


14.- En la figura АОВ es un sector circular, 


AO 1 OB, AO = OB = 8 cm; C, Dy E son 
puntos de tangencia. Calcule el área de la re- 
gión sombreada en ст”. 


A) n[64 42 -26] B 
B) n[82 42 - 34] E m 
С) 11128 42 -176] b 
D) n[136 42 +12] Y 
E) 1152 47 -138] A с о 


15.- Еп la figura mostrada, АОВ es un cuarto 
de circunferencia, siendo AB = 3 47 m. Cal- 
cular (en т?) el área de la región sombreada. 


TRAR 
EDITORES 


m Z АОС = 20 
т Z СОР = За 
т Z РОВ = 4a 


P 
о м B 
A)T/3 B)r/4 С)27/3 0) 37/4 E) 51/2 


16.- A partir de la figura, calcular “0” si se 
sabe que: 13S, = 75). Considerar л = 22/7. 


A) 1/2 
B) I 

C) 1/3 
D) 1/4 
E) 7/3 


17.- Si el área del sector circular AOB es 37, 
determine la longitud del arco CD. Además 
se sabe que: AC = BD = 2 


A) 51/3 C 
B) 47/3 A 
OT O 6 
D) 2173 Ф 
Е) 7/3 р 


TRAPECIO CIRCULAR 


18.- En la figura mostrada, АОВ y OCD son 
sectores circulares, OA = 30D. Calcule la re- 
lación entre el área del trapecio circular ABCD 
y el área del sector circular DOC. 


A 
D 
O 
С 
B 
A) 12 B) 10 C)8 р)6 E4 
Longitud de Arco 


19.- Siendo “5”, “С” y “К” los números que 
expresan la medida de un ángulo en los siste- 
mas sexagesimal, centesimal y radial, se pide 
calcular: “Ө” 


А) 1/10 
B) 10/1 
C) 2/n 
Юр) т 

E) 4/n 


20.- De la figura mostrada, determinar el área 
de la región sombreada: 


A)2 
B) 4 
С)6 
D) 8 
Е) 10 


21.- Dela figura mostrada, calcule “0” (en rad). 
si el área del trapecio circular ABCD es de 5 т” 


A) 1/4 rad 
B) 1/2 rad 
C) 1 rad 

D) 1/3 rad 
E) 1/5 rad 


22.- De la figura mostrada, calcular el área de 
la región sombreada: 


A) Өг 

B) 20r? 
С) 307? 
D) 407? 
E) 5er? 


23.- En la figura mostrada, determine el valor 
de “L” 51 la región sombreada tiene un área de 


20 m?. 
Eos] 


A) 1m 
B)3m 
C)5m 
D) 7 m 


E)9m 


24.- En la figura mostrada se verifica que: 
2.0A = AB y OC es bisectriz del Z BOD. 
Determinar: 5,/5,. 


А)2 С) 6 р) 8 Е) 10 


25.- En la figura mostrada, AOB y COD son 
sectores circulares, en donde: AC=BD=x, 
OC=OD=2 , LG =(x+2) y Ls = (х- 1) 

Calcule el área del trapecio circular ABCD. 


B) 4 


A) 15/2 А 
В) 17/2 С 

С) 21/2 о 

D) 23/2 D 

E) 25/2 B 


26.- El perímetro de un sector circular mide 6 
m y su área es de 2 m”. Calcular (en rad) la 
medida del mayor ángulo central que verifica 
estas condiciones. 

А)1 В)2 03 


D4 55 


27.- Determinar el área máxima de un trape- 


cio circular cuyo perímetro es “p”. 


Бур” 


т | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


28.- En la figura mostrada: 
a=210-40x , b= 7x^- 30x. 


Si el área del trapecio circular tiene valor mí- 
nimo, entonces la medida de su ángulo cen- 
tral en radianes es: 


A) 4,25 
B) 3,75 
C) 3,15 
D) 2,55 
E) 1,35 
APLICACIONES MECÁNICAS 


29.- En la figura mostrada determinar el nú- 
mero de vueltas que da la rueda de radio r al 
desplazarse, sin resbalar, por el arco AB = L: 


LR к Rr 
A) nr? B) тг С) nl? 
L(R-r) L(R-r) 
D) z(R*r) ER 


30.- Una bicicleta que tiene ruedas de radio 
"p" recorre una pista circular de radio “R”, pla- 
na y horizontal; determinando sobre ésta un 
ángulo 0°. Determinar el número de vueltas 
que dará una de sus ruedas. 


R oR OR 

A) r B) 360r ©) 180r 
20R 0 

D “ar E) p 


31.- Sobre una pista circular plana y horizon- 
tal se desplaza un atleta con una rapidez de 
17,6 km/h y recorre un arco que subtiende un 
ángulo de 56? en 36 segundos. Calcule (en m) 
el diámetro de la circunferencia, si: x — 22/7. 


Б 9 
EDITOREE 


А) 360 В) 300 С) 270 р) 240 E) 240 


32.- En el sistema mostrado, el disco А gira 
90”. Asimismo se sabe que: r4 = 3. rg = 5, rc = 
1. Calcule la medida del ángulo que gira el dis- 
co C. 


\ 


B A 


А) 18° В) 27° C)36 D)54”E) 62° 
33.- Los radios de las ruedas de una bicicleta, 
son entre si como 3 es a 4. Calcular el número 
de vueltas que da la rueda mayor cuando la 
menor gire 8л rad. 

A)2 B)3 C)4 D)5 E) 6 
34.- ¿Qué distancia recorre el bloque si se gira 
la manivela un ángulo de 8 rad. Se sabe tam- 
bién que: 7, 26, r,=9 ,rz=12. 


A) 20 


B) 40 


C)60 D)88 E) 100 


35.- Dos ruedas de radios R y r, tal que: R > r, 
recorren la misma longitud L. Si la diferencia 
del número de vueltas de la menor y la mayor 


L r 4 
es = , entonces al evaluar: т , se obtiene: 
8лг R 


Longitud de Arco 


А) 3/4 B)1/4 C)1⁄2 D)3/5 E) 1/6 


36.- Determine el número de vueltas que dará 
la rueda de radio 2 cm, al desplazarse desde 
“A” hasta tocar la pared vertical (л = 22/7). 


A)3 
B)5 
67 
D)9 
E) 11 


E-— —— 90cm — ——À1 


37.- En la figura mostrada se sabe que n es el 
nümero de vueltas que da la rueda de radio r 
(r= 1 m) al ir del punto A hasta el punto E 
sobre la superficie indicada. Se pide determi- 
nar el valor de: 44 n. Asumir que: 7 — 22/7. 


5m B 
А) 125 B)175 C)267 D)295  E)376 


38.- Los radios de las ruedas de una bicicleta 
son 20 cm y 70 cm respectivamente. Calcular 
(en m) el espacio recorrido por dicha bicicleta, 
si se sabe además que la diferencia del número 
de vueltas que dieron cada una de las ruedas para 
recorrer el espacio anterior fue 100. (z = 22 / 7). 


A) 174 B) 175 C) 176 D) 177 E) 178 


39.- Si una rueda de radio "ба" se mantiene 
fija y otra rueda de radio "а", puede girar al- 
rededor de ella. ¿Cuántas vueltas dará la rue- 
da pequeña si parte y llega al mismo punto 
por primera vez? 


A)3 В)4 С) 5 р) 6 Е) 7 
40.- Calcular el número de vueltas que da la 
rueda de radio ln al recorrer el perímetro de 
un triángulo si el perímetro de este es de 44 m. 
Considerar 7t = 22/7. 
A)5 B)6 C)7 


D)8 E)9 
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3.1. DEFINICIONES DE LAS R.T. DE ÁNGULOS AGUDOS il 


Sea a un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, tal como se muestra en la figura, 
entonces se definen: 


Rec Wa, Hipotenusa 
то | E 


RS Cat. Opuesto 


c AO 1„ ws Tl _ Hipotenusa | 


Са. Opuesto Cat. Adyacente 
COTANGENTE 
A b C Д ca nace Adyacente E < Cat. Opuesto - 


c > ar CEID a + Ps? Teorema de Pitágoras 


а E. 
ENEE 


3.2. PROPIEDADES AN 


3.2A Propiedad Fundamental 


Los valores de las Razones Trigonométricas (R.T.) de los ángulos agudos no dependen de 
la longitud de los lados que la forman, sino de la medida del ángulo definido por ellos. 


3.2B Razones Trigonométricas Recíprocas 


Sia es un ángulo agudo, se cumple que: 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 3 RACSO 


3.2С Razones Trigonométricas de Ángulos Complementarios (Co-razones) 
Si o y В son dos ángulos complementarios (о + В = 90°), entonces se cumplirá que: 
seno = соз B tan а = cot B sec a = esc ñ 
3.20) Razones Trigonométricas de 30°, 60%, 45°, 37? y 539. 


Se obtienen a partir de los siguientes triángulos notables en donde: k є К+ 


2h 60? 


— 309 


Sobre la base de los triángulos anteriores se pueden construir otros, de relativa 
importancia, para obtener de ellas sus Razones Trigonométricas. 


Razones Trigonométricas de Ángulos Agudos ЕЕ ss | 


PROB. ] 

Si es un ángulo agudo, tal que: 
tana = 0,75 , obtengalos valores de: 

a) Todas las razones trigonométricas de о. 

b) tan 0/2 


C) tan 20. 


RESOLUCIÓN EPP PPP a 


: =й av ES 
a) Si tan с = 0,75 = i00 = 4 


Entonces por Pitágoras : x? = (4)? + (3)? 


х? = 25 


=> оша 


b) A partir del triángulo anterior construimos 
un nuevo triángulo en donde figure 0/2. 
Entonces se tendrá que: 


T3 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


c) En base al primer triángulo construimos 
un triángulo en su interior donde figure el 
ángulo 2a. 


x 4-x 


Aplicando Pitágoras en el triángulo rectángulo 
sombreado. 


х? = (32 + (4-x2 > x!294164x?.8x 


> 8x=25 > х= 2 
E ome S 
Luego tan 2a = 4-х y 
65 
РКОВ. 2 
Si se cumple que: 


sen (x - 40°) sec (2х + 10%) = 1 
tan (Зу + 10°) cot (2y + 30°) = 1 


sen(x —109) + cos( y + 40?) 


cais dl tan(x + 5°) + cot(y + 25?) 


E oen 
EDITORES 


RESOLUCIÓN EZ 2222722121 23 


De la primera relación se obtiene: 


Ml — Т 
sen(x - 409). соз(2х +10) T 1 


= sen(x- 40°) = cos (2x + 109) 


Esta igualdad se verifica cuando los ángulos 
son complementarios, luego: 


(x - 40°) + (2x + 109) = 90° 
=> Зх = 120° = х= 40° 


De la segunda relación se desprende que: 


1 
tan (Зу + 10°). tan(2y 4 309) zx 


> tan (Зу + 10%) = tan (2y + 30°) 


Esta igualdad se verifica si los ángulos son 
iguales, luego: 


Зу + 10° = 2y + 30° => у= 20° 
Finalmente: E = Do 
> e4 | 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Cuando un ángulo es agudo, y se conoce una de sus 6 razones trigonométricas, 
es inmediato el cálculo de los valores de las razones trigonométricas restantes, ` 
simplemente construyendo un triángulo rectángulo ubicando a continuación uno 
de los ángulos agudos, e identificando sus lados, de acuerdo con la razón 
trigonométrica dada, y finalmente aplicamos el teorema de Pitágoras. 


2) Cuando una razón trigonométrica es igual a su respectiva co-razón trigono- 
métrica, inmediatamente se debe asumir que la suma de sus ángulos es 90°. 


3) Toda vez que una razón trigonométrica de cierto ángulo es igual a la misma 
razón trigonométrica de otro ángulo, entonces se debe afirmar que dichos ángulos 
son iguales (pero esto ocurre solo cuando se trata de ángulos agudos) 


4) Ante la presencia de las razones trigonométricas de los ángulos de 30°, 60°, 45^, 
37? y 53%, debemos utilizar sus respectivos triángulos notables de dichos ángulos. 


5) Si se tiene el valor de una razón trigonométrica de un ángulo agudo, y se desea 
calcular los valores de las razones trigonométricas del ángulo mitad o del ángulo 
doble, se procede a realizar construcciones geométricas adecuadas. 


Razones Trigonométricas de Ángulos Agudos 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DIRECTAS 


01.- De un triángulo rectángulo ABC, se cumple: 
tan A+ tan C=2. Calcular el valor de: 
M=cscA.cscC 

B)1 С)2 р) 1/3 Е) 3 

02.- Enel triángulo rectángulo АВС (А = 90), se 

sabe que: cot C + cot B = 4; entonces al calcular 

F= 16 sen B.sen C.cos B.cos C se obtiene: 

Ay1/á  B)12 C)I D)2 Е)4 


03.- Se tiene un ángulo agudo “Ө” tal que: 


A) 1/2 


gm 
tan = 20 


1 
Calcular el valor de: M= 3 sen Ө + 4 cos Ө 


A)! B)2 С)3 D)4 E)5 


04.- En un triángulo rectángulo ABC se sabe 
que: m Z АВС = 90°. En este triángulo se veri- 
fica que: 


2 sen À = csc C 
СА 
Calcular: W =tanC- m 
A) 1/8 B) 1/4 C) 1/2 D)I E)2 


05.- Calcula la secante del mayor ángulo agu- 
do de un triángulo rectángulo sabiendo que 
sus lados están en progresión aritmética. 


A)53 B)5 043 D)34 E)J3 
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06.- En la figura mostrada, m Z АВС = 90°, 
mZ САВ -a,m Z CDB -0,DB-3,CB =a. 
Además : tan & + tan Ө = 77. Encontrar el 


valor de a: 
x c 
A 5 р B 


07.- En la figura mostrada m Z ACB =90, AC =b, 
BC =a, AB=2 Jab ,a<b. Calcule: tan Ө. 


AZ FEB 
B)2- 43 
O J3 - J2 
D)24 43 
E)3- J2 


A) 124 
B)142 
C) 168 
D)186 
E)210 


08.- A partir de la figura mostrada, determine 
el valor de: M = cot & - tan B, si: AB = CD. 


A) 1/2 


09.- El perímetro de un rectángulo es de 492 m 
y su diagonal forma con la base un ángulo 
cuya cotangente es 1,05. Calcule dicha diago- 
nal (en т). 

А)140 В)158 С)166 D)174 E)182 


10.- A partir de la figura, calcule el valor de: 


2.senO Р 
MAA si: AD=DC 
созо. со5В 


А)1 В) 1/2 Суз D3 БУШ 


11.- En el gráfico mostrado, se sabe que: 
Ар=Ср=а; AB =b. 


Exprese cot (2) en términos de «a» y <b>. 


Ó 
DZ) 
A fel 
лу 5+4 в, b lab o 
ab - p? ha - 2 а-ҹЬ 
D) btdab E) b 
a* ba a 


12.- En un paralelogramo los lados adyacen- 
tes miden 8 ту 16 m. Si el ángulo comprendi- 
do entre dichos lados mide 60°, determinar la 
longitud de la menor diagonal. 


D)8 J3 E)16 43 


Razones Trigonométricas de Ángulos Agudos 


13.- El perímetro de un triángulo rectángulo es 
132 u, y la suma de los cuadros de sus lados 
es 6 050u”. Calcule la tangente del menor án- 
gulo agudo. 


с el "OW. 1 
А) 2 аг) qp. “E EDS 

14.- Еп la figura mostrada, ABCD es un cuadra- 
do de lado L y E es punto medio de AD. Calcu- 


le la longitud del arco BC aproximadamente. 


A)TL/17 

4 B 
B) E 
С)9лї 17 3 y 


D С 
5345 тї. 


360 
15.- En la figura mostrada m Z ABC = 90°. Si: 


E) 


12x 
tan A = mY 10(6c - b)=b-c 


entonces al calcular x se obtiene : 


A)5 

B)4 5 
: b 

C)3 zi 

eub A c B 

E)1 


R.T. RECÍPROCAS 


16.- Calcular el valor de: 


u = [A 
E cot18°.cot72° 


В) J3 05 0)45 E3 


тз 27 | 


A) 13 


“< 25 


17.- Calcular el valor de “x” que verifica: 


sec(3x—15°) _ sen10°+sen20°+... + sen80° 
2 соѕ510°+со520°+...+ соѕ80° 


siendo х un ángulo agudo. 


A)15° B)125° C)16 D)37 Е)25° 


18.- Si se verifica que: 


5еп(50° + x) - cos(40? - x) + tan(x + 10°).tan(x + 40°) =1 


4 2 3x 
Determinar: M = sec 3x + cot > 
A)l B)2 C)3 D)4 E)5. 


19.- Siendo x, y, z ángulos agudos que se rela- 
cionan así: 


sen (x + y) - cos (85° -y-z)=0 ... (D 
tan2x.tan3z- 1 ... (2) 
Calcular: M = tan(2x + 11°) - tan (x + 2) 
A)34A4  B)I5 C)79 DI E12 
20.- Sabiendo que: 
А = tan 1°. tan 2°. tan3*. . . tan 45? 


B = tan 46”. tan 47°. tan 48°. . . tan 89° 


Calcular: М-(А. ву. їап (^94) 


A)3 B)2 С) 1/2 D) 1/3 E)1 
Р ab(sen10°—1)+ a? — Б2соѕ80° 
21-50 MS зо s 
ађ(соѕ80°+1) + а“ + b“sen10° 
Sala. m 
implificar: TIM 
А) а В)2 C)2alb D)3bla E)alb 


22.- En el triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se verifica que: 
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29 
(sen А)©® © + (cos С)" A) = EF 
Calcular el valor de sen A. 


A)35 В)42/2 С)1/5 р) 3/2 E)1⁄3 


23.- A partir de la figura mostrada, calcule “x” 
si: AD=DC y sen (39° - 0) = cos (14° + 30). 


A)15 Ав 
х 
В) 18 „Л, 
С)21 D dp 
D)24 А С 
E)27 


24.- Sabiendo que 8 es un ángulo agudo y que: 
esc (Ө + 20?) = 2 tan 10°.sen 20°.ѕес 70°. tan 80° 
calcular: M = cos 60 + tan (50 - 5°) 
A)1⁄2 B) Су3/2 D)2 E52 


25.- Sabiendo que se verifican las siguientes 
relaciones: 


sen (5a + 2b + c) = cos (20? - За) ...(1) 
cos (4d + e) = соз (40° + е)  ...(2) 


ач уди (8) 
6 
3 
Calcular: — D-tan(10? + 2c + 2 d) 
А)43 B)1 C)J3/3 D)U2 E)1⁄3 


R.T. DE ÁNGULOS NOTABLES 


26.- De la figura mostrada, calcular: “ап Ө”, si 
se sabe que: 


mZOBC=0 ^ mZOCB=37" 


Además: O es centro de la circunferencia. 


RACSO 


EDITORES 


A) 1/3 


B)2/5 
037 

ИС... ызы, 
Е)2/3 B c 


27.- De la figura mostrada, calcular: tan 8. 


«Ў 


Иже ES 
№. 
B)34 С) 4/3 Рр) 4/3 /5 Б) 2/3 


A)1 


28.- Si ABCD es un cuadrado, calcular: “tan x” 


A) 11/19 B c 
B)21/25 
E 
C) 13/16 
D) 14/19 Š 
Os 
E)5/12 A D 


“>” 


29.- Calcular el valor de “x” si: 

2x (sec 45° - sen 459)** = 4 cos 60° - x 
A)1 В)-2 C)3 D)-3 E)5 
30.- Si se cumple que: 


sec Ө = tan" 60? + sen 30°, donde Ө es agudo 


Calcular: М = 45 .tan Ü + 1 


А)4 B8 ©O6 DIO BE 
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31.- Al calcular: 


23 cot? 30? —6.sen60? +с5с245° 
^ A4 cot45?.sen^ 60? 3.csc60" ^ 


Se obtiene: 


A)5 B4 Оз D2 ВІ 


32.- Six es igual a 15°, entonces al calcular: 


2 2 
. tan 4x+cos Зх 


2 4: 
we EDT + Cot 4x, se obtiene un 


Ë a 
número de la forma 3- Evaluar a +3 


А)25 В18 O6 D2 E35 


33.- De la figura mostrada, calcular el valor de: 


М = tan(20 - 30°). cot Ө 


па К 


AS 
A 14 C 
A) B)2 O35 D)4Y3 E)3⁄4 


34.- En la figura mostrada ABC es un triángu- 
lo rectángulo isósceles, donde D es punto 
medio de BE . Calcule : cot o. 


AJ1/3 . B 


B) J2 < 

ү, ZA 

D) 42 /2 Я г z 
E)3 


MISCELÁNEA 


35.- Los lados de un triángulo rectángulo es- 
tán representados por tres números en pro- 
gresión aritmética. Calcular el coseno del me- 
nor ángulo agudo. 


А)06 В) 0,5 р) 07 Е)08 


36.- En un triángulo isósceles ABC (AB = AC) 
se sabe que: cos A = 0,6. Calcular tan B. 


AyI B)2 С)З D)1⁄2 E) 1/3 


C) 0,4 


37.- Si: sen 3x 2 cos 75°, calcular "x" (agudo) 
A)10? В) 15° С)20° D)5? E30 
38.- Si: tan (2x + 25?) = cot (5x - 5°). 
Determinar "x" (agudo) 
А)10° B)20  C)30? D)40? E)45* 
39.- Calcular x en: 

tan (х+ 41?) . tan (2x -31?)z 1 
A) 26,3? B) 26" 30” C) 26° 40° 


D) 30° 40" E) 30? 


1 


MIC 


D)20* 


40-5: со (=) = 


entonces el valor de x es: 


А) 36  B)30? C)45? EJSSA 


41.- Si: cot2x-tan3y=0 ,y , 2x- yz 10° 
El valor del mayor ángulo agudo es: 

Ау15° 2Dy 20% „ Cy25° D) 35° REJAS: 
42.- Calcular: а + ‚5: 


ѕеп @ - соѕ 28 =0 л senf.csc4a- 1 


А)20° B)30 С)40° D)50?  E)o0 
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43.- 51: tan(a- b) -1 л tan(a+b)= 43 
Calcular: а = Б 
А) B3 C5 D7 ЕЭ 

44.- En la figura: ¿ Cuál es el valor de "a" ?. 


D 


A B 
1223 € 


А)4-3 B6 0O06 D)I2 BRA 


45.- ¿Cuál es la distancia x en la figura? 
D 
A) 240 2 


B) 300/43 


C) 400/43 


үс 


E)175 


46.- El valor de la expresión: 


_ €ot^20 +ѕес20 


E= Eco , para Ө = 30° es: 


А) 10/3 В) 3/2 C)5/66 D)I/2 E)2/3 


фл: 
BOITORES 


4.1. DEFINICIÓN: a a ë |] 


Resolver un triángulo rectángulo es determinar la longitud de sus lados y la medida de 
sus ángulos agudos, para lo cual deben ser conocidos al menos un lado y un ángulo agudo. 


En la resolución de triángulos rectángulos se presentan tres casos los que se resuelven 
por medio de un determinado grupo de teoremas. 


4.2. TEOREMAS MN 


4.2A TEOREMA 1. Conocida la Hipotenusa (m) y un ángulo agudo (0). Fig. (a) 
4.2B TEOREMA 2. Conocido un ángulo agudo (с) y su cateto adyacente (rn). Fig. (a) 
4.2С TEOREMA 3. Conocido un ángulo agudo (а) y su cateto opuesto (m). Fig. (а) 


т cos a т сої а 


Fig. (а) Fig. (b) Fig. (c) 


En general.- En cualquier triángulo rectángulo, se tiene: 


- Incógnita 


Incógnita = (Dato) - R.T. (2) Donde: Рат R.T. CZ) 


Siendo: Incógnita: Е lado del triángulo rectángulo que se desea calcular. 
Dato: Es el lado del triángulo rectángulo que se conoce. 


R.T.: Es la razón trigonométrica que corresponde al dividir la incógnita entre el dato. 
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4.3. ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 2 | 1 


Está determinado por el semiproducto de dos de sus lados, multiplicado por el seno del 
angulo comprendido por dichos lados. 


a 
m n n 
S s= "I. sena 


PROB. 1 = З ѕепф + ѕепф = 3 cos Y + 2 ѕеп ф 


1.- Si ABCD es un cuadrado, calcule: seng . 


25епф = 3 со5ф = coso = 3 
= tano = 3 = coto = 2 
13 
tan $ + cot ó Luego: tan ф + cot $ = 6. 


А р PROB. 2 
RESOLUCIÓN БАЕ ТЫ 


En el nuevo gráfico: AD = PQ 


B Q C 
ш 


En la figura: ABCD es un cuadrado, demuestre 
que: р+г= д +1. 


RESOLUCIÓN ЁЛТТХҮХТТТТТЭТТТТТТТҮТ 


72 a 
A Зѕепф Р ѕепф D En la nueva figura, se observa que: 
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PR = QS 
Entonces: 


p sen Q + r sen а = q sen o + t sen а 


PROB. 3 


Dos lados de un triángulo rectángulo miden 
т у п. Calcula el área de su región triangular. 
Si además se sabe que el ángulo comprendido 
entre dichos lados es «a». 


| RESOLUCIÓN PA is: 


Sean т yn los lados del triángulo y a el ángulo 
comprendido. 


/“ [1 
n 


En el triángulo sombreado: 


л z = h=msena 
Luego: Área ^ = basex altura 
Área ^ = зш 
Finalmente: Área А = Дт sena 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Tratar de buscar triángulos rectángulos en los cuales se conozca mínimamente 
uno de sus tres lados y uno de sus ángulos agudos. 


2) Una vez que identificamos al triángulo rectángulo con un par conocido: lado y 


ángulo, se aplica la siguiente técnica. 


Incógnita = dato(lado) x R.T. (4 agudo) 


Resolución de Triángulos Rectángulos 


йг 


TEOREMA 1 


01.- Dada un banderín, como muestra la figu- 
ra, calcular «x». 


A)b+acos oO. 
B)b-acos o, 
С) р+ аѕеп о 


D) b- a sen с 


E) b + 2а sen Q 


02.- En un triángulo rectángulo se conoce uno 
de los catetos «т» y el ángulo opuesto «Ө». 
Calcular la altura relativa a la hipotenusa. 


A) m sen 0 
B) m cos 0 


D) m(sen 0 4 cos 0) 
E) 2m sen Ө 
C) m(sen 8 - cos 0) 


03.- Calcular «x» en la figura: 


A)a-bsenO D) a sen 0 + b cos O 
B) a cos 0 + b sen 0 


C) a cos 0 - b sen Ө 


E) asen 8 - b cos Ө 
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Enuncíados de Problemas 
2 con Resolución 


04.- En la siguiente figura, G es el baricentro del 
triángulo ABC; AD = BD y 3 sen Q - cos Q = 3. 
Calcular la tangente del ángulo DCG. 


A)3 n 

В)2/3 

С) 3 

D) 3/2 A 

pr А D С 


05.- La figura muestra un cuadrado cuya área 
es 64 m y tal que PC = BP. Calcular AM si 
AP =6m. 


B) 2 “УЗ т 


А) 1245 т 


С) 16 43 т D) E 45 т 


E) 243m 


06.- En la figura la longitud del segmento PS 
y RT esL y la segmento TS es k. El valor de 
k está dado por: 


A RACIO 
EDITORES 


A) L (sen B - sen о) T 


B) L (sen Q + sen B) 

C)L (sen о. sen B) 5 

D) L (sen a - sen p) "ac 
PAP A EQ 

E) L (sen a + sen p) R 


07.- En la circunferencia de radio R se ha ins- 
crito el triángulo ABC con AB - AC. Si la me- 
dida del ángulo BAC es 0, entonces la longi- 
tud del lado BC es: 


A) R sen Ө 

B) R sen 0/2 

C)2R cos 8 

D) R cos 0/2 

E)2Rsen 8 DN С 


08.- En la figura mostrada, calcular el valor de 
"X". Si: AC=4 y m Z ВРС = 53°. 


= 


A às P B 
A) 3 cos Q + 4 sen Q D) 3 cos ar - 4 sen Q 
В) 4 cos Q + 3 sen 0. E) 4 cot & - 3 sec a 
С) 4 cos 01 - З sen Q 
09.- De la figura mostrada, m 4 ABC = 90°, 
mz CBD-q;AB-p;BC-x;BD-g. 
Calcule x. 
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pq cos O, pq sen с 
A) p—-qsenQ D) p+qcosa 
равешо pq 
B) q+ p cos G E) р sen “4-4 cos à 
pq cos al 
q р ѕеп G 


10.- Enla figura mostradasecumple: AB=BC =R 
y sena + cos а = M. determinar: PQ. 

ABC y PBD son sectores circulares 
concéntricos. 


В D C 
B)R/M C) R(M- 1) 
E)RM? 


A)RM 
D) R(M + 1) 


11.- Si ABCD es un cuadrado m Z EBA = 53°, 
m Z DCE = о, m Z BEA = 90°, calcular: 


W= 5410 . cos a. 
А) 18 C D 
B)15 
С)12 
D)9 
E)6 B A 
TEOREMA 2 


12.- Las bases de un trapecio isósceles son B 
y b. Si los lados no paralelos forman con la 
base mayor un ángulo 6, hallar el área del tra- 


pecio. 


DENDO 
a (858) tan o p [° = ). сове 


T ES 


Dp 
C) BE seno p (2 = Juno 


E) Bt tan Ө 


13.- En un triángulo ABC, recto en B, la me- 
diana CM y el cateto BA forman un ángulo 0, 
entonces tan 8 es: 


A)2tan À B)2cot Á C)2tanC 


D) tan Á 4 tan C E) 2(tan C +cot А) 


14.- La altura de un cono circular recto es Лу 
el ángulo de abertura es 20. Hallar en función 
de h y de a, el radio de la esfera circunscrita. 


A)O,Sh sena A 
B)O,5h cos o 

C)0,5 h tan? a 

D)0.5h sec” a 

E) 0,5 hcs o: 

15.- En la figura mostrada se cumple: 
AB=CD.m L BAD = Вут Z ACD = o, 
calcular: cot - tan В 


B 
Хам 
А c 
Dr. 0) "Do 53 


16.- En la figura mostrada, m Z ABC = 90°, 
m Z DCB =m Z CAB =Q, AD = 2 BC. Calcu- 
le: tan ©. 


NM 
B D A 


A)-2 
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Aj? -1 В)2-/2 44 


0)2 97 ЕІ 


C) 42 +1 
E) Y2 +2 
17.- En la figura mostrada se verifica que: 

m Z ABC=m Z AEB = 90°, 
mZCBE-mZDCE-p , mZ DAE=0 


Calcule tan 8 en términos de alguna razón tri- 
gonométrica de f. 


A) sen p B 

B) соѕ2В 

С) tan°B 

D) со?В 

E)s ec^ A E С 


18.- Si ABCD es un cuadrado, т ZDFA =0,, y 
además E es punto medio de BC ; calcular el 
valor de: sec ©. 


A)243 C E 

В) ЛО ` 
суут b 
te UPN 


19.- En la figura mostrada ABCD es un cua- 
drado. Determinar el valor de: 


К = tan x - 2 tan (x - y) 
А)0,5 В [e 
В)1 
С)1,5 
ру2 
E)2,5 


фл 
ROITORES 


TEOREMA 3 


A)R tan Ө (csc 8 + 1) 


20.- En la figura, halle AB entérminos de R y 6. 
B) R cot (csc 0 + 1) 
C)R tan 0 (sec O + 1) 


C, 
AN 
O 
D) R cot 0 (sec 0 + 1) ES 
LJ 
B 


Е) К tan 0 (csc Ө - 1) A 


21.- En la siguiente figura: AB =a, 2AB = DC. 
Calcular el área del triángulo EFG. 


A) “e tana B) 2 cota С) 24 tan o 


D) 75 (tan @ + cot 01) E) (tan &.- cot о) 


IRI 


22.- En la figura mostrada, determinar “x”, si: 
NC=a,m Z АВМ =o y m Z MCN = f. 


B 
x N 
A M С 
E. . acp | 
&) cot B - tan о. D) cot а — tan B 
a csc p 
тап —cot B. E) а(сого + tan В) 
asec B 


O tana- cot B 


Resolución de Triángulos Rectángulos 


23.- Una circunferencia con centro en O está 
inscrita en un triángulo ABC. Si la distancia 
de O al vértice A del triángulo es la media pro- 
porcional entre las distancias del mismo pun- 
to O a los otros dos vértices, entonces la rela- 
ción que se establece entre los ángulos del 
triángulo es: 


A) se А = зеп 5 5 sen S 


B) ѕеп2 А = cos Ë 3 sen Ç 


C) зеп? 2 = cos Ë . COS © 


D) sen? 5 = ѕеп 7. . sen 
Е) sen? 25 = sen А. sen 


24.- De la figura, calcular ^x", si: AC = CD. 


A)atan 0 B C 
т Y 
B) 2a tan 8 | 
a 
C)a cot 8 | 
р) 2а cot 0 = D 
E)2asec 8 


25.- En la figura mostrada BDEF es un cuadra- 
do. Si además: m Z DBA = о, т Z ВСА = f; 
calcule: cot B. 


A) csc? @- cot & F 


2 
B) tan” OG. + sec 0. 


C) cot? a- csc & E B 
D) sen? о + tan с 
E) secta +tana С D A 


“< 59 


26.- En la figura mostrada determinar “x” en 
términos de “r” y “Ө” 


"E 


гїапӨ 
с8с0-1 


А) 


resc Ө 


B) sec 0-1 


ÓN 


E)rtan 8 


r cot 9 
©) cscO+1 
r cot Ө 
с5с0- 


р) 
27.- En la figura mostrada se cumple que: 


OB = АВ = OC = CD. Calcular: "cot 0" 


A) 43 /3 л 
B)243 -1 4 
C) 43 -1 B 

D) J3 «1 

DNE " 


28.- En la figura se muestra un arco de circun- 
Pon donde: AM - BN. Determine el valor 
М =2с050 + cot 0. 
A)1 
B)2 
03 
D)4 
E)5 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 
29.- De la figura mostrada se sabe que: 
mZBCA=m Z АРС = 90°; m Z АВС= о 


Si además el área de la región triangular ADC 
es k, calcule el área de la región triangular ABC. 
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A)K csc? a 


B) 5 бос e 


g 


C)ksec2 a 
k 2 
D) 7 Sen [94 C B 

E) k tan? o 


30.- A partir de la figura mostrada, se pide de- 
terminar M, si: 


l 
E) 4 
31.- De la figura, calcular “Ө”, si se sabe que: 
$ = área de una región triangular. 


А) 459 
B) 37" 
С) 30° 
D) 60? 
Е) 53° 


32.- En la figura mostrada, evaluar el área de la 
región triangular АОВ en términos de Ө. 


A) 4 sen 0 
В) 8 sen 20 
C)2 cos 28 
D) 5 sen Ө 


E) 3 cos 20 


33.- Si ABCD es un cuadrado donde: CD = 3ED 
y además: m Z BEA = 0 ; calcular csc 0. 


E E о 
EDITORES 


g 
s 

ш 

> 


4160 

12 
34. - En la figura mostrada, m Z АВС = 90°, 
m Z ВСА =m Z DAB = o. Asimismo se sabe 
que el área de las regiones triangulares ABD y 
ADC son equivalentes. Calcular el valor de: 


E) 


W=c0s20. csc2o, 

A 

A)5 

B)4 

C)3 

D)2 ин 

Е)1 N 

) é 


35.- En la figura mostrada se sabe que: 
m Z ABD=m Z AED=m ZBCE=090" ; 
m ZBDC=0 


: AB =D ТЕР 0 


Calcule el área de la región sombreada. 


A) 3 ab cos” Ө A 


B) Г ab sen Ө.соѕ Ө 
C)? eb sen2 0. cos 0 
D) ? ab sen 0.cos Ө 


E) =ub sen2 0 


taj-— 
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36.- En la figura mostrada, ABCD es un rectán- 
gulo. Si: AD =4CD, CE = CD, m Z BFA = ©; 


calcule: W = 43 + 7tana 


А)3 : 

B)2 

O1 c B 
D) 1/2 = E 
E) 1/3 


37.- Determinar el área de la región triangular 
de la figura: 


2 b2 
A) 2(сого + cot B) B) 3(cot æ + cot B) 
EAS Фан "aa a E 
С) 3(cot æ — cot B) D) 6(csc & — cot B) 
. TIA 
E) 2(csc о — csc (3) 


38.- Enla figura ABCD es un cuadrado, M y N 
son puntos medios. Determinar «cot 0». 


А)2 А B 
B)1 
C)3 
D) 1/2 
E) 1/3 


5.1. ÁNGULOS VERTICALES OCA 


Se denominan así a aquellos ángulos agudos, uno de cuyos lados se ubica sobre la línea 
horizontal mientras que el otro se localiza en el mismo plano vertical, por encima o por debajo 
de aquella, llamándose: ángulo de elevación y ángulo de depresión, respectivamente. 


о: es la medida del ángulo de elevación B: es la medida del ángulo de depresión 


5.2. ÁNGULO DE OBSERVACIÓN | 11 


Es el ángulo formado por dos líneas visuales que definen un campo de observación 
respecto de un observador. Este ángulo puede ubicarse en cualquier plano: en un plano verti- 
cal (РУ), en un plano horizontal (PH.), y en cualquier otra orientación. 


6: ángulo de observación en el PV. $: ángulo de observación en el PH. 


Nota: El ángulo de observación está comprendido entre 0? y 1809 
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5.3. ÁNGULOS HORIZONTALES || 


Son aquellos ángulos que se encuentran en un mismo plano horizontal. Estos ángulos 
están constituidos por las denominadas direcciones cardinales: este (E), oeste (O), norte (N) 
y sur (S). 


O E 


Punto de ° 
referencia 


5 


5.3A Rumbo o Dirección 


Es la dirección considerada o trazada en el plano horizontal, y principalmente cualquiera 
de las comprendidas en la rosa náutica. 


Para definir un rumbo o dirección de movimiento se toma como referencia cualquiera de 
los puntos cardinales. 


5.3B Direcciones NE, NO, SE y SO 
(Nor Este, Nor Oeste, Sur este y Sur Oeste respectivamente) 


N 
NO NE 
o a 4 NA", р 
5 
SO SE 
S 


5.3C Rosa Náutica o Rosa de los Vientos 


También conocida como rosa de la aguja, fue antes de la generalización de las brüjulas 
magnéticas, una excelente referencia en las cartas 
marinas en la que se mostraba la dirección de los 
ocho vientos principales. Las más antiguas rosas de 
los vientos de las que se tiene noticias son las que 
aparecen en las cartas de navegación del siglo XIII 
manejadas por los navegantes españoles e italianos. 
En ellas, los ocho puntos cardinales aparecían 
marcados con las iniciales de los principales vientos, 
si bien en ocasiones —como puede observarse en la 
rosa que aparece en la imagen— el punto cardinal 
Este aparecía señalado con una cruz, en tanto que el 
Norte lo hacía con una flor de lis. A partir de la 
expansión del uso de la brújula, la rosa de los vientos 
pasó a convertirse en una herramienta auxiliar de 
aquélla. [Enciclopedia Encarta, Madrid, 20041. 
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PROB. 1 


Desde un punto en tierra se observa la cumbre - 


de una montaña con un ángulo de elevación 


a. Sila distancia del punto de observación a la . 


falda de la montaña es «d», exprese la altura 
de la montaña respecto al nivel del suelo en 
términos de o, B y d, siendo B la pendiente de 
la falda de la montaña. 


[RESOLUCIÓN PERRA 


P че] 
+— d ——4-x cot B-4- 
-$—— —— x cot а —— —4- 


xcota=d+xcotf 


Se observa que : 


=  xcota-xcotf =d 


= x(cota-cot В) = d 


E rdi 
cot o.— cot В 


PROB. 2 


Desde un avión que vuela horizontalmente y 
en línea recta, a una altura «h» km, es ubicado 
en tierra un punto bajo un ángulo de 
depresión 0. Luego de «/» horas, este punto 
es visto nuevamente con un ángulo de 
depresión igual al complemento del anterior. 
Si el avión no ha pasado por encima del punto 
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mencionado, exprese la velocidad del avión 
en km/h en términos de h, t y 0. Se sabe que 
la velocidad del avión es constante. 


RESOLUCIÓN Г ЫТА ЛЛ 


Elaboramos el gráfico correspondiente: 


Se sabe que: 
distancia = velocidad x tiempo 
x=0.f 28810!) 
Рего: x = h cot 0 -h tan Ө 
= x=h(cot0-tan0) ...(2) 
Reemplazando (1) en (2): 


=  hHh(cot0-tan0) —v.t 


E 


p= —(cot0-tan0) 


t 


RACSO 


PROB. 3 sur de A, la elevación es de 30°. Si la torre 
tiene 75 m de altura, calcular la distancia 


Un reflector situado al ras del suelo ilumina comprendida entre A y B. 


un monumento bajo un ángulo de 30%. Se 
traslada el reflector a 2 m más cerca del 

monumento y éste se ve bajo un ángulo de | RESOLUCIÓN LAA A траур 
459. ¿Cuál es la distancia del monumento al 
segundo lugar de iluminación? 


RESOLUCIÓN ESTERO 


En el triángulo mayor: 60% л 30%, tendremos: 


tan 30° = 32 = УЗ > 3x=243 + x 43 
Trasladando los datos a un gráfico como el 


243 mostrado, reconocemos que: 
SS q 
3-45 75 
Pe AP = 75 cot60? = /?- A BP = 75 cot 30? = 75 3 
Racionalizando, obtendremos: 43 
243 3443 2(343 +3 Aplicando el teorema de Pitágoras en el 
x = BR `3 Ux 278 — Hom triángulo rectángulo sombreado, obtendremos: 
2 
х= 3 +1 AB? + AP? = BP? > х2 + 15 st) 
PROB. 4 —— ЕР" (s d 
La elevación de una torre desde un punto A 
al Oeste de ella es 60? y desde un punto B al ‚2 = 752 (8 ) 3 саб. 50/6 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Lea e interprete adecuadamente el enunciado del problema. 

2) Elabore un gráfico indicando en él los datos reconocidos del enunciado. 
3) Centralice su trabajo en triángulos rectángulos. 

4) Resuelva dichos triángulos rectángulos 
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ÁNGULOS VERTICALES 


01.- Desde la parte superior e inferior del se- 
gundo piso de un edificio de cuatro pisos igua- 
les, se observa una piedra en el suelo y a una 
distancia de 9 m con ángulos de depresión 
«В» y «Ө» respectivamente. Desde la parte más 
alta del edificio la depresión angular para la 
piedra es «О». Si se conoce que: 


tan © - tan B - tan Ө = 1/4 


La altura del edifico es: 


A)óm  B)l0m C)9m D)8m Е)4т 


02.- Un observador aprecia dos puntos que 
están en una misma vertical bajo ángulos de 
elevación y de depresión de 30° y 15? respec- 
tivamente. Si la distancia del observador al no 


cambiar más alto es - т. 


¿Cuál es la distancia del observador al otro 
punto? 


А)2(46 + 42) 
B)2( V6 - 42) 
C) 46 + V2 


03.- Los ángulos de elevación de la cüspide 
de una torre, vistos desde 2 puntos situados 
en línea recta con el pie de la torre son de 45? y 
30? respectivamente, si la distancia entre los 
puntos de observación es de 60 m, la altura de 
latorre (en m). es: 


D) 46 - Y2 
EJ 42 + 46) 
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60 60 60 
ЫГ. шин, 21 
p. ва 


04.- En la figura mostrada. ¿A qué distancia se 
encuentra el globo respecto del lago? 


A) H cos 20 P. Globo 
B) Hsen 20 g 

C) H csc 20. | 

D) H sec 20. 

E) Н cot 20 


05.- Desde un punto a nivel del suelo un ob- 
servador divisa una estatua con su pedestal 
de 5 m y 4 m respectivamente. El ángulo de 
elevación de la cabeza de la estatua es el do- 
ble del ángulo a la parte superior del pedestal 
o pie de la estatua. ¿Cuál es el valor de la tan- 
gente del mayor ángulo de elevación? 


A)1⁄2 B)3⁄4 C)2/3 D)1⁄5 Е)5/6 


06.- El diámetro aparente (ángulo de observa- 
ción) del sol es aproximadamente 32”. ¿A qué 
distancia del ojo debe colocarse una moneda 
de 30 mm de diámetro para poder tapar exacta- 
mente al sol?. Considere que tan 16” = 0,00465. 


A)3,844 m B)3223m С) 3,448 т 


D) 4.483 т E) faltan datos 


Anco 
11:14 41111 


07.- Un lugar de la provincia de Santiago tiene 
una latitud 30°. ¿A qué distancia respecto del 
eje de la tierra se encuentra, si el radio terres- 
tre mide 6 370 km? 


A)3 185 km B)951,1 km C)961,1 km 


D)917 km E)5516 km 


08.- Desde un globo que está en la vertical 
que cae sobre un camino recto, los ángulos de 
depresión de dos piedras consecutivas, 
indicadoras de los kilómetros, miden 45? y 60°. 
Calcular la altura del globo. 


A) 2 300m 
D) 2 366 m 


B)2 320m 
E)2 360m 


C)2340m 


09.- Una mosca que está en el suelo observa 
un pajarillo con un ángulo de elevación de 
45°. Para llegar donde está el pajarillo, la mos- 
ca describe una trayectoria curva de un cuar- 
to de circunferencia de modo que en un punto 
de su recorrido observa al pajarillo con un 
ángulo de elevación de 37°. ¿A qué altura (en m) 
se encuentra la mosca en dicho punto”. El pajarillo 
está a una altura de 2,5 т respecto del piso. 


А)05 B)055 0)06 D)04 E)0,7 


10.- Desde un avión se observa un punto en 
tierra con un ángulo de depresión “a”. Cuan- 
do el avión se desplaza horizontalmente una 
distancia igual al triple de la altura a la que se 
encuentra, el nuevo ángulo de depresión para 
el mismo punto es “ 90° - о”. Calcular: 


М = tan^a.4 cota 
A)II  B)I2 C) 13 D)I4 BIS 


11.- Desde un punto en tierra se observa la 
altura de una torre con un ángulo de eleva- 
ción de 37°. Si la visual en dicho lugar mide 
20 m, ¿qué distancia horizontal (en m) deberá 
acercarse un observador, hacia la torre, para 
que el nuevo ángulo de elevación tenga por 
tangente 2? 
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A) 13 В) С) 10 р)9 ES 


12.- Un alumno de Ja m de altura, observa la 
parte superior de una torre de alta tensión con 
un ángulo de elevación de 60°. ¿Cuánto deberá 
retroceder el alumno para observar la misma to- 
rre pero con un ángulo de elevación de 30°, si la 
altura de la torre es de 6 /3 m?. 


А)8т В)10т С)12т D)l4m E)l6m 


13.- Un pescador situado a 600 m sobre el ni- 
vel del mar observa una lancha con un ángulo 
de depresión “a”. Seis minutos después ob- 
serva en la misma dirección a la lancha pero 
ahora con un ángulo de depresión “3”. Calcu- 
lar la rapidez de la lancha en km/h, si: 


тап ®= 43 +1 y tanf- 3 -1 
A)5 B6 С7 D8 B9 


14.- El asta de una bandera está colocado ver- 
ticalmente en lo alto de una vivienda. А 36 m 
de distancia de la parte baja de la vivienda se 
observa la punta del asta y la parte superior 
de la vivienda con ángulos de elevación de 
53° y 37" respectivamente. Calcule (aproxima- 
damente) la longitud del asta (en m). 


A)13. B)I8 C)19 D) NI E)23 


15.- Un avión que vuela en línea recta y hori- 
zontalmente antes de pasar sobre 2 puntos en 
tierra “A” y “B” los observa con ángulos de 
depresión “a” y “B” respectivamente. Cuan- 
do está sobre “A” es visto desde “B” con 
un ángulo de elevación “Ө”. Si : cot a = 1/3 
y cot B = 1/2, determinar “tan Ө”. 


А)2 В)4 С)6 D)8 E)10 


16.- Una antena de radio de 15 m de longitud 
se encuentra en la azotea de un edificio. 
Desde un punto del plano horizontal que pasa 
por la base del edificio las elevaciones angula- 
res de la parte superior e inferior de la antena 
son с y B respectivamente. Si: tan @ = 0,76 y 
tan В = 0,19, determinar (en m) la altura del 
edificio. 


A)4 B)5 C)6 D)7 Е)8 


т s | 


17.- Un poste de longitud “x”, está inclinado 
60? respecto a la vertical. El foco del poste es 
“observado por 2 personas que se encuentran 
` ubicadas a los dos lados de éste y lo obser- 
van con ángulos de elevación “Ө” y “ 90° - Ө”. 
Si la separación entre dichas personas es de 


©з? 


16 т, calcular “х” en términos de “Ө”. 
Sugerencia: 2 sen Ө cos Ө = sen 20. 


A) sen 20 B) 2 sen 26 C) 4 sen 28 


D)8sen20 Б) 16ѕеп20 


18.- Una persona sube una cuesta y cuando 
llega a la cúspide, se da cuenta que la altura a 
la cual se encuentra es la mitad del camino 
recorrido. Calcular el ángulo de elevación con 
el cual se observa a la cúspide, desde la base 
de la cuesta. 

А) 15° В)30° С)45° D)J60” E75 
19.- Una persona observa un objeto que está 
en caída libre vertical, con un ángulo de eleva- 
ción de 60°. Luego de un momento lo vuelve a 
observar con un ángulo de elevación de 30°. 
Si en la primera observación, el objeto, se en- 
contraba a 60 m de altura, ¿a qué altura (en m) 
se encontraba en la segunda observación? 


А)10 B)20 (C)30 р)40 E)50 


ÁNGULOS HORIZONTALES 


20.- Una persona en A se encuentra al este de 
la otra persona en B, si la persona en B se 
desplaza en la dirección N INE y la persona 
en À en la dirección NO, se encuentran en el 
punto P. Calcular ¿cuánto mide el ángulo APB?. 
А)459 


B) 11215” С)47915” 


D)5615' DISE 


21.- Si desde un carrousel observas a un ami- 
go en la dirección oeste en la situación más 
cercana y al cabo de 0,15 segundos los obser- 


T5 | 56 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


vas en dirección NO. Calcular el número de 
vueltas que da el carrousel por cada minuto. 


A) 30 RPM B)40RPM C) 50RPM 
D) 60 RPM E) 70 RPM 


22.- Un niño sale de su casa y hace el siguien- 
te recorrido: 20 m al norte, 40 m al este y una 
cierta distancia al SO, hasta ubicarse al este 
de su casa. ¿A qué distancia (en m) de ella se 
encuentra? 


A)60 B)50 С)40 D)30  E)20 


23.- Un auto recorre 40 km en la dirección 
N53*0, luego recorre 40 J2 km en la direc- 
ción SO y finalmente recorre 60 kn en la direc- 
ción este. Determine en qué dirección y a qué 
distancia (en km) se encuentra el auto respecto 
a su posición de partida (aproximadamente). 


A) S370 ;20 D) S30%0 ; 20 
B)S53*0 ;20 E) S45%0;20 42 
C) S45*O ; 10 


24.- Desde un faro se observa dos barcos con 
direcciones ESE y NNE. Si la distancia que 
hay entre los dos barcos es aproximadamente 


10 (5 442 ) km, y desde el segundo barco se 
observa al primero en la dirección SE, calcular 
(aproximadamente en km) la diferencia de las 
distancias del faro a los 2 barcos. 


Су 


25.- Desde una estación de control A se ob- 
serva a otra estación B en la dirección NOE a 
una distancia L. Desde la estación B se obser- 
va una tercera estación C en la dirección N20E 
a una distancia también igual a L. ¿En que di- 
rección se encuentra la estación А respecto 
de la estación C? 


A)IO  B)IS D)20 E)25 


Anco 
BDITORES 


0 38 8 
AJSZ O B)S=0 C)S+>O 


8 30 

D)O 3N E)O > N 
26.- Dos embarcaciones parten de un puerto 
con movimientos rectilíneos, el primero con di- 
rección NBE y el segundo con rumbo S2pE. 
Cuando el primero recorre 4 km. el segundo 
recorre 4,2 km. La distancia que los separa es 
de 5,8 km. Encontrar el ángulo В en radianes. 
ai B- of mn! 

ha^ Ak uS. m ык on 
27.- Una lancha sale de un puerto con movi- 
miento rectilíneo en la dirección SE. Luego de 
un tiempo "t" de recorrido se desvía y conti- 
пиа rectilíneamente por la dirección N15°O, 
hasta equidistar del puerto y del punto de des- 
vío. ¿En qué dirección se encuentra la lancha 
respecto del puerto?. 


A)SSE B)S75E  C)E40%S 


р) МОФЕ E)BSE 

28.- Dos personas se ubican una frente a otra 
en la línea Este - Oeste. Si éstas se desplazan 
en rectilíneamente en las direcciones N70°E y 
OI0°N respectivamente hasta encontrarse, de- 
termine el menor ángulo formado por las di- 
recciones de sus movimientos. 

A)45° B)30 С)70° D)80 E) 150° 
29.- Jorge y Giovanna, cogidos de las manos, 
se encontraban conversando. Al despedirse 
Jorge se dirige en la dirección Oeste caminan- 
do rectilíneamente 200 m, pero Giovanna lo 
hace rectilíneamente en la dirección N 63° 30'E 
una distancia de 100 V5 m. Ella olvidó dar un 
mensaje a Jorge, por lo cual decide darle el 
encuentro caminando rectilíneamente en la di- 
rección S(90? - 0)O hasta encontrarlo. Se pide 
determinar cot 0, aproximadamente. 


Razones Trigonométricas en Situaciones Contextualizadas 


A)2 B)1⁄3 C)4 D) 1/4 E) 1/2 


30.- ¿Cuál es la dirección opuesta a la direc- 


1 
ción NE Я E? 


l l 1 
A)NGNE В)5Е25 C)SOZ O 


1 1 
D) NE 4 N E)N " NO 
31.- Al calcular el mayor ángulo formado por 
las direcciones: 


1 1 
SE "T SyN A NE seobtiene: 


А) 135° В)225° С)45° D)60” Е)120 
32.- Para las siguientes proposiciones deter- 


mine la verdad (V) o falsedad (F): 


a) El mayor ángulo formado por las direccio- 
nes SO y SSE es 305° 


b) El menor ángulo formado por las direccio- 
nes ENE y ONO es 135°. 


c) El menor ángulo formado por las direccio- 
nes ESE y NNO es 90? 
A)FVF 


B)VVF C)FFF 


D)FFV E)FVV 
SITUACIONES TRIDIMENSIONALES 


33.- Desde lo alto de un acantilado se observa 
en la dirección О(90°- 01)S a una boya bajo un 
ángulo de depresión de 457 y en la dirección 
EaS a un bote con un ángulo de depresión de 
30°. Si la distancia que separa а la boya y el 
bote es 80 m, determinar (en m) la altura del 
acantilado. 

A)20 В) 13 040 


D)I4  E)25 


ES] 


34.- Un observador se encuentra ubicado al 
sur de una torre de alta tensión y visualiza el 
extremo superior de aquella con un ángulo de 
elevación с. Asimismo otro observador se en- 
cuentra en la dirección ООЛЧ respecto a la an- 
terior y al Oeste de la torre visualizando el ex- 
tremo superior de ésta con un ánguio de ele- 
vación В. Calcule cot В en términos de una 
razón trigonométrica de ©. 


A) sen? à В) tana C)2seco, 


D) cot” & E) 2 csc a: 


35.- Un avión desciende rectilíneamente con 
una inclinación o en la dirección Este - Oeste. 
Si un observador ve al avión primero hacia el 
NE y luego hacia el N con ángulos de eleva- 
ción iguales al complemento de ©, entonces al 
calcular sec © se obtiene: 


A) 33 B)2J42 
D) Y5 BY 


36.- Dos edificios AB y CD tienen la misma 
altura. Una persona de ubica entre dichos edi- 
ficios de tal manera que su posición está en la 
línea recta AC que une sus bases. Dicha per- 
sona observa el extremo B con un ángulo de 
elevación de 60°, si luego de caminar rectilínea- 
mente 3 Y2 теп una dirección perpendicular 
ala recta AC observa los extremos В y D con 
ángulos de elevación de 45° y 30° respectiva- 
mente, entonces la distancia de su posición ini- 
cial al extremo C es: 


0243 


B)5 42 
E247 


37.- Una persona de 1,80 m de altura se en- 
cuentra al sur de un poste luminoso de altura 


“Н” m y a una distancia de “a” т. de tal mane- 


A)3 JT 0743 


D2Y5 


ra que la proyección de su sombra tiene una 
longitud de 7,20 m. Si camina rectilíneamente 
hacia el Oeste. de tal manera que su distancia 
hacia la parte inferior del poste es de ^v" m y la 
proyección de su sombra tiene como medida 9 
т; se pide determinar: х/у. 


A)1⁄2 B)45 С)2/3 D)1/3 E)US. 


38.- Desde 2 puntos A y B ubicados al sur u 
este de un edificio, se observa la parte supe- 
rior del mismo con ángulos de elevación de 
45? y 53? respectivamente. Hallar la distancia 
entre el punto B y el edificio, si la distancia 
entre el punto A y la parte superior del edificio 


es 60 JI m. 


A)45m B)40m C)43m 


D)50m E) 43m 


39.- Un niño de 1 m de estatura observa un 
foco de luz que se encuentra sobre un poste 
en la dirección NI8"E. con un ángulo de ele- 
vación cuya tangente es 2/3; luego se des- 
plaza 20 т en la dirección N71^E y vuelve a 
observar al poste ahora en la dirección N72*O. 
Hallar la longitud de la sombra del niño en su 
posición final. 
A)5m В)4т C)3m D)2m E)lm 

40.- Una avión cae con un ángulo de inclina- 
ción “or” debajo de la horizontal en la direc- 
ción EO. Calcular el valor de la tan a para que 
un observador vea el avión primero hacia el 
NE y luego hacia el norte con el mismo ángulo 
de elevación “Ө” 


А)(1-4/7 ).tan 0 D) (342 - 1).tan 8 


B) (42 + tano E) (242 - 1):tan 0 


C) (42. - D.tan 0 
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т тее, 


A <w т 


6.1. SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES 


Es aquel sistema formado por dos rectas numéricas una 
horizontal llamada eje de abscisas (x) y la otra vertical llama- 
da eje de ordenadas (y), que se cortan perpendicularmente, 
en un punto llamado origen de coordenadas, formando un 
plano en el que cualquier punto está plenamente ubicado 
por un conjunto llamado par ordenado. 


Par Ordenado.- Es el conjunto formado por dos números 
reales de la forma (x ; y), caracterizados por el orden de sus 
elementos: x es el primer elemento (abscisa) e y es el 
segundo elemento (ordenada) . 


En el plano se identifican cuatro cuadrantes denotados 
y ubicados según como se muestra en la figura. 


Axioma. A cada punto del plano cartesiano le 
corresponde uno y solo un par ordenado. 


6.1A Ubicación de un punto en el sistema de coordenadas 
Un punto se ubica en el plano cartesiano cuando se conoce su respectivo par ordenado. 


6.1B Distancia entre dos puntos en el plano cartesiano 


Es la longitud del segmento de recta que existe entre 
dos puntos de un plano cartesiano, y está dada por: 


"әта ц: 


(2 - п) Qa - й ЖЫ d>0 


6.1C Radio Vector (r) 


Es la distancia que hay desde el origen de coordenadas P(x; y) 
hasta un punto (x ; y) cualquiera del plano. 


= + y? o bien Pty ;r> 0 


La denominación de radio vector, se debe a que este elemento matemático tiene origen 
(0 ; 0), dirección (del origen al punto) y módulo (la distancia OP = r). 
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6.1D División de un segmento en una razón dada (r). 
Sea: AM _ Я 
еа: MB =. donde «r» es el valor de la razón 


(comparación) de las longitudes de dos segmentos 
ubicados en una misma recta. Si A y B son conocidos, 
las coordenadas del punto M vienen dadas por: 


E Y TP = «v 
Nc J1 trya M 
га 4.2: 


6.1Е Coordenadas del baricentro de un triángulo 


Conocidas las coordenadas (x, ; y;), (x» ; y>), (хз ;ys) 
de los vértices de un triángulo, se puede determinar las 
coordenadas del baricentro de dicho triángulo, a partir de: 


A Ae 
6.1F Área de una región triangular 


Conocidas las coordenadas de los vértices de un triángulo, el área dela región triangular 
limitada por ella se determina a partir del siguiente determinante: 


1 х y 

S= 1 1 x, y. 
2 

1 x, yx 


Cuyo resultado es: 


— С X; 
B(x г y) быз) 
S = 1/2[(ху.у» + хуз + X3Y1) - (x1-y3 + Xgy2 + x33] 


Nota.- Queda claro que el valor asociado a esta matriz (el determinante), es el área de la 
región triangular. Esta técnica nos permite determinar el área de una región poligonal. 


6.2. ÁNGULOS EN UN SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES EJ 


6.2A Ángulo en posición normal 


Es aquel cuyos elementos están plenamente determinados en un plano cartesiano, de 
modo que : 


i) Su vértice es el origen del sistema de coordenadas. 
H) Sulado inicial es el semi eje positivo de las abscisas. 


її) Su lado terminal nos indicará el cuadrante al cual pertenece el ángulo. 
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Y Y 
a 

x B x 
aEIC , а<0 Be IVC; B>0 


6.2B Ángulo Cuadrantal 


Es aquel ángulo en posición normal cuyo lado final se encuentra sobre un semieje. Por 
convención se ha establecido que los ángulos cuadrantales no pertenecen a ningún cuadrante. 
Por ejemplo: 


y y y y 
909 180° 270° 360° 
x x x x 
2/ y y y 
450° 
x x x x 
-18 -5409 | -90° 
En general: Z cuadrantal =90%n;VneZ 


obién Z cuadrantal = E ; V Re 2 


6.2C Ángulos Coterminales 


Sonaquellos ángulos en posición normal que tienen el mismo lado inicial y el mismo lado 
final sin considerar sus correspondientes sentidos de rotación ni su medida. 


Y 
a 
p X 
a y B son coterminales 8 y Y son coterminales 
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6.3. DEFINICIONES DE LAS R.T. DE ÁNGULOS EN POSICIÓN NORMAL [| ] 


Sea о un ángulo en posición normal tal que su lado final pasa por el punto P(x ; y). Se 
definen las razones trigonométricas de c, de la siguiente manera: 


sea ordenada _ y Е РЕА abscisa 
radio vector r ordenada 


abscisa radio vector _ 


— = sec a = 5 
radio vector abscisa 


" de dr с radio vector _ Y 
ordenada 


6.4. PROPIEDADES 


6.4A Signos de las Razones Trigonométricas 
IC: Todas las Razones Trigonométricas son (+) 
IIC: Seno y Cosecante son (+), las demás son (-) 
ШС: Tangente y Cotangente son (+), las demás son (-) 


IVC: Coseno y Secante son (+), las demás son (-) 


6.4B Valores de las R.T. de los ángulos cuadrantales 
A partir de las definiciones anteriores se pueden deducir los valores del siguiente cuadro: 


ÁNGULO CUADRANTAL 


ND = valor no definido 


6.4C Propiedades de los Ángulos Coterminales 


Sean a y В dos ángulos coterminales, entonces se cumple que: 


) а-В =п х 360°; V лє 2 Ladiferencia de dos ángulos coterminales es un número entero 
de vueltas de 360? . 


ii) КТ.(о) = R.T.(B) Si dos ángulos son coterminales sus razones trigonométricas 
serán iguales. 
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EDITORES 


PROB. 1 sne- У =3 cose= X = 2 

Dado los puntos A(-2 ; 7) y B(10; 1), si Р(х; y) es 

el punto medio del segmento AB, por donde o — -3 es 4 _4 
pasa el lado final de un ángulo en posición A mar e wi З. 
normal 0, se pide: 

a) Ubicar el punto Р(х; y) en el sistema de ѕесӨ = — = 3 csc Ө = 5 = ES = = 


coordenadas rectangulares. 


b) Calcule los valores de las 6 R.T. del ángulo ©. PROB. 2 


[RESOLUCIÓN o eoo Obtener el sen 0, a partir de la siguiente figura: 


Por la fórmula del punto medio: 


RESOLUCIÓN E222 222222422222 222 


Dado que el ángulo Ө no se encuentra en 
posición [vértice del ángulo (5 ; 0)], 
К trasladaremos su vértice v(5 ; 0) al origen de 
AC2;-7) coordenadas. La traslación del segmento VP 
se realiza en forma paralela así: 


b) A continuación calculamos la longitud del 


radio vector. r= J + у? 


224 Fu 5 


: VY DA ES š 
Del gráfico deducimos: шан eng ын ses sente 
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PROB. 3 


A partir de los datos 
mostrados en la 
figura, obtenga tan Ө. 


(-4:-3) 
RESOLUCIÓN эхххахлолХхАлААХААХАЖ 


Dado que el ángulo 8 no está en posición 
normal, lo hacemos rotar 90% en sentido 
horario, hasta que su lado inicial coincida con 
el eje de abscisas. En estas condiciones se 
obtiene el gráfico inferior: 


P(3;4 


PROB. 4 


De la figura que se muestra, calcule cot 0. 


RESOLUCIÓN ЁТСТТХҮХҮХХХҮХХХҮХҮХҮХҮТҮХҮГ 


Como el ángulo Ө no se encuentra en posición 
normal, tenemos que expresarlo en posición 
normal, haciendo rotar 180% en sentido horario 
el radio vector OP. 


(12; 5) y 


Р(-12:-5) 
Como el ángulo ya está en posición normal, 
entonces: cot e= чт Е 


Е | RATEG AS | DE RESOLUCIÓN: 


1) Para determinar el cálculo de cualquier razón trigonométrica en un sistema de 
coordenadas cartesianas debemos conocer las coordenadas de un punto del lado 
final del ángulo en posición normal. (de este modo el lado final queda definida por 


su origen y dicho punto) 


2) Es necesario tomar una escala adecuada para ubicar los puntos en el sistema 


cartesiano. 


3) Para el cálculo de las razones trigonométricas necesariamente el ángulo tiene 


que estar en posición normal. 


4) Cuando el ángulo no se encuentra en posición normal, hay tres posibilidades: 


. Rotar 90°. » Rotar 180*. 


- Trasladar el vértice del ángulo al origen del sistema de coordenadas cartesianas. 
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R.T. DE UN ÁNGULO EN P. NORMAL 


01.- Si el lado final de un ángulo en posición 
normal “Ө” pasa por el punto M(6; -1), calcu- 


lar el valor de: E = 4/37 esc Ө + cot 8 


А)40 B)-15 ©22 D)-35  E)-43 


02.- Si el lado final de un ángulo en posición 


normal cuya medida es © pasa por el punto» 


(-2; 3), calcular: 


r Уз $еса 
esca АЛЗ 
1 9 
АЫ в cat DT m 


T 
03.- Si: 9 tano; SIC EIOS: Ty << 4т; 


entonces al calcular W = csc Q + cot Q , se 
obtiene: 


А)1 B)075 С)0,50 D)0,45 E)2 


Эл 
04.- Si: > <x<2T ; у: 
-0,25=senx+,-+senx+ 225 


calcular: W= J/2 (sec x + cot x). 


A)35 B)45 С)55 D)6. E)7.5 
bs,- sit E L D y cos8<0; 
ec Эв NS" 359" — 2 
“n “términos 

Jn+1 
calcular el valor de: M = Теве sec op 
Aa BIERO 2 IHA 
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06.- Si “a” es un ángulo en posición normal 
del cuarto cuadrante, el cual verifica: 


a na 7-40 

(сеа) = (sec Q) : 
calcular: M = 7 cos Q + 3 cot Q 
A)-3 B)2 С)-1 


D)2 EO 


SITUACIONES GRÁFICAS 


07.- Las ecuaciones de las rectas mostradas 
en la figura son: 


їл: х+Зу=-7 ^ Lj 5x42y-4. 
Determinar el valor de: W = tan Q + seca 


А) 1,75 

B) 1,50 

C)225 x 
D)0,75 P 

E) 125 


08.- En la figura mostrada OA = OB, BC = CD. 
Determinar: M = 5 tan 0 - 6 cot 0, si el punto D 
es (-5 ; -4). 


ГА 


А)3 y 
A СЕ 

В)4 53° 8770 

с 4 

D)5 € 

E)2 D 


те es | 


09.- En la figura mostrada, si AB=BC=CD, 
encontrar el valor de: W = tan Ө - tan ó. 


А)1,0 
B)2,5 
С)3,0 
D)4,0 


EJES 


10.- En la figura mostrada se tiene la gráfica 
de: y = -2| х]; donde а y В son ángulos en 
posición normal. Calcula el valor de: 


W= seca- 5 senß 
y 
ON 
y Ya 
y=-2hd 
A)2 B)3 0)2 D)3 B4 


11.- En la figura mostrada “O” es el centro de 
la circunferencia y además: OA = AB = BC. 
Determinar: M=cot0 + V10 tan ó 

AJO 


B) V2 


CAMBIAR SOLUCION 


12.- De la figura mostrada, calcular “cot 0"; si: 
DESEE: 
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PROBLEMAS CONDICIONALES 


13.- El lado final de un ángulo с en posición 
normal pasa por el baricentro del triángulo 
PQR cuyos vértices son: P(-1; -5), Q (4; 3), 
R(6; -10). Calcule: W = 5(sen О.- cos О) 

А)-11  B)-9 


Q-7- 713” Es 


14.- En la figura mostrada se sabe que: BC=CD, 


о 


37 
т Z ОАВ = E las coordenadas del punto 


B son (-3; - 6). Si además: m Z AOD = a, sien- 
do & un ángulo en posición normal, calcular: 


W = tan Q +cot О 


A)17/23 
B)-85/42 
С) 15/29 


D) 12/31 


Е) -23/27 
15.- Dadas las siguientes condiciones: 
D їапа<0 

II) cos а> 0 

Ш) 25559 (0,25) =0 


Calcular: W = 5 cos ü - 4 cota 


ш no 
EDITORES 


A)! В)2 C)4 D)6  E)8 


16.- A partir de las siguientes condiciones: 
D tan020 i 

II) sen0 «0 

Ш) |cos 0| > 2/3 


Calcular *sen 0" cuando cos 0 sea máximo. 


EL EE Су! ER: E)-1 


17.- De acuerdo con las siguientes condiciones: 
D [sen 6| = sen 0 

П) [cos 0| = - cos 8 

HD [tan0|= 1,3 

Determinar el valor de: M = csc 9 + cot 9 
A)U/2 B)1 O2 D)-I2  E)1/3 
18.- Sabiendo que: 

D |cos B| = - cos В 

II) |cot 8| = cot B 

III) [sec B| = 2 

Calcular: W = sen B. tan p. 

А)-20 В)-15 0)-10 D)20  E)2,5 
19.- Si se verifica que: 

D esc ar) = - esc @ 

ID |sec o] = sec a 

III) |с5с at - cot o] = k 


Calcular: sec ©. (œ es positivo y menor que 
una vuelta) 


1 - tan? 


Sugerencias: cos Q = 


a 
tan = = csc Q - cot С 


2 
1+k? ТЕЕ к2 
Aes A Ong 
1-4? П 
D) I+k2 ij ge 


SIGNOS DE LAS R.T. 

20.- Si ф у Ө representan la medida de dos 
ángulos en posición normal positivos y me- 
nores que una vuelta, cuyos lados finales se 
ubican en diferentes cuadrantes, tal que: 


1) m72«0«6 
П) sen Ө - Jcos $=sen 0 >0 
Determinar el signo de W, si: 
W = tan Ө + cot $. 
A) Es siempre positivo. 
B) Es siempre negativo. 
C) Noes posible determinar el signo. 
D) Falta mayor información. 
E) W es nulo. 


21.- Sia e (0; п); Өє (л; 2л), determine el 


a? 
2 


D)(+) 


2 
signo de: м=ш| ETA 


A)C) E)N.A 
22.- A partir de las siguientes condiciones: 
D 8e (0°; 360°) 

I) [sen 6] = - sen Ө 

Ш) csc8.cos8 >0 


Determine el signo de M, si: 


B)O C)+ 


Razones Trigonométricas de Ángulos en el Plano Cartesiano T6 


M = sen š . cot š - sec [9 +45°) 


BO Ot DO E)N.A 
23.- Si “Ө” es un ángulo positivo y menor a 
una vuelta ta] que: sen 0 « 0 y cot 0 « 0; deter- 


mine el signo de: 


a) sen 0/2 b) tan 20/3 c) sec 0/4 
А)+;+;+ В)-; +; + С) +;-; + 
D) +; +;- Е)-;+;- 


24.- Si los puntos Р y Q son simétricos геѕ- 
pecto al eje Y exprese: H = |cot 6] + |cot o], en 
términos de a y b. 


A) a + blb 
B) b/a 

C) alb 

D) 5/2а 
E) 2a/b 


25.- Si: V- sec «0« У senü ; determinar el 


signo de: M = tan 0 + cot Ө. cos Ө. (Ө: es no 
cuadrantal) 


P(a ; b) 


A) (+) BO Os DO E)N.A 


R.T. DE ÁNGULOS CUADRANTALES 


26.- Siendo а, B, Ө ángulos cuadrantales dis- 
tintos, mayores o iguales que 0? pero menores 
o iguales que 270? y además cumplen: 


cos В = seno — sena 


Calcular: W = cos(o + B + Ө) 


А)2 B)! O0 DI -BZ 
27.- Si la expresión: М = /0-2 + 44-0 es 


real, calcular: R = sen 0 + tan Ө + cos Ө; cuando 
“Ө” es un ángulo cuadrantal. 
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A)-1 B)O С)1 0)2 E-2 
28.- Siendo “о” y “Ө” ángulos cuadrantales 
positivos y menores de una vuelta que verifi- 


can: sen Q = tan Ө + 1; calcular el valor de: 


M= 5ёП20.- 56030. 
— tan(0/4) 
А)2 B)-1 0()142 рш E32 


29.- Siendo о, В y Ө ángulos cuadrantales; 
calcular: M = A + B + C, donde: (a, D y 0 € [0 
;2m) 


AS tano +senf + cos0 , B= Jcot B — cosa: 


C= ycosa + cosh +5епӨ 


А)1  B)-1 O2 D)-2  E)3 


R.T. DE ÁNGULOS COTERMINALES 


30.- En la figura se cumple que: sen & = - 15/17. 
Determinar: М = tan O, + tan + tan (o. - Ө) 


A) 15/4 y 

B)7/2 

C) 5/4 = 
D)3⁄4 9 

E)2 


31.- Determinar el menor de 2 ángulos coter- 
minales, si la suma de ellos es 1320? y el mayor 
está comprendido entre 900? y 1 200°. 


А)240° B)260? C)300 D)320 E)340* 


32.- Sean a y В dos ángulos coterminales tal 
que: & > В. Si además el doble del menor es a 
la suma de ellos como 13 es a 23, calcule la 
medida del mayor si está comprendida entre 
1 100? y 1 300°. 


TRASK 
RDITORES 


j; "A 


A) 1288" B) 1 198? C) 1 188° 


D) 1 298° E) 1 260? 


33.- Si la medida de dos ángulos coterminales 
positivos son proporcionales a los números 2 
y 7, y además la diferencia de sus medidas 
está comprendida entre 1 200? y 1 500°; calcu- 
lar la medida del menor. 


A) 634° B) 603° С) 576 

D) 428° Е) 415° 

34.- Si la medida de dos ángulos coterminales 
negativos son proporcionales a los números 7 
y 5; y además la diferencia de sus medidas 


está comprendida entre 540° y 900°, determi- 
nar la medida del mayor. 


A)-1800° В)-1 700” С) -1 600° 


D)-1 500° Е)-1 400 


MISCELÁNEA 


35.- Si tan @ = 1,5 , siendo B un ángulo del 3% 
cuadrante, el valor de la expresión: 


M= EJ (sec B - csc D) ,es: 


1 1 1 
A) -g B) [v C) 56 
5 1 
D)-g E) 16 


36.- Si & es un ángulo ubicado en el primer 
cuadrante y sen Q = 0,25. ¿Cuál es el valor de 
csc A+ cot Q? 


as 82 oR DË BI 


37.- Si a es un ángulo del tercer cuadrante, tal 


que: АЙЖ сої? а = 8, calcular (8 sec o)? 


Razones Trigonométricas de Ángulos en el Plano Cartesiano 


3 3 
A) 82 1/63 в) Š o 
83 E 
D)- E)- 
) 3463 ) 63463 
38.- Calcular: 
а?зеп ® + 2abcos0 - b^ sen 27 


5 (a-b)? cos720? + 4ab 


AJO B)05 C)025 D)1 E) 125 
39.- Si: 


siendo: 31/2 <а « 2T. 


El valor de cot © - cos Q es: 


ds ву-4У7 С) -27 37 
D)-35 E) 47 


40.- Del gráfico mostrado, calcular: 


5 
2 а + cos? Ө" 


"sen 


AJO BJ C)3⁄4 Di2 Б)2 


т6 es | 


lero$ Reales) 


gea ERO ure br SN 


El estudio de las R.T. de nümeros reales se efectüa a partir de las características que 
posee la circunferencia unitaria, más conocida como circunferencia trigonométrica (C.T.) 


7.1. CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA (C.T.) BN 


Es una circunferencia que posee las siguientes características: 
1) Su centro es el origen del sistema de coordenadas. 


ii) Su radio es igual a la unidad* (r = 1) 


Enconsecuenciasuecuaciónserá: х2 + y =1 ст. 


* En general las circunferencias cuyo radio posee una longitud determinada, pueden convertirse 
en circunferencias trigonométricas si dicha longitud se constituye en un equivalente unitario. 
Por ejemplo una circunferencia de 3,5 m de radio se convierte en una circunferencia 
trigonométrica si hacemos: 3,5 т = 1 u, donde u es una nueva unidad de longitud. 


7.2. ELEMENTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA BN 


Toda circunferencia trigonométrica tiene los siguientes elementos: 
A(1;0): origen de Arcos 
A'(-1 ; 0): origen de Suplementos 
B(0;1): origen de Complementos 


P(x;y) extremo del Arco a 


x=]: eje de Tangentes 
у=1: eje de Cotangentes 
7.3. LOS NÚMEROS REALES SOBRE LA C.T. MN 


En matemática es importante desarrollar la habilidad de aproximar. Empecemos esta 
tarea haciendo las siguientes aproximaciones: л = 3,14, entonces: 27 = 6,28 ; 1/2 = 1,57 ; 31/2 
= 4,71. A continuación nos proponemos elaborar un gráfico en el que estos números 
aproximados sean ubicados sobre la circunferencia trigonométrica: 


BDITORES 
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31/2 


Si asumimos válidas nuestras aproximaciones, observamos 
que ambos gráficos son equivalentes . En forma análoga se 
pueden ubicar los nümeros reales negativos sobre la C.T. 


Si ahora tomamos como referencia los números reales: 0; 
1,57; 3,14; 4,71 ; 6,28 , entonces se puede predecir la ubicación 
aproximada de los nümeros enteros 1; 2; 3; 4; etc. Es necesario 
reconocer que cualquier nümero real ubicado sobre la C.T., define 
sobre ésta un arco en radianes. 


7.4. REPRESENTACIÓN DE LAS R.T. CON SEGMENTOS DIRIGIDOS EN LA C.T. LL] 
7.4A Seno 


El seno de cualquier nümero real (o arco) en la C.T. está representado por la ordenada 


` del extremo del arco. 
S: aeR > 


mínimo máximo 


7. AB Coseno 


El coseno de cualquier número real (arco) en la C.T. está representado por la abscisa del 


extremo del arco. 
Si aeR = |-| <соѕа<1 


mínimo máximo 


Circunferencia Trigonométrica "v : | 


7.4C Tangente 


La tangente de cualquier número real (arco) en la C.T. está representada por la ordenada 
del punto de intersección del eje de tangentes con la prolongación del radio que pasa por el 
extremo del arco. 


ає В - (2л + 1) 1/2; VneZ 
= tange R 


La tangente no tiene máximo ni mínimo 


7.4D Cotangente 

La cotangente de un número real (arco) en la C.T. está representado por la abscisa del 
punto de intersección del eje de cotangentes con la prolongación del radio que pasa por el 
extremo del arco. 


сє Е - (лл) ; V ne Z 
= cot a € R 


La cotangente no tiene máximo ni mínimo. 


7.4E Secante 


La secante de un nümero real (arco) está representada por la abscisa del punto de 
intersección del eje x con la tangente geométrica trazada por el extremo del arco. 


ає В - (2п + 1)1/2;VneZ 


= secas-1 v ѕеса 2 1 
E Á 


seca | | seca 


-о . -i 1 co 
Máximo Mínimo 
Relativo Relativo 


7.4F Cosecante 


La cosecante de un número real (arco) está representada por la ordenada del punto de 
intersección del eje y con la recta tangente trazada por el extremo del arco. 
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aeR-(nz) ; V ne Z 


1 T 
= сѕса<-1 y свса> 1 


7.5. RELACIONES AUXILIARES (seno verso, coseno verso у exsecante) MN 
7.5A) Seno verso o verso 


Matemáticamente el verso de un número real (arco) se define así: 


versa = 1 - cos a. 


En la circunferencia trigonométrica está representado mediante el segmento dirigido 
desde el pie del seno hasta el origen de arcos. 


AER = 0 < versa < 2 


7.5B) Coseno Verso o Coverso 
Matemáticamente el coverso de un número real (arco) se define así: 
$ 


-cova = 1 - sen с 


En la circunferencia trigonométrica está representado como el segmento dirigido desde 
el pie del coseno hasta el origen de complementos. 


vaeR = O0sScovas2 


7.5С Exsecante o External 


Matemáticamente la exsecante de un nümero real (arco) se define así: 


exsec а = sec Q - 1 


Circunferencia Trigonométrica T7 


En la circunferencia trigonométrica está representada como el segmento dirigido desde 
el origen de arcos hasta el extremo de la secante. 


ає В - (2л + 1) 1/2 ; V ne Z 


= ехѕесо < -2 у exsec a. > 0 


A ч. 
máximo relativo mínimo relativo 


PROB. 1 ИЖ" 


Dela circunferencia trigonométrica mostrada, 1+|c0s 6] 
se pide expresar en términos de 6: 


a) La longitud del segmento OM. 


b) El área de la región triangular AOP. 


Donde: |sen0| = sen8 ; [cos0| = - cose 


1 EMO 
RESOLUCIÓN EIA он 1-cos Ө 


Aplicando las definiciones de seno y coseno — р) Área = (base) (altura) 
en la C.T., tendremos: Ё 


(D (] $8еп Ө|) 
a) En el gráfico se puede reconocer que: 2- Oen ot 2 ! 
A" om A 
BRON ЫШ [зепӨ|  14|со80| з ga i sen Ө 
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PROB. 2 


En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
descubra una relación para el área de la región 
sombreada en términos de ф. 


x2+y2=1 


[RESOLUCIÓN FEAR 


Resolveremos recurriendo a la identificación 
de las coordenada de cada vértice del 
triángulo. Empezaremos reconociendo que 
dos de los vértices están ubicados en los 
propios ejes coordenados: A y B’. 


y 


(cos ф ; sen $) 


B'(0; -1) 


En vista que no son fácilmente identificables 
una base y su altura correspondiente, el cálculo 
del área se hará aplicando el método de las 
coordenadas, cuyo algoritmo es como sigue: 


-1 0 

_ 1 |608ф senó 
5 = 5. о >< 
-1 >< (у 


-[Gsen ф- cos $ + 0) - (1 +0 + 0)] 


20! 
5= 9 


s--la + sen ф + cos ф) | 


Circunferencia Trigonométrica 


PROB. 3 


Ordenar en forma descendente los siguientes 
nümeros reales: 


sen 6; sen 2; cos(3,5) ; tan(1) 


RESOLUCIÓN EFFES 


Aprovechando la habilidad de las apro- 
ximaciones, lo que haremos es ubicar los 
números reales: 6: 2: (3,5) y (1) sobre la 
circunferencia trigonométrica. Es recién a 
partir de dichas ubicaciones que trazamos los 
segmentos dirigidos que corresponden a 
cada R.T. de la lista dada. 


Veamos: 


En atención a la longitud y signo de cada 
segmento, se puede establecer las siguientes 
relaciones de orden: 


tan 1,5 > sen 2 > sen 6 > cos 3,5 
Y ordenando en forma ascendente será: 


cos(3,5) ; sen 6 ; sen 2; tan (1,5) 
PROB. 4 


Si cos 0 € ( ; 1) , determine el intervalo 


de valores que puede asumir el sen 0. 


r ЕЗ 


COE enn nk 


Ubicamos los arcos cuyo coseno es -1/2, de 
este modo reconocemos que existen hasta 
cuatro posibles valores para 0. Recordando 
que el radio de la C.T. es uno, los valores de 
los segmentos dirigidos que representan a los 
senos de dichos arcos se deducen por 
aplicación del teorema de Pitágoras. 


De este análisis se puede establecer que: 


43 ., 43 


E < <- — — < < 
l <sene 7 U 2 sen0<1 


DE RESOLUCIÓN: 


1) Graficar la línea trigonométrica correspondiente respetando su ubicación en el cuadrante 
asignado así mismo su magnitud angular debe obedecer a la información dada. 


2) Para calcular longitudes y áreas en la circunferencia trigonométrica se debe 
considerar las medidas de sus magnitudes como segmentos positivos, en cuyo caso 
se recomienda trabajar con sus valores absolutos. 


3) Un método para el cálculo de una región sombreado limitada por un polígono 


de «n» lados es el «método de las coordenadas» que corresponde al siguiente 
esquema: 


Área sombreada = it M-N) 
(x;;y;) 
х. 
>) (x m sou dari 
15) 5 
(+) х3 аа 


| X43 X3y4 
(ху;у;) ERES 


(x44) 


(+) 
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LÍNEA TRIGONOMÉTRICA SENO 


01.- Si O c ШС, determinar la variación de: 
_ 5-35еп0 
v 4 
А)0:2) B) (3:2) ©)4;3 D)(9;) БуС1:2) 


02.- Si: 30° < Ө < 150°. calcular la variación 
de: M=2sen0+3 


А) [1; 3] В) [1,2] С) (0; 2] D) [2:5] E) [4; 5] 
х-2 x+l 
==4+ 

3 4 
de 0 є IVC, determinar el intervalo de valores 
que puede asumir “x”. 


03.- Sabiendo que: sen Ө = ; don- 


Av (1:3) mei O0) DOJ D43 


04.- Teniendo en cuenta que: x € | 2.0) 
se pide calcular el valor mínimo de: 

W = 1 +sen|2x] 
A)1 B)2 COO D3 B- 


05.- Sabiendo que: :М-4 ѕеп2х -1; se pide 
calcular la suma del máximo y mínimo valor 


que puede tomar M, si: x € (2 3 | 


6" 4 
A)-1 ВО C) D)3 Е)-2/5 
06.- Si: x € Gr y además se verifica que: 


Circunferencia Trigonométrica 


2 E uid 
-1<cosx<- 73 ; entonces la variación de 
W = sen (4-2 es: 


А)11:41 
D)[1:3] 


В)!1:2| 
E) CUTI 


07.- Determinar la variación de: 


W=- sen x- J1-2senxcosx -cosx 
si: x€ (m; 51/4) 


A) (0: 43) 
D)(0;3 42) 


С)10; 1] 


B)(0; 42) 
E) (0; 42/2) 


C)(0;3) 


п п 
: 08.- Sabiendo que: Ө € E 25 z) , determinar 


el rango de valores que toma “М”. si: 


M = sen (2 tan 0 + 1) 


A)[sen1;2] B)[-sen1,0] О) [-ѕеп 1; 1] 


D)[sen!;3] E)[sen2; 421 


09.- Dadas las siguientes condiciones: 


66 э» 


Determinar el máximo valor de “a”. 
A) 42 B) 43 С)-43 
D) 43/2 E) 43 + 42 


LÍNEA TRIGONOMÉTRICA COSENO 
10.- Calcular el intervalo de valores para M: 
M= 1 + cos x + cos x 


A) [1/4; 2] В) [-3/4; 0] С) [-3/4; 2] 


D) [3/5; 2] E) [3/4; 3] 


11.- Determine el valor de “a + b” si se verifica 
la siguiente desigualdad: 


а < 700580-3 2, 


2 


A-N JI 25. 253 DS 


12.- Identifica los valores de verdad o false- 
dad de las siguientes proposiciones: 


L cos1»cos3 
П. [cos 4| > cos 5 
Ш. cos 2 < cos 3 
A) VVF B)FVF C)VFF 

D VVV E)FFV 

13.- Determinar el intervalo de variación de W: 


3—2cos0 
Г 5 
si se sabe que: Ө є IVC. 


LEN I3 
D)(2;-c E) (=; = 
(i 5) ) 5 | 
14.- Teniendo en cuenta que: 0 € I C, se pide 
determinar el intervalo de variación de W, si: 


cos0 + 3 
со$Ө +1 


A) (0:1) B) (-2:0) C) ( 1,2) D) (3; 4) E) (2; 3) 
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15.- Sabiendo que x es un arco cuyos valores 


5 
está definidos así: x € = ‚ 56 pide 


determinar el intervalo de variación de W: 
л 
м=р соо ds]- E) 


А)[1;2] В) [/2;2] O)[-1;2] 


D)-42;1 E)[ 2 4] 


16.- Determine algún mínimo valor de la expre- 
sión: 


W = cos( ѕеп20 + 2 sen 0) 
B)2cos(-3) С) -соѕ3 + 2/3 
Е) соѕ 3 + 1/3 


А) соѕ 3 - 1 
D) cos 3 


17.- Determine algún intervalo de variación de 
la expresión: 


Ч cosa + 3 

"^ 2cosa-1 
A)[B;-9) | B)[7;*9)  C)(oo;-1] 
D)[1;3) E)[4;+eo) 


LIN.TRIG.: TAN- COT- SEC - CSC 


18.- Si: Ө € [0; z/4], calcular la variación de 


&6 2) 


m en: 


4m-3 
sec Ө- 2 
5.242-3 1.42 1.42 
Ег 1.43 
D) Ë > E) 33 
19.- Determine la variación de “`n”, si se sabe 
amm m =. 
que: 0€ D y csc = 


Aca 
EDITORES 


A) [0;2] »|i 2] 


D) СЯ E 3:43] 


20.- Si [2 - УЗ tan x| < 1, entonces todos los 


valores de “х” en ( 0; л) que verifican la desi- 
gualdad se encuentran comprendidas en: 


f 
MEE] B|-2:2| ol 2mm 


n [2:3] 


21.- Si sec x = +! : 


E) [0;6] 


entonces todos los 


valores de “т” que no verifican la igualdad se 
encuentran comprendidos en: 


А)(-2;4) В)(-3;1)  C)(-23) 
р)(-2;1) Б)(-1;1) 


22.- Calcular el intervalo de “х” para que se 
verifique la kN. 


sec Ө = 344. , donde: 0 € IIC. 
x+2 


23.- Si: x€ Gron), entonces la variación de 


W=1-2 se es: 
А)(1;3) В) СЗ DW OZ 
D)(-1;0) В) (572) 
24.- Si: 6 € ПС Er d 
10€ o EX ° eterminar 


la variación de: “ csc? 0”. 
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9 3 2 (34) 
a (2 10) B) ( 5:5 Ovas 
3.7 9. 
P Ú ; 2) D (2:4) 
25.- Encontrar todos los valores de “x” que 
no verifican la igualdad. 
gf 3x+2 
E 
А) (0; 1) В) (0; 3) С) C2: 0) 
р) (1; 1) E) (-1; 0) 


26.- Si а y В son las medidas de dos ángulos 
independientes, entonces se pide calcular la 
suma del máximo y mínimo valor de la siguien- 
te expresión: 

W —5 vers(a) - 4 cov(B) 
А)2 B)2 Оз D)3 E) 


27.- A partir de la siguientes condiciones: 


i) exsec x= ‚/-соуу 

li) 7<y<9 

1) 5<х<7, 

se pide calcular el valor de: У = x+2y. 
Ay3n В)5л С)4л DM EMm 


ÁREAS EN LA C. T. 


28.- En la circ circunferencia trigonométrica mos- 
trada, тАВР = a, PQ 1 А'А. Calcular el 
área de la región sombreada BPA” Q. 


A) cosa 

В) sen a 

С) sena. 

D) sena. cosa. 


E) 2сов 0. 


29.- En la C.T. mostrada, se pide calcular el 


área de la región sombreada, 51: m АВР --0. 


A) 2со50 8 2 
P, 
B) -3соѕ0/2 
C) 2sen0/3 n x 
D) 3sen0.cos0/2 
E) ( sen Ecos 9) 


30.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada determinar el área de la región 
sombreada, sim ABP = 0. 


A)-(sen2 Ө) 
B) (sen Ө. cos Ө) 
С) -(sen Ө. cos Ө) 
р) -(cos" 0) 
E) (sen? 0.cos 0) 


31.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
DAC - 

trada se cumple: т АВР = Ө. Determinar el 

área de la región sombreada. 


A) 3 соѕ0 (1 + 5610) 


B) ѕепӨ (1 + cos0) 
C) со80 (1 + ѕепӨ) 


D) 3 ѕепӨ (1 + cos0) 


E) 1 cos8 (1 -sen0) 


32.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada se cumple mAP = Ө. Determinar el área 
de la región sombreada. 

sen04-cos8 sen 0-4 cos Ө sen 
A) а. "i 3.9 2 
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) sen0—cos0 E) “эжий 


33.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada se cumple mA BAP = 0. Calcular el área 
de la región sombreada. 


A) -sen 8 cos 0 

B) sen 8 cos 0 

С) 2зеп Ө созӨ А 
D) sen? Ө 

E) 3cos2 0 


34.- Еп la circunferencia trigonométrica se sabe 
que: mÁ P = 0, PQ 1 RS, AQ L A'A.De- 
terminar el área de la región sombreada. Suge- 
rencia: sen? Ө + cos” Ө = 1 


ду 


csc0 B) -3 sec? Ө 


м 


С) -3 ёс ӨссӨ D) 8 sec? Ө сѕсӨ 


Е) 2sec? Ө сѕсӨ 


a Loc 
EDITORES 


35.- En la circunferencia triponométrica se cum- 
ple тАВР -0, calcular la variación del área 


B)[2:4] 


36.- En la circunferencia trigonométrica se sabe 
que: тАР Би 5 (078 L BB; AT L АА. 
Evaluar el área de la región triangular ORQ. 


А)2/7 
B) 1/3 
C)2/5 
D)3/4 
E) 1/4 


37.- En la circunferencia trigonométrica mos- 


trada, mAP =o, AR L A'A . Calcule el área 
de la región sombreada RTO. 


sena 


2 cos 0-1 


1 seno. 
B 2 sena-l 


sen O. 


С) sen 0-1 


E) 2 sena 
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38.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada se cumple que: m A BP = 0. Calcular el 
área de la región sombreada si se sabe que 
“P” es un punto de tangencia. 


А) (tan Ө - соѕ0) 
B) (cot 0 + sen8) 


C) i (cot Ө - cos0) 


D) 3 (tan Ө -со50) 


E) (tan Ө + sen8) 


39.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada, тАВМ =o, PM L MR;PB L BR. 
Evaluar el área de la región triangular POR: 


A) - 5 cos а. сѕс20 


B) cosa. esca 


C) sen a. tan Q 


D)- 5 tan о. сѕс20 


Е) со о. seca. 


40.- Еп la circunferencia trigonométrica mos- 
trada, mA P =0,PQ L АА”; A/R - RB.Sielárea 
de la región triangular КОВ” es de la forma S = 
M + N cos Ө + T sen Ө, entonces el valor de M 
+N+Tes: 


A)2/7 
B) 1/4 


Су3/7 
D) 5/4 
E) 3/8 


41.- En la circunferencia trigonométrica mostra- 
da se tiene: mÁ P =a, PQ L OA ;SM L OU, 
SU 1 OU ,m Z POT =90°. Calcular el área de 
la región triangular QSU. 


E) 
A) 2 seno. 
mi seca 
C)- д e 
D) - Lecot o 


E) 3сов a 


MISCELÁNEA 


42.- Analice la verdad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones: 


I. cos 25° < sen 25° 

IL. csc 40° < sec 40° 

Ш. tan 27° > cot 27° 

А)ЕУУ B)VVF СуУУУУ D)FFF БРУЕ 


43.- Identifique la veracidad o falsedad de las 
siguientes proposiciones: 


1. sen 3 > sen 4 

П. sen 4 > sen 5 

Ш. sen 3 > sen б 

A)VVV B)VVF C)VFV D)FVV E)FFV 


44.- Indique verdadero (V) o falso (F) según 
como corresponda: 


I. [cos 2| > [cos 3| 

IL sen 290° + cos 290° > 0 

Ш. [sen 1| < [sen 3| 

A)VFF  B)FFV OFFF D)FVF  E)EVV 
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45.- Siendo: T<x, < x, < 37/2, señalar la ver- 
dad (V) ó falsedad (F) de las siguientes propo- 
siciones: 


L secx,«secx, 

H. cscx, > csc x, 

Ш. [sec x| > [sec x] 

А)УУУ B)EVF C)FFV DJ)FFF E)VFF 
46.- En una circunferencia trigonométrica se 


л 
verifica que: YX €x «m. 
Indicar la verdad (V) ó falsedad (F) de las si- 


guientes proposiciones: 
L tanx >tanx, 
[cos x| < [cos x;| 
Ш. cotx; < cot x, 
A)FFF B)FFV C)FVF D)VFF ЕРУУ 


47.- Dela figura mostrada calcular : 


M= m. „siendo: m Á BP` = 0. 
A)1 
B)3 
Су2 
D)4 
Е)5 


48.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
PA om А 

trada se cumple, т АР = Ө. Determinar Іа lon- 

gitud del segmento BQ. 


Sugerencia: sen(-0) = -sen 0; cos(-0) = cos 0 


соб) 


A) 2 sen Ө 2210 


B)2cos0 C) (teme 


1--5600 1—sen Ө 
D ===, 
1 со50 J zl A 


49.- En la circunferencia trigonométrica 
mostrada se sabe que: mAP = «, además se 
verifica que: OQ = QA. Se pide calcular: 


W = sec Q - tan Q. 
A)6 
B)5 
С)4 
D)3 


E)2 


50.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada, calcular el valor de OM si: må BP -0 


со50 cos Ө .2cos0. 
А) 1-сов0 B) 1-sen Ө С) 1+sen8 
2cos0 sen Ө 


D) I—3sen 8 E) 1-со50 


Circunferencia Trigonométrica 


51.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada se pide calcular 42. РМ, si: m ABP = 0. 


MAJB 
Р 


A) 1 + ѕепӨ + соѕ Ө 
В) 1 - sen 8 + cos Ө 
С) 1 + sen Ө - cos Ө 
D) 1 - sen 8 - cos Ө 
E) 1 - 2 sen 0 + cos Ө 


52.- En la circunferencia trigonométrica mos- 
trada se cumple que: mA BP = Ө. Calcular las 


coordenadas del punto “M”. 


A) (-cos 0 ; -cos Ө) 
B) (-sen 0 ; sen Ө) 
C) (-sen 0 ; -cos 0) 
D) (sen 0 ; -cos Ө) 
E) (sen 8 ; cos 0) 


E =] 


8.1. DEFINICIÓN MN 


Son igualdades entre expresiones trigonométricas, las cuales se verifican para todo valor 
admisible de la variable angular. Las Identidades Trigonométricas fundamentales se agrupan 
en identidades pitagóricas, por cocientes, recíprocas y auxiliares. En términos operativos, las 
identidades expresan igualdades entre razones trigonométricas que permiten reducir 
expresiones trigonométricas. Las identidades trigonométricas son múltiples, y se utilizan 
adecuadamente según el tipo de situación problémica que se enfrente. 


Aquí presentamos un resumen de las identidades trigonométricas fundamentales: 
i) Identidades Pitagóricas ii)Identidades por cociente 


iii) Identidades Recíprocas iv) Identidades Auxiliares 


sen?a + costa =1 = tana + cota = sec a csc а 


sec? a + сѕс2а = secta csc?a 


secta - tan?a =1 


senta + costa = 1-2 ѕеп2а costa 


senfa + costa = 1-3 senta costa 


сѕс2а - cota = 
(1 + sen a + cos a)? = 2(1 + sen a)(1 + cos a) 
Nota.- 
Si: asenx+bcosx=c л а? +b = с? 
ç 
Entonces: sen x = € . cosx= б. tan x = 2 4 
ç EN c b 
b 


T8 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


EDITORES 


PROB. 1 


Demostrar que: 


2 
(senx-4 cosx)" -1 
cotx -senxcosx 


= 2 tan? x 


RESOLUCIÓN PPP 


Transformamos el primer miembro para 
obtener el segundo miembro: 


2 
sen? x & cos? x4 2senxcosx –1 2 
cosx 
senx 


—Senxcosx 


1+2senxcosx-1 


COS X —sen2 X COSX 
sen x 


2senxcosx.senx _ 
cos x(1- sen? x) 
2sen? x 
COS X 


= 2tan?x 


PROB. 2 


SeC x + CSC X 


Reducirla expresión: k = Letan 


RESOLUCIÓN EZ 2292222222222 222 2. 


Expresando en senos y cosenos: 


1. (senx + cos x) 
p= €0sx.. senx = —cCosxsenx 
senx (cosx+senx) 
cosx cosx 


Identidades Trigonométricas 


Luego de simplificar y reducir, tendremos: 


PE со8Хоо, = 1 
COS Xx sen x senx 


PROB. 3 


Si se cumple que: 


1+ѕепх — 
Jena =A|cotx+escx+1], 


calcula el valor de A. 


RESOLUCIÓN EPP TT 221 2 12 21251. 


Multiplicando dentro del radicando al 
numerador y denominador por (1 + cos x), 
se tiene: 


(1+ зеп х)(1+ cosx) _ 
(I-cosxMl+cosx) | A|cotx + csc x + 1] 


(Ir sep Jr osx) = A|cotx + сѕсх + 1| 
(1—cos2 x) 
OEE a coca 1] 
2.sen? x 
2 
(вх ҮСЭЭ = А|соїх + csc x + 1| 
2sen x 


IX +COSX 


«le a ena | =A|cotx + cscx + 1| 


т ES 


-L.L-L. cosx , senx =A|cotr+esex + 1| 
49 '|senx senx senx 


-L |escx + cotx + 1| =À |cscx + cotx + 1| 


42 
“= = У2 
J2 2 
PROB. 4 


Sabiendo que se cumple la siguiente 
condición: 


47 cos0 4 1 = tan? Ө, 


obtenga el valor de: 


E tan? Ө - tan” 0 - tan? 0 


RESOLUCIÓN EEEEZ22211111211171)| 


Del dato despejamos: 


47 cos 0 = tan?0- 1 
Elevando al cuadrado: 


7 cos? Ө = tan* Ө - 2 tan? + 1 


1 
7 = 
cos? 8 


> 7 = sec? Ө (tan 0 -2 tan? Ө + 1) 


(tani 0 -2tan2 0 + 1) 


7= (1+ tan? 9)tan' e -2 tan? Ө + 1) 


Efectuando y ordenando como sigue, 
tendremos: 


7 =tan'0 —2 tan20 + 1 + tano - 2 tanto + tano 
Finalmente: 
tan? Ө іал“ Ө-їап^Ө =6 


k ` 
k-6 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Para efectuar una demostración, se parte del miembro más complicado para 


llegar al segundo miembro. 


2) En muchos problemas es recomendable expresar en función de senos y cosenos, 
pero no significa que siempre se realice dichos cambios. 


3) Es conveniente realizar artificios, de tal manera que se obtengan identidades 


conocidas, para beneficio propio del problema. 


4) En el caso de problemas condicionales se sugiere trabajar tanto en la parte 
condicional (dato) como en la parte problémica (incógnita) 
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[oS A 2 l 


DEMOSTRACIONES 


01.- Demostrar que: 


I1+senx+cos2x 


=2 - sen x 
l+senx 


02.- Demostrar que: 


(senx —cosx + 1)(ѕепх + cosx - 1) 
1—cosx 


= 2 cos x 
03.- Demostrar que: 

(1- sen x+ cos xy — 2(1- sen x)(1 + cos x) 
04.- Demostrar que: 
cot^x . csc2x - cot^x. csc2x + csc?x - 1 = cot°x 


senx l=cosx 
05.- Demostrar: ——— = ——əƏ— 
1 + соѕх senx 

| 2 2 2 2 
06.- Demostrar: tan x- sen x = tan x .sen^x 
07.- Demostrar que: 
2 а 4 

sen*x + cos*x =1- Asen^x .COS x4 2sen xcos x 


08.- Demostrar que: 


1 


Uma? Гар (1 + sena) - 2 tana = 


2 
= cos a 


09.- Demostrar que: 


]—senx 1+ѕепх 


=4 sec?x-2 


+ 
1+ѕепх l—senx 


Identidades Trigonométricas 


10.- Demostrar que: 
2 2 2 2 
cot x.(1+cos x)+tan x.(1*sen x) = 


2 2 
=2sec x.csc“ x-5 


SIMPLIFICACIONES 
11.- Simplificar: 
[ secx.cscx —tanx | | Secx.CSCx — cotx J 
м= E A шш чын 
cscx secx 
A)1 В)ѕес2хС) сѕс2х D)-1  E)O 
12.- Reducir: 


tanx+secx ү? cotx + cscx Y? 
senx 4l cosx+ 1 


A) ‹ап2х B)coà?x C)cos2x D)2 E)l 


13.- Simplificar: 


Sec2x+2tanx csc?x—2cotx 
tanx+1 cotx —1 
A) sen x.cos x B)senx C) cos^x 


D) tan x.csc x E) sec x.csc x 


14.- Identificar la expresión mas reducida para: 


cosx + senx.tanx 


senx.secx 
A) tan x.csc^x B)secx C)csc x 
D) sen x.cot?x E) cot x 


Ts a7 | 


15.- Simplificar: 


(1— соѕх).сѕсх _ l-cosx 


M= cosx tanx 
tanx—senx 
ST B) С)1 D- BJO 


16.- Reducir: 

M = sec x(csc x - 1) + cos x(sec2x - CSC x) 
A) cot x B) tan2x C) cot x. sec x 
D) sen x. sec3x E)tanx 


17.- Simplificar la expresión: 


sec2x+cos2x—2  sec?x+cos?x+1 
secx + cosx — 2 secx + cosx +1 
A)2 B)1 С)4 D) 1/3 E)3 


18.- Simplificar la expresión: 
cotóx + 3csc?x.cot?x +1 
С tan?x4 3sec^x.tar?x + 1 
A) tan*x B) sen x. сох C) sec x. cot x 
D) sec?x E) соёх 
19.- Simplificar la expresión: 


W = ѕесбх - 3tan2x.sec2x - tan х + 2 tan x.(sec 
x- tan x).(csc x + 1) 


A)2 B)4 C)5 D)-1 E)3 
-20.- Simplificar: 


tan^x + ѕеп“х = гал х.5еп х 
(tanx + senx)(tanx —senx) 


BO С)З 


A)1 D)4 E)2 


21.- Simplificar: 


vers(x).[3— exsec х]+ 2+ ехѕес x 
3—2cosx 


A)1 B)O C)-1 D)2 Е)2 
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22.- Reducir: 


1 1 
M= 3 (senŠx + соѕбх) їл (cos^x - sen?x)? 


a)? ву? C) < Di DE 
6 8 4 12 
23.- Reducir: 
_ 1+tanx+secx 1—sen?x 
1+cotx+cscx — cosx-senx.cosx 
A) tan x B) csc x C) веп?х 
D) cos2x E)secx 
24.- Reducir: 
TA хавь Versx n соух 
1+ѕепх cos“x COS x 
A) 2cot x B) 3cos x С) 2вєп х 
р) сов х E) tan?x 
25.- Reducir: 


M = vers^x + cov2x + 2(sen x + cos x) 


A)1 B)2 C4 D. | юз 


PROBLEMIZACIÓN CONDICIONAL 


26.- Si: sen^0 + sen Ө = 1 


determinar: M = cos*8 + cos20 
A)2 B)3 C)4 D)5 Е)1 
27.- Si: sen?x + ѕеп х= т 


3 
COS X t COS x= n 


calcular: M = m csc x + n sec x 


A)-2 B) 4 C)5 D E)3 
- ltsenx сох e 
В pg mE e AO 


determinar: M=l-senx-cosx 
УЗ 245 АГ? 

A oi SF 
45 У. 

DE PE 


: 4 
29.- Si: sen х + cos^x —k ,entonces calcular: 


W-(senx4cos?!x)^«(senx-cosx)^*(cosxsen?x)? 


A)j-) B)-(+D С) (1+0 


3 І 
0) 501-0 Е) 501-0) 
30-Si: ѕепх+ соѕх= Y2 


Р 4 4 
determinar: M = sen x + cos x 


3 5 L 2 3 
A) 2 В) 3 С) 2 р) 7 Е) 3 
31.- Si: 2sec^x - csc?y = 1, entonces calcular: 


W= 2sec2y - csc2x 


AJO В)І C)3 р)4 E)2 


со$®х—еп°х 


32.- Si se cumple: cos tx чех zm 
calcular: М = 1 + sen x + cos$x 

D) m3 E) т+З 

33. Si: SEN x —vers x _ 


э 


sen x+versx ` 
entonces calcular: W = к-К! 
A)-2cotx B)-2senx C)3tanx 
D)-2tanx  E)tanx 
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34.- Si: Sec x = a + cSC x 
determinar: M =tan x + cot x- 1 


Además se sabe que: x€ ПС ,а> 1 


А) 44241: В) ҸЗа2+1 Су42-1 
D) 4242-1 E)- Va? +1 


35.-Si: tana-csca-]1 , 
calcular: W = (esc Q - cos 0)(1 + сога) 


A)2 B)3 C)4 D)-5 E)1 


36.-Si: k > 0, se verifica que: ker 22 cal- 
cular el mínimo valor de : 
W = ѕес2х + csc2x + 2 sec x . CSC x 
A)3 B4 O5 D)9 E)8 
37.- Si: tan &.- sen Q= 1 , calcular: 
W = sec С. csc Q - sen O. + cos Q 
A)-2 B)2 C4 D. E)-3 


] 3 
38.- Si: sen x - соѕ2х + sen x = 0, entonces 
calcular: 


W = csc x + зев х 
А)0 B)1 С)2 р)8 Б)-2 
39.- Si: sen^x + csc2x = 7, entonces calcular: 
W = cos х. cot x + 2 sen x 
A)-2 Ву»? С)4 р)-5 Е)+3 
40.- 51: соїх+созх=1, 


calcular: W = cot^x + csc x 


А)42 8)5-0 02142. pui E342 
41.- 51: ѕеп“о = 2 соѕ^о + a . csc^a SR) 


2 
b ѕес20 = со8 0. + 4 sena 28602) 


тв ў 


calcular : a + b. 
А)9 В)2 С)4 D3 El 
42.- Sabiendo que se verifica: 


3 
tan x+cot х+т _ sectx+csc*x 


tan x+cotx+2 ` (secx +escx)? : 
calcule el valor de т. 
АР B)3 C)-1 D)5 E)4 


43.- Si se cumple que: 


(2-cos'a)(14 sec?a) Ë 1 
1+2tan%a Er 


entonces calcule el valor de k. 


A)3csc'a B)- сс?о. С) бапа 
D) -4вес^@ Е) Acot o 
tan b 


2 
Л э 
| = tana - tan b, 


tan x 


44. si; (228 - 
sen Y 


entonces calcular: cos х 


A)cota.tanb B)2cosa.secb C)tanb 
D)sena.tanb E)cosa. tan b 
45.- Sabiendo que: 
tan x cot UM 

> AAA 

562Х-1 сех 
calcule: sen x + csc x. 

3 5 43 2 R2 


46.- Calcule el valor de * m " si: 


Secx — tanx Secx + tanx 


seca + tanx 


A)3 B)4 С)2 0)-2 EI 


secx — tanx 
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nt -ni 
=т+т .cot x. 


47.- Determinar "m" enla siguiente identidad:, 


cos x(34- tan х-2 sec^x) ы Пат 


2 tan x+1 Secx 
A) tan x B)2cos x C) 5sen x 
D) -cot x E)3tan x 


48.-Si: exsec x + tanx-c1-a,az0.azxl 


calcular:cot x 


A pe C 

ДЕ} жеу жон 
4 2а 

D Xa-1) EZ 


49.- Calcular “x”, a partir de: 

(х+ соу ey + vers 0 = (exsec oy ;x»0^Ae IC 
A) 2sen 0- 1 В)сог0-1 C)tan6- 1 
D) 2tan0+ 1 E) secO 4 1 


1+ ѕеп“х 


30-23 1+ cos^x 


=tan x 


sen x—sen3x+sen 3 x—sen!x 


calcular: M = 3 5 7 
COS X-COS X--COS X —COS X 


A)2 B)3 С)1 D)-4 ES 


ELIMINACIÓN DE ARCOS 


51.- Determinar una expresión independiente 
de la variable angular "x", si se sabe que se 
verifican las siguientes condiciones: 


a b 
; = Я .. (1) 
ѕепх COSX 
1 
senx.cosx= 4 ..Q) 


A) abl a-b В) a^ +b =3ab Cjab=1 


D)2ab-a)«b? Ejab=a+b 


RACSO 


BDITORES 


52.- Si se sabe que se verifican las siguientes 
condiciones: 


1 + ѕепёх = а cos?x . sen^x . . . (1) 

2 -costx=bsen?x.cos?x... (2) 
determinar el valor de: F= (b - ay 
A)9 B)3 С)25 D)4 E) 16 


. Senx cosx tanx 
53.-S:——— === = : 
a b С 


se pide identificar la expresión equivalente de: 


V=a (a + b?) 
AJab? B)bc  C)2ab 0)4 B3 
54.- Si se verifican las siguientes condiciones: 
a(l +tan2x)= (1 - tan x)? TD 
(1 - cotx)?=(b- 11 + сох) ...(2) 
se pide calcular el valor de: A =b - a 
A) B2 Оз D4 B! 
55.- A partir de las condiciones: 
pcosx. senx=q.-.(1) 
pssen2x. cosx=r...(2) 
encontrar una expresión independiente de <x> 
А)р?д?г?= (г? + qi 
Breed pray ` 
С) rP-q'»Qr «py 
D) р = (р? + 2) 
E) 4pqr = (р? +24) 
56.-Si: (апх (1 + соѕ х) = 4р ...(1) 
tanx. (1- соѕ х) = 49 ... (2) 
determinar una expresión equivalente para: 


N-p-q 


Identidades Trigonométricas 


Alp Ja Pipa O Jra 
002412 5; Er fp 


57.- Sabiendo que: 

M Sen a - "n COS X — MA (1) 

nsenxamcosa-nal (2) 
determine el valor de: Е = m+n+ 1 
А)2 B)O C)3 Dj4 Б)-2 
58.- Si: sena -cosa =а.. sn 

tanta - cotix 2 b... (2) 

determinar el equivalente de: S := Ba(a? + 1) 


Ajal by) — Bibüu-dy С) (1-02)? 


Dl-by  E)(1- a?) 

59.- Si: tan^x + tan x 2 mË -01) 
собх + сох = n ... (2) 

identificar el equivalente де: 5 = т? + ° 


A)2mn Вут-п C)2 D) "P E)mn 


60.- Si se sabe que: x € (0 1 z) , y además: 


l+senx 


i . 09 
—senx 

n = (tan x+ sec x - 1)? (2) 
calcular el valorde: A= Ут - Jn 


A)2 B)3 С)5 DO Bl 


Ts EN 


tid lades Trigonométricás 


ЖУРИ 
5 Compuesto$ 
ug Ww sq 


9.1. R.T. DE LA SUMA DE DOS ARCOS BN 


sen (a + B) = sen а. cos В + cosa . sen В 


cos (а + B) = соѕ с. соѕ В - sen о. sen В 


ta tan 
tan (ek B) ТИГ 
9.2. К.Т. DE LA DIFERENCIA DE DOS ARCOS BN 


sen (а - B) = sen с. cos В - cos а. sen В 


cos (a - B) = cos а. cos В + sena. sen В 


_ tana-tanf 
tan (a - D) = 1+ tan a.tanf 
9.3. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS PARA LA SUMA DE TRES ARCOS | 


sen (a + В + Ө) = sen acos В.соѕ Ө + sen В.соѕ acos Ө + sen 6.cos o.cos f - sen о.ѕеп B.sen Ө 
cos (a + В + Ө) = cos o.cos B.cos Ө - cos œsen В.ѕеп Ө - cos В.ѕеп œsen Ө - cos Ө.ѕеп о.ѕеп B 


{ап с + tan В + tan 0- tan а tan B tan Ө 


tan (a + р + 0) = 1^ qan o. tanf + tana tan O + tan f tan 6) 


9.4. IDENTIDADES AUXILIARES 111 


Si: a+f=08= tan a + tan ñ + tan 8 tan a tan ñ = tane 


2) sen (о + B) sen (a - В) = sen? a - sen? B 3) cos (a + B) cos (a - В) = cos? a - sen? В 
4) tan o + tan В = хр 5) tana-tanf= ха 
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ADITORES 


cos (a В) cos (a +В) 


6)1 + tana tan В = 7)1- tana tan B = 


cosa.cosp cosa cosf 
8) tana + corp = 2050—90 9) cor B- tan a = 20518: 
10) a sen x +b cosx = н sen (х+ф) Siendo: tan ф = M 
ID - Va? 153 sasenx& bcosx ы 12) cota + cot p= 329010) 
13) cora-cotp = 2210-9) І 
14) tan о - tan В - tan(a - B) tan o tan В = tan (a - В) 
9.5. IDENTIDADES CONDICIONALES r 


i) 5 а+В = 45° = tana +tanB + tana tan В = 1 
ii) ѕепх+соѕх = 4/2 sen (x + 45°) 
jii) sen x+ J3 cosx = 2 sen (x + 60°) 
iv) Si x+y+z=Ra V R€ Z 
tan х + tan y + tan z = tan x tan y tan z 


cotx.cot y + cotx.cotz + cot y.cot z = 1 


Razones Trigonométricas en un triángulo rectángulo: 75% - 15? 


46-42 


sen 75° = ол Чин 


50 = 15-42 


cos 7 


tan 75° = 2 +43 


cot 75% = 2-33 
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PROB. 1 


Calcula el máximo valor de: 

k = 5 ѕеп(х + 379) + J2 cos(x - 459) 
| RESOLUCIÓN PETRA 
Desarrollando como sigue: 


k = 5(senx cos 37? + cos x sen 379) + J2 (cos 
x cos 45? + sen x sen 459) 


к= 5ѕепх. 4 к5совх.2 + J2 cos xa + 
JE senx E 


Simplificamos, obteniendo: 
R = 4sen x + 3 cos x + cos x + sen x 
= R = 5 ѕЅепх + 4 соѕ х 


A continuación dividimos ambos miembros 


entre 441: 


k 5 _4_ 
-= = — senx + COS X 
Ja Jal 441 
441 E 
Como: 
5 
In = cos Ө sen x + sen Ө cos x 
Luego: A t= sen (0 + x) 
Ja 
Finalmente: RS 441 sen (0 + x) 


k= 441 


Su máximo valor será: 
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PROB. 2 


Simplifique la siguiente expresión: 


E = tan x + tan 2x + tan 3x tan x tan 2x 


веѕошсон Йххххххххххххххх^хх+х 
Se observa que: (x + 2x) = 3x 


Tomando tangente en ambos miembros, 
obtendremos: 


> tan (x + 2x) = tan 3x 


tanx+tan2x 


= tan 
1-tanxtan2x ten dy 


Luego efectuamos como sigue: 


= tanx + tan2x = tan 3x- tan 3x tan x tan 2x 


Finalmente: 


> tanx * tan2x + tan3x tan xtan2x 
E 


PROB. 3 
En la figura que se muestra, calcule tan x, 
siendo M y N puntos medios de lados AB y BC 
respectivamente. 

Si: m Z ACB = 37? 


B 


A C 


RACSO 


EDITORES 


RESOLUCIÓN PARA 


Se observa que: 0 = x + y aplicando propiedad. 
=> tanx + tan y + tan 8 tan x tan y = tan 0 


3 


Pero: tan y = ; tan0- > 


3 


ë 3 ЗЭР 
Luego: tanx+ = + ətanx g = 


coluw coo 


miw 


= l6tanx + 6 +9tanx = 24 


> 25tanx=18 


PROB. 4 
Calcula el valor de: 


_ sen(x-y) | sen(y-z) , sen(z-x) 
7 cosxcosy * cosycosz * coszcosx 


RESOLUCIÓN ые ыл Л 


sen(a - В) 


Se sabe que: cosacosf 


= tan c - tan В 


Haciendo un trabajo análogo tendremos: 


k = tan x- tan y + tany -tanz + tan z -tanx 


k=0 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Para hallar el valor de alguna razón trigonométrica, de un determinado ángulo 
se debe descomponer en una suma o diferencia de otros dos ángulos cuyas razones 
trigonométricas sean conocidas. 


2) En figuras geométricas se debe buscar un ángulo exterior en un triángulo, para 
luego aplicar la propiedad siguiente: 


Si: x+y=z => tan x + tan y + tan z tan x tan y = tan z 
3) Para encontrar máximos y mínimos de expresiones de la forma: 


k = a sen x + b cos x 


Debemos recordar que: К, = ГО” Кв, = - Ja! + b’ 


max 


4) Cuando se tienen sumatorias de expresiones trigonométricas, se debe reemplazar 
por diferencias, para que se simplifiquen, para ello se debe tener en cuenta que: 


sen(y — x) 
sen x sen y 


sen(x —y) 


tah y A сулыу 


^ cotx-coty- 
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T? os | 


SENO, COSENO DE ARCOS COMPUESTOS 


01-51: sen x+ cos x= 2-8 
Determinar el valor de: M= 16 sen (x + z) 
A)l B)2 C)3 D) 1⁄2 E) 32 


02.- Calcular: 


М = (sen 18? + cos 125 + (sen 12? + cos 189? 


А)3 В)2 С)1 D)0 Е)0,5 
: J3sen50?—cos50? 
03.- Reducir: M= CEA e 
AJO B5 0)42 DV ЕБ)-3 


04.- Reducir: 


M-sen'(a + b) - 2 sen(a + b).cos a.sen b + 
sen b 


A) sena B) sen b C) sena 

D) sen*b E)! 

05.- Simplificar: 

cos (ө. + P) - 2cos с.сов B.cos(a + В) + cos?B 
B) sena: 


E) cos” В 


A) sena С) cos а 
D) cos 0 
06.- Si: x + y = 30°, entonces al calcular 


2 š 
W= sen?y + COS х - Sen y.COS x. se obtiene: 
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A)l2 B) O43  D)/A Бзд 


ce 3? | ©<, 


07.- Eliminar los arcos “х” су” de las condiciones: 
sen(x + y). sen(x- y) =а ...(1) 
cos(x + y). cos(x- y)=b ...(2) 
cos x. sen y =c ... (3) 
A)a =b- Bja =b +e C) a? = bc 
DU +a) =b +4?" Е) (1-а) =b «4c 
08.- Eliminar los arcos “x”e “y” de las condiciones: 
senx+seny=m ...(1) 
COSx+cCOSy=n ...(2) 
cos (x-y)=p ...(3) 
A) 2(1 + p) =m +n D)2p= m -п? 


B)2p=mn E)2(1-p)= n + n^ 
C)2p=m-n 
TAN, COT DE ARCOS COMPUESTOS 

e 


T 
09.- Si: x + y= T Calcular: 


1 1 


со{х + coty 


D) 1,5 


^ tanx+ tany 


А)1 B)O C)0,5 E)2 
tan Зог 


cos 20. 


10.- Simplificar: W = tan 20 + tan Œ + 


A) tan с 
Р) 2 tan Зо 


В) tan 2@ C) tan За 


E) cot & 


11.- Simplificar: 
2tanA + 3tanB - tanC — tanA.tanBt anC 
— tanA + 4tanB - 2tanC — 2tanAtanBtanC 


con la condición А + C = B 


A)! BO C)05 D)tanA  E)tanB 
12.- Si: 4 tan (x - y) + 3 sec x.csc x = 4 tan x, 


entonces al calcular cot x.cot y se obtiene: 


AIR BIZ C)I/A D32 E)34 
13.-Si: tan?x + 2 tan2x . tan?y =1+ sec^y Ë 
tan(x-y)=3 
Determine: M = tan(x + y) 
A)13 B)I2Q 032 0р) 2/3 E)3/4 


14.- Calcule: 

W= 43 (1 - tan 5°. tan 10°) + (1 + tan 10°). 
(ап5° + (1 + tan 5°). tan 10° 

AJO В)05 Gy" D'ES" E2 

15.- Calcular: 


h 43 — J3cot6594-cot80"—cot80?.cot65? 
B со!652-4/Зсо180”-со!659-4/Зсог809 


А)0 Bi" cms D2 E25 
16.- Calcule: 

№ = со254%1 - tan 99) + сої 81°(тап 9° + 4tan 36°) 
ГА) B5 Ой т" 5-9 


+ 
17. Si: tan (x + y +z) = а? ^tan(x-y-z)-1 
n 


Determinar: “tan 2x" 


Aja 8В)-аФ Ob D) b/a E)a/b 
4 T 1 
18.- Si: tan |—-a| = —, calcular 
14 2 
5л 
coti — +a |: 
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A)1 B)2 03 DJ  E)S 


19.- Si: ѕеп(о – B) = 3 со — o) ; cot(a + B) = 
0,5; entonces al calcular їап(20:) se obtiene: 
A)0 В) 1/2 С)-Ш2 D)1 E)-1 


20.- Sean tan p y tan g las soluciones de la 
ecuación 


(x- D. x 1) 22k , ke Ё-1-1:0) 
Calcule: tan(p + g) en términos de “k”. 


1 
О) i 


21.-Si: N=tan21°+ tan 24? + tan 21*.tan 24? 


1 ° Жай 
м) киы Бул Ун 


М = tan 63? - tan 639- /3 tan 63°.tan 63° 


Calcular el valor de: “N.M?” 


A)1 B)2 C)3 D)4 E)6 


IDENTIDADES ESPECIALES 
22.- Calcule el valor mínimo de la expresión: 


W = a(sen x - cos x) + b(sen x + cos x) 


A) ab В)а+Ь С) Va? +1? 


D) 1/2ab E)-A2(a? + 5?) 


23.- Simplificar: 


{a+b Y a-b 
en 


sen 


cos(a — b) — cos(a +b) 


A)I B)2 C)-U2 D)1⁄4 E)12 


j 
sen238°—sen28° 


o 


4.- Reducir: M= 5 
2 Educir e E 


| .tan 44° 


АЗ E42 932 D)! p% 


25.- Calcular el valor aproximado de: 


ы 2senl 0*424/3cos 10°+3соѕ70° 
d sen255°—sen218° 
24 


7] 1 
Oz DÉ pg 


7 25 
A3 B3 7 


26.- Simplificar: 
T (tana + tanb).(cota + cotb) 
© (tana —cota) + (tanb — сор) 


A) tan a B) tan b C) tan(a + b) 


D) tan(a - b) E) -tan(a + b) 
27.- Si: tan x= cos(a + b); tan y = cos(a - b), 


2cot(x+ y).cosacosb 
sen?a +sen?b 


0)05 D)2 


calcular: W = 


A)1 B)O E)2,5 

28.-Si: tan x+ tany 2 m. sen (x y) ...(1) 
tany+tanz=n.sen(y+2) ...(2) 
tanz+tanx=p.sen(z+x) ...(3) 

Determinar: M = cos x . cos y.cosz 

А) (тпр) 


1⁄2 


1⁄2 rip 


E) mn 


29.- Si cot 76? = a [cot 38? - cot 52°], entonces 


el valor de “a” es : 


A) В) 


C) mnp 


D) (mnp) 


C)0 D2 E) 1⁄4 
30.- Exprese W como un producto, donde: 

W =tan 19°+ tan 33° + tan 38°- tan 19°.tan 33°.tan 38° 
A) csc 19°.csc 33°.csc 38° 

B) csc 33°.csc 38° 


C) sec 33°.sec 38° 
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D)sec 19°.sec 33° 


E) sec 19?.sec 33?.sec 38° 


31.- En una circunferencia, con centro en el ori- 
gen del sistema y de radio «z»; se cumple que: 


xsenO + ycos0—z 
Determine: M= МӘ ` sen (23 


A3 Bj 03% p) 


5 x+2y a 


2 z 


32.- Sabiendo que: 


sen(x— y) 
COSX.COSy 


ѕеп(у + z) 


= 2 sen 
COS y.COS z (+z) 


Calcular: M = cos x. cos z 


AJO B)! O)I3 D)1⁄2 B)IA 


SITUACIONES GRÁFICAS 
33.- De la figura mostrada, calcule “x” 


Si: BD=3,ED=5,CE=4 


A)6 е 
B)6 42 ESSE 
0842 * 
D)1042 


34.- De la figura mostrada, determinar: “tan 
0”, si: AD=BD=EC=1 y BE-2 


B 


A C 


А)1 Виз Ош D)2 E)l6 


35.- El triángulo ABC es rectángulo isósceles. 
Calcular “tan Ө”, Si: АМ = MN = NB. 


B 


A C 
A)VII B)2/111 C)11/3 D)3/11 Е)11/2 


36.- Si el triángulo ABC es isósceles (AB = BC). 
Determine el máximo valor de “Ө” si: АМ = MB. 


A) 20? B 
В)459 
С)25° 
р)40 


А C 
E) 30° 


37.- De la figura mostrada, PQRS es un rectán- 


gulo, РТ = ТО =5QU= = UR, m Z STU = Ө. 


Determine: tan 0. 


A) -4/3 
B) -10/9 Q 
)-10/ „== 
U 
С)-2/3 
D)-5/9 
E) -20/9 5 3 


38.- En la figura mostrada, ABCD es un cua- 
drado, BC es el diámetro de la semicircunferen- 
cia, OE es el diámetro de la circunferencia ins- 
crita en la semicircunferencia, m Z BDF = a. 
Determinar: cot Q 


Identidades Trigonométricas de Arcos Compuestos 


A) 4/3 А в 
B)7/3 pes 
D NES 

[ | 
E) 4/5 D С 


39.- En la figura mostrada se tienen tres dis- 
cos tangentes exteriormente de radios гү = lu, 
r,=9u, гу =4 и. Calcular: sen Ө. 


5 61 49 63 
DR CX NU € 


40.- En la figura mostrada, AB 22, BC 26, CD 
= V13 ‚т Z CED - a. Calcular: cot Qt. 


C 
4 
A B 


5 
AÍ в 0% D DŽ 


41.- En la figura mostrada, ABCD es un cua- 


dado EE E ¿EF.BF=FC,m ZEAF=0. 


Calcular: sec 6. 


B Epi" C 
A D 


rs ў 


A) 181 B) 187 С) 185 


13 13 13 
4223 y 226 
Bj 13 5) 13 


42.- En la figura mostrada, BC = 1, CD =2, DE 
=3, m Z BAC =m 2 DAE; m Z АВЕ = 90°. 
Calcule: AB. 


A)! A 

В)2,5 

С)15 

ру2 

Е)З В, CAD Е 


43.- En la figura mostrada, ВС = 1, CD =2, DE 
=3,P=m ZCAD=m Z AED ,m Z ABE=90". 


Calcular: sen f. 


IDENT. TRIG. DE SUMA DE 3 ARCOS 


44.- Sabiendo que: x + y + z= 90°. Calcular: 


3 cos(x— y) cos(y-z)  cos(x-—z) 
COSx.COSy COSy.COSZ | coOSx.COSz 
A)1 B)2 C)3 D)3,5 E)4 
45.- 5: A+B+C=90" 
Calcule: 


W = tan A.tan B + tan B.tan C + tan A.tan C 
AJO  B)05 С)1 D)2 B)3 
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46.-Si: А+В +С = 180°. Calcular: 

W= бй A + tan B + tan C - tan A.tanB.tan C 
AJO B)05 0)1 D15 E 
47.-Si:x+y+z=1/2 

cot x - tan y = т, сої y - tan z = n, Cot z - tan x = p 
Determinar: M =m tan x+ n tan y+ p tanz 
A)1 B)2 Сз D)4 Bm 

48.- Si: x+ y+z= 180°, 

además: sen x + cos у. cos z = 0. 


Calcular : M = tan x. tan y. tan z, en termino de 
“tan x" 


A) tan x В) 2 tanx C) -tan x 


D)tanx4 1 E)tanx-1 


49.- Si: tan x= 2; tan y= 4 ; tan z = 3, entonces 
al calcular: 


sen(x+ y+ z) 
cos(x — y + z) 


AJO В)І O2 


50.- En un A ABC, si tan A + tan B = k; tan A 
+tan С = l; tan В + {ап С = m; k.1 y m € R, 
entonces al calcular sec A.sec B.sec C se ob- 
tiene: 


W= se obtiene. 


D2 a Da 


kl kim 
Am БЭР" O Tem 
0,5 Мт 2 klm 
D) k+l+m Errem 


51.- Si: A+ B + С = я, calcular: 


ѕеп2(В + C) - cos?B - cos?C 
cos(B + C).cosB.cosC 


A)3 B) Ol D)-1 Б)-2 


Son técnicas que se realiza para obtener los valores de las R.T. de cualquier ángulo por 
otros equivalentes pero cuyos ángulos se ubiquen en el primer cuadrante. Para el estudio de 
reducción al primer cuadrante, se presentan los siguientes casos: 


10.1. CASO (1): ÁNGULOS POSITIVOS MENORES QUE 3609 - m 


PROPIEDADES 


Tener en cuenta que los signos + del segundo miembro se eligen de acuerdo al cuadrante 
donde se encuentre el ángulo que se está reduciendo y la función trigonométrica a este se le 
aplique. Considerar а ángulo agudo con el fin de ubicar con facilidad el cuadrante. 


10.2. CASO (II): ÁNGULOS MAYORES QUE 360? ЁГ 


Es suficiente con dividir el ángulo que se desea reducir entre 3609. A continuación se 
toma la misma función trigonométrica al residuo, así: 


10.3. CASO (Ш): ÁNGULOS NEGATIVOS MN 


Es suficiente convertir el ángulo negativo en positivo siguiendo los teoremas siguientes: 


Reducción al Primer Cuadrante Шү | 


10.4. CUANDO EL ÁNGULO SE EXPRESA EN RADIANES [I] 


La reducción se procede aplicando las reglas siguientes: 


En general: R.T.(2kz + о) = R.T.(* о) 


Recuerde lo siguiente (V k € Z) 


10.5. ÁNGULOS RELACIONADOS ENTRE SÍ 


10.5A Ángulos Complementarios 


10.5B Ángulos Suplementarios 
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2. ЛЕ ae 


PROB. 1 


Calcular N = S9s300°+cos120°+sen150° 
alcular IN = “sen 330%+c05240%+tan1350 


RESOLUCIÓN kt kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkřkkkkkkkkkkkkkkkkžk* 


Aplicando reducción al primer cuadrante: 


.. 1с05(360° -60° ) + cos(180? - 60?) + sen(90? + 60°) N = -£0860°-cos60°+ cos 60° 
= sen(360°-30°) + cos(180°+ 60°) --tan(909--459) > © —sen30°-cos60°-cot45° 


Luego de reemplazar los valores notables, tendremos: 


| 


РКОВ. 2 


Саша sen750? - cos1500? - tanl 665° 
guar = sen(-150°)- cos(-120°)+ cot(-765°) 
[RESOLUCIÓN ыыы AAA AAA DADA 


Reduciendo al primer cuadrante: 


ѕеп(2х360°+30°) + cos(4x 3609460?) + tan(4x 36094225?) 
—sen1509—-cos1209—- cot 7659 


Al aplicar los casos II y III, tendremos: 


Е = 


Wm 


5+>5+1 
= -—sen30%4cos60%+tand5%____ : 82 , 
= -sen309-(-cos609)-cot(2x3604459) — ° E E рае finalmente: 
22 
Е= + 23 E= -2 
PROB. 3 


Calcule: S = cos 10° + cos 20° + cos 30° + ... + cos 160° + cos 170° 
[RESOLUCIÓN ыыы AAA 


Se observa que los ángulos que están equidistantes suman 1809 y se sabe que si: 


Reducción al Primer Cuadrante T10 |103, 


х+у= 1809 = cosx= -cosy 


Luego: S= соу@ + cos20° + соѕ 30° + ... - os - coo 
8-0 


РКОВ. 4 
sen(5z— x)+ cos E + x) +sen(8n—x) 
E 2 
Reducir: R = SH НЫ 
tan(45z+ x)—cot ЇЕ - х) +їап(487-+ x) 


[RESOLUCIÓN ooo ede SSS 


Escribiendo apropiadamente «Б», tendremos: 


sen(4n 4 1— x)4 cos(4n 45 өр sen(8n —x) 
R = 


tan(441. 4-14 x) - cot (л + 5 -x)+ tan(481.+ x) 


Al aplicar el caso Ill, en el paso anterior, nos queda: 


sen(x- х) + cos 4 + x |+sen(=x) 
RE 
tan(z 4 x)— со(2 = xj tanx 


Finalmente aplicamos el primer caso, obteniendo: 


sen x-co FTX PEDIA „дь, 
cosx E 

К = = КБе R 
їапх-їапх-їапх tanx senx ¿de = 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Cuando un ángulo no es agudo, se recomienda aplicar reducción al primer 
cuadrante para determinar R.T. de ángulos agudos. 


2) Si observamos que dos ángulos suman 180°, significa que la suma de sus 
cosenos es igual a cero o bien sus senos son iguales. 


3) Cuando un ángulo se expresa en radianes, se busca un valor par de m, de tal 
manera que se puede aplicar el siguiente teorema: 


R.T.(2 kr £o) =R.T.(+a); V ke Z 
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CASOS DE REDUCCIÓN 

01.- Si: 

csc (90?- A)- xcos A cot (90°- A) = sen (90?- A) 
El valor de x es: 
A) cot A 

D) -tan A 

02.- Calcular: 
cos 1? + cos 2? + cos 3? +...+ cos 179? + cos 180? 
A)-2 B)-1 C)! D2 Е)З 


B) -cot A 
E) sec A 


C) tan A 


03.- El valor de la siguiente expresión: 


7n 
sen [TE ) 211) 
р 


Л ses Л 
со8(5| cos 1 ) 
Es igual a: 


AJO В)Э! С)-1 


D)2 Е)-2 


04.- Hallar el signo de las expresiones 
trigonométricas, en el orden dado: 


257 327 22т. 


sen 3 . COS 3 5 sen 5 . cot 3 ; 


Es 73m 
sen 3 cot 10 


SONO BONO 

DOGO E 0690€) 

05.- Sea R = cos 810? + cot 425? 
S z (sen 450?) (tan 785?) 


C) 0690) 


Reducción al Primer Cuadrante 


E ncía( —— 


г ENTERAN A T 


El valor del prodúcto R.S es: 


A) 1 + cot 65? : 


B) 1 +tan65? 
D) cot 75? E)1 


C) (tan 65?) 


06.- Reducir: A - B siendo: 


= Tax n 
A = sen (112 + x). sen ЕН 


В = cos (557 4 x) . COS (n4 ») 
A) sen (x+ y) B)cos(x+y) C)-cos (x+ y) 
D) -cos (x-y) E) -sen (x- у) 
07.- Simplificar: 
sen(z + x).cos E + х)+ cos(x —11).sen (1. x) 

3 сэсбт+ x) sec (22. x)- tan(x -5 cot 3823 
A) tan x 
D) cot^x 
08.- Simplificar: 


B)cotx 
E) -tan^x 


C) tan^x 


tan -3 = a). sec(3n-—a).sen (Hz = a) 
We HR OL LA 


cos(—40n + о) 
А) sen Q В) cos o, C) tan c 
D) cot о E) csc Q 


09.- Simplificar: 
ѕеп(л — x).cot (x = > со5(х-36) 


K tan(131 + хиац(х44125) cos” (4n +x) 


AJO. В)05 O15 D)-1 Е)1 


10.- Simplificar: 


cot(1995z — 0).cos[239% 4 ө) 
Sir — Je qk 42: ш, 
sec(0 - 804m).sen(0 -16 13) 


A) sen 0 B) tan 8 C) cot 8 
D) -cos 8 E) cos 8 
11.-Si: 


tan (972 + о) соц 175п — a).sen(809m + о) 


55n 


cot(727 — 01).sen (nz - а) sec (23 + a) Я 


- además: сє ПС, Calcule: 


М-24/5 cota + esc a. 


A)30 B)31  C)-30 D)28 E)-31 
12.- Simplificar: 
cov(x — 27n) vers(-101+x) 


versa + 235] со ха 1 35) 


A)l« B)2 С)-2 D-1 Е)О 


13.- Si: n € Z, calcular el valor de: 
M = sen [ -(-1)” z] -CSC (т + сл) 


AJO 
14.- Si 


B)1 C)0,5 D)2 E)-1 


"x" e “y” son complementarios . 
0€(-n;-7/2) y secumple: 


sen(x + 2 y).tan(2x + 3y) 


HO cos(2x+ y).tan(4x +3 y) 


Determinar el valor de “Ө”: 


EE 
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+ 


15.- Reducir: 


sen(180°— 01).cos(a: — 90°).tan(1260°+ о) 


M = —Cos(540°— о)лап(360°+ o)sen(450*4a) 


A)tano, B) cot aL C) cot! a. 


D) -cot o: E) tana 


16.- Si: K.sen (552 " e) .cos (775 + ө) en 
Calcular: W = (sen 0 + cos 0) en términos de k. 


+1 


A)k B)! C-k  D)k-1 


17.- Calcule: 


- л Т | n 
W-cos(159 2) + sec (2422) sen (125%) 


AJO B)I C)2 D)-1 E)-2 
Р соѕ(3000° ) – соѕ(2000°) 
18.-S: > =k; 
5-81 cos(300?) — cos(200? ) 

Nm cos(3000?) + cos(2000" ) 
SiS cos(300?) + cos(200? 
términos de Ж. 

2 1 1 
A)k B)+ С)А Булт Е) x 


19.- Silos ángulos internos de un triángulo ABC 
están en progresión aritmética (A < B < O). 
Reducir: 


_sen(A+3B+2C)  cos(B+2A+3C) 
sen(B — C) cos(B — C) 
A)0,5 В)1 С)2 D) 1,5 Е)0 


20.- Determinar el valor de: 


- ss. .cos240°.tan405° 


sen210°.cos225°.tan570° ^ 
3 5 9 
A) 2 В)1 C)0 D) 2 E) 2 


21.- Simplificar: 


ѕеп(2540°) + 2cos? (1910?) 
= cos(2680?) + 2sen?(2630?) 


А) tan 10° 
D) cot 20? 


B) tan 30° 
E)tan20? 


C) cot 10? 


CASOS PARTICULARES DE REDUCCIÓN 
22.- Calcular el valor de: 


cos 10° + cos 30? + ccs 50? +... + cos 170° 
A)1/2 В)0 lc, 437! DI Е 
23.- Si: A+ B +C = 180°. 


1 
tan A + tan B +tan C 


A) sen A.senB.senC  D)cot A.cot B.cot C 
B)cos A.cos B.cosC — E)sec A.sec B.sec C 
C) tan Ахап B.tan C 


Hallar: 


24.- Qué relación existe entre a y b; sabiendo 
que: 


E x 
tan| — 8 4 cot 


61 t3a-2b 
[ 4 ) =% 


A)I/2 В) ИЗ С 14 D)1/S E)1l/6 
25.- Еп un triángulo ABC. Simplificar: 
sen(A + B) 

M= ———2— +tan(A + B + 2С). со (А +B) 

senC 
AJOS B) 1 С)-1 D) 1,5 E)O 
26.- Si: x + y = п. simplificar: 

х 
| sen х а sen 2x 
— sen y те, ѕеп 2у 
2 

AJOS B) СО15 01)05 EO 


Reducción al Primer Cuadrante 


27.- Calcular el valor de: 


HL o I e 
= созу +COS7g" COS, + COS g 
А)0,5 B)1 C)1,5 D) -0,5 Е)0 
28.-Si:x+y=180% л y+2=270* 
Calcular: 
ѕепх + cosy 
= ES +(tan x- tan y)(cot y + tan z) 
seny —senz 
Al B) С)1 DO Е)-3 


29.- Simplificar la expresión: 


ec tan(230?- x) + tan(50? 4- x) 


cot(409— x) 
AJO B)05 Ol D)LS B)2 
4 2т+1 т+ 2 
30:- Si; ESCASA esc p= 
2m-1 m-1 


Determinar el valor de “т” que hace que су 8 
sean suplementarios 


Л 
А) 2 
31.- Reducir: 


_ sen 120”+sen140*+sen160*+...+ sen260° 
— с0520°+соѕ30°+соѕ40°+...+ cos1 70" 
A)0 B)05 C)I5 D)2 E) 1 


32.- Si: sen 0 = cos (f) + Ө), «о» y «[ + Ө» son 
ángulos agudos 


s tan(a + + 20) 
Reduci: M= cot(2o+2B +30) 
AJO BI С)2 D-2 B 


33.- ¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple: 
sec(A + 2B + 2C) = csc(2A + 2C + 3B) ? 
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A) escaleno B) isósceles 


C) equilátero D) obtusángulo 
E) rectángulo 


34.- Si A, B y C sonlos ángulos de un triángu- 
lo. Simplificar: 


_cos(A+B) соѕ(В + С) соѕ(А +С) 
© соѕС cosA cosB 
AJO В)І C)2 0)1  E)3 


SITUACIONES GRÁFICAS 


35.- Determinar BM de la figura en términos 
de R y 8: 


A)R 

B)R sen 0 
C)R cos 6 
D) R sec 8 


E)RtanO 


36.- De la figura mostrada, calcular tan 6. 
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| a | 
21а 5, 
37.- Reducir: cc 
senü (0 9 
2 
Usando el gráfico: 
e a 
AJO В)05 0-1 D2 BI 


38.- De la figura mostrada, calcule: 


W = a tan Ө - 2b. 
A)a У 
B)b ө 
x 
C)-a 
uc Pla; b) 
E)-b 


39.- De la figura mostrada, determinar: 13 sen ex. 
A) 1 
B)3 
C)4 


D)2 


E)5 


En el capítulo anterior se estudiaron las identidades de las razones trigonométricas de la 
suma y diferencia de dos arcos, así por ejemplo: 


sen (a + Ө) = sena cos Ө + cos a sen 0 


A partir de aquí, haciendo el cambio de 0 por « es decir (0 = о), se obtienen las razones 
de los arcos dobles, así: 


sen(a + Ө) = sen(a + о) = sena cosa + cosasena = sen 20 = 2 sena cos a 


Otra forma interesante de deducir las relaciones de los arcos dobles es aplicando números 
complejos (fórmula de Abraham de Moivre 1 667-1 754), que se verá en el Cap. 22: 


(cos a + i sen o)” = cos na + i sen ло 
Si: n=2 = (cos a + ¡sen a)? = cos 2a + i sen 2a 


Desarrollando el binomio, e igualando las partes reales y partes imaginarias se obtienen: 


sen 2a = 2sena cosa ^ cos 20 = cos?a- cos?a 


11.1. RELACIONES FUNDAMENTALES BN 
sen 2а = 2 sen a.cos Q cos 20 = cos?a - sen?a ^ тап 2а = _2іапа_ 
1 - tana 


11.2. RELACIONES AUXILIARES 


Se obtienen a partir de las razones fundamentales con la ayuda de las identidades 
trigonométricas, así: 


2 sena = 1 - cos 2a Triángulo del ángulo doble 


2 cosa = 1 + cos 20 


sen 2a = — tna 
1+tan ‘о 

2 
cos 20 = tana 
I+tan а. 
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^ tan o. cota = 2 csc 2 o, 
* 
sent a + costa = i + T cos 40 : 


8 sen a = 3 - 4 cos 2a + cos 4а 


cota - їапа = 2 соі20 _ T 
` 8 P Р : 4 a 
senŠ a + cosa = 3 + Š соз 40 f 


8соз ою = 3 + 4 cos 2a + cos 4a. 
i 


PROB. 1 
Sabiendo que tan x = 1/2, determina: 
a) sen 2x b) cos 2x C) tan 2x 


RESOLUCIÓN ETT FEET ЫДЫ: 


Utilizando el triángulo adjunto, se tiene: 


1-1 P x 
b) cos2x — - 2 1 
I+tan x 
2 
JE 4 1-1 
cos 2x = = 


3 
= 4 _@ 
cos 2x = 5 = 5 
4 
32) 
с) tan 2x = 2tanx - : 


z abe c 
tan 2x = = 3 


PROB. 2 


Determine el valor de x en la figura: 


RESOLUCIÓN аА 


` 


De la figura propuesta se tiene: 


tan 2a = х ES Hino: s 
x tana К^ 
> ang „3 , pero: tano = 2 
1- ал“ о i 
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2 2 Se tiene, luego de multiplicar «2» a cada 
Luego: x ми! TN Xa. E miembro: 
E 5 = = 
h A ü Le š 2E = 2 sen2x + 6.2 cos? x + 12.2 sen x cos x 
x 
: 4 = 2E = 1 -cos 2х + 6(1 + cos 2х) + 12 (sen 2x) 
2 = 3 => — -3 2E = 1 - cos 2x + 6 + 6 cos 2x + 12 sen 2x 
x(x" -4) х°-4 
2 2 = 2Е = 12 sen 2x + 5 cos 2x + 7 
= 2х? = Зх?-12 > 12 = х? 
: Рего: 
o e x 2243 - (12? «(y «12 sen2x + 5 сов x< (127 +(5)? 
PROB. 3 Puesto que: 
Calcular el máximo valor de: = va? +62 <asenx+b cos x < va? + b? 
E = sen?x + 6 cos2x + 12 sen x cos x = -13 < 12 sen 2x + 5 cos 2x < 13 


(22117101) ккк ккк => -13+7< 102sen2x45cos2x47 < 1347 
Utilizando: 2E 
2 sen2x = 1 - cos 2x ... (*) -6<2E<20 > -3SES10 
" mínimo máximo 
2 cos?x = 1 + cos 2x... (9 


2 sen x cos x = sen 2x 260) ze Emáx = 10 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Es recomendable expresar los ángulos dobles en función del ángulo simple. 


2) Si se tiene el valor de la tangente del ángulo simple, y se desea calcular los valores de 
las razones trigonométricas de sus respectivos ángulos dobles, se utiliza el triángulo del 
ángulo doble. 


3) Cuando se tiene senos o cosenos a la potencia cuadrada o potencia cuarta ( sen? х E 
cos x;sen x ; cos x), se debe degradar (bajar la potencia a la unidad), utilizando las 
siguientes identidades. 
2 sen? x= 1 - cos 2х : 2 cos x = 1 + cos 2x 
З sen* x = 3 - 4 cos 2x + cos 4х 


8 cos! x = 3 + 4 cos 2x + cos 4x 
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RELACIONES FUNDAMENTALES 
01.- Simplificar: W = 3 + cos 4x - 8 вєп х 


A) cos x B) cos 2x C) 2cos 2x 


D) 3cos 2x E) 4 cos 2x 


02.- Reducir: M= 2(cos*x - вєп х)” -1 


A) cos 4х B) cos 2x C) cos? 2x 
D) cos? 4x E) 2 cos 4x 
03.- Reducir: 
sentx+costx | 
A 125 2x 
$епх + соѕх 

А)0 В) 1 С) 0.5 р)-1 E)2 
él Sihalifica: ЛАК - 1+ соѕ20 

.- Simplificar: = т 
A) 5 . csc? а B) 1 sec? a C) 1 соіа 


al 


D) 1 «sen? a E) 
05.- Reducir: 


ó 6 2 4 2 4 
М =cos x - sen x-cos x.sen x + sen x.cos x 


A) cos x B) 2 cos x C)cos2x 
D)2 cos 2x E) -cos 2x 
06.- Reducir: 

Cosx senx 


Е secx(1+ tan 2x) 7 cscx(14 cot? x) 
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C) -cos 2x 


A) cos х 


B) -cos x 


D) cos 2x E) cos” 2x 


l4 tan” (1- 2a) 


07.- Simplificar: W= —— —34 
[= ап?[® -20| 
4 
A) sen 20. B) sen 40. C) csc 20. 
D) sena. E) csc 40 
08.- Simplificar: 
3 
M= s: - sec^x . sen 2x, x * к „ke Z 
A) sen x В) -sen 2x C) sen 2x 
D) cos 2x E) -cos 2x 
09.- Reducir: 
` tanx сох 
 (1+tan2x)2 Ч (1+cot?x)? 
A) sen 2x B) 1 sen 2x С) 1 sen 2х 
р) ѕеп 2х E) 3 - sen 2x3 


CAMBIAR SOLUCION 10. Simplificar: 
W = cot 7° - 2 cot 14% 


A) tan 14° B) cot 149 C) cot 7° 


D) tan 7° E) 2 tan 7° 


11.- Si: sen x < cos x, simplificar: 


` W = cos 2x- (sen x + cos х). J1 —sen2x 


-ф RACSO 
BDITORES 


A)l  B)-1 С) 2 D) -2 E) 0 


12.- Escribir la siguiente expresión en térmi- 
nos de cos 6. 


6 
tan > 
ч d as 28 20 
Me ѕепб Цэн, es 
Ї 1 
A) cos 0 B) > cos 8 C) ¿“os 8 
D 4 1 cos 20 Е) хоро 


13.- Si: W = 1 + sen x + cos x + tan х, enton- 
ces una expresión equivalente de factores рага 
W será: 


215245. cos x) .Sec x 


| 
B)242 cos (X) -CSC x 
Су2 7? cos 


x) eos [xs +2) сх 


D) 2 /2 cos (x) .cos (x +1) csc x 


E) 242 cos? B .sen [x 21 ¿Sec x 


PROBLEMAS CONDICIONALES 
14.- Si: 
7sen^a + cosa = m + n cos 20 + p cos 4a 
Calcule: m-n-p 
A) 1 B) 3 С)5 р)0 E) 
15.- Si: (1 + sec 2x)(1 + sec 4x)(1 + sec 8x) 
= A. tan(Bx). cot(Cx) 


Calcular: È C ;siendo: B>0AC>0 
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A)0 B)1 i22 D)3 E)4 


1—cos 
16.- Si 
1—cos 


valor de V/A : 


(3) 
: = A.cos" (z) , calcule el 
4 


А) 2 B)1 C)05 D)1,5 Е)4 


17.- Si: 


A sen 2x + B cos2x + C 2 ptan^x 4 q tan x+ r=0 


2A 
halle el equivalente de: W = ВЕС 
A) plr В) qir С) тд D) rip E) p.q 


18.- Si se sabe que: 


= 2x 4х 
cos 2х = 1 - 8 cos 2 + 8 cos 4 


Calcular: M = cos 2x + 3 
AJO B)0, C)1 D)3 E)2 


19.- Si: 4 sena - 3 2 cos Q = 5, entonces 
calcular: 


W = cos 20 - 12 42 sen 20 
А)8 B)6 C)4 D)2 E)05 


| $есх 
20.- Si: соз х - sen х= 4 - 
Calcular: csc 4х 
m 1 _2т_ 
A) т-1 В) 2т-1 С) 2т-1 
m m? 
D) 2m+1 E) 2m-1 


1 
21.- Si: sen 2х = — , calcular: 
Л 


6 6 
W = sen x + cos x 
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3 3 I I 3 
А) 2 В) 2 03 0) 2 E) р 
X x 
22.- Si яв = Sen , a qué es igual: 
m 
Е = mcos 2х + n sen 2х 
A)n В)-н С)-т р) m E)m 
1 2 
23.45 ЕЕЕ йг. 
1—cos2a 
Р 2tan^a 
^ (l+ tana)? 


A)k В)4 O-t ту. gj 


24.- 5:1 cos x. cos y = sen а 
sen х . sen y = соѕ а 

Calcular: ѕеп2(х - y) en términos de а. 
A) sen a 


B) cos a C) sen 2a 


D) cos 2a E) -sen 2a 


1 
25.- Si: sen | = +x | = = „calcular: 
itv; 3 


W = cos| 2x -152— 
17 
Ag B-$ 94 


26.- Si: cos E + 5] = k. calcular 


5 
Wi= sen 2% 
= sen 5 
A) 2 В)42-1 11-41 
D) 2 E) 218 + 1 
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27.-Si: tan 2x = 8 cos?x - cot x 
Calcule:  M=2sen4x- 1 


AJOS В)І O) 1,5 D) EO 


28.-Si: tan (2 53 - tan (Зп + x)=2k, 


calcular: W = sec 4x - cos 4x 
k k 2k 

3 Pai 35-77 

2k? 4k? 
Ци P) par] 
29.- Si: sec^a - sec? = 2 

tana апр 

Calcular: M = a ome р 
А)0 В)05 С)15 D)2 E)1 


30.- Si se cumple: 2 - sec^x — 3 tan x 
Calcular: cot 4x 


13 


13 5 
А12 В Oz 013 90915 


31.- Si: 14x— 7 , entonces al calcular: 


e 1 ” 2./2совх . 1 
TE J2senx sen2 x 1- 4/25єпх 
Se obtiene: 
A) 42 B)2 42 024 
D)3 42 E)4 42 


32.- Calcular el valor aproximado de: 


cos22° 


sen8° 


0 
м-8)| 56122 J 


cos8° 


A)1578 В)2345 C)3497 D)2453 E) 1875 


RACSO 


"DITORES 


33.- Calcule el valor de la expresión: 
Л 7n Л. 
Wz =€ = 
Рт А; 12 
AJO B)05 Су2 ру4 
34.- Calcular el valor de la expresión: 


л 4 37 1 3л 
W = 4 == БЭЭ = 
sen те + Sen тс + 5 097g + 


l x 
9 795 Е 


13.53 102 mi E 


35.- Calcular el valor de la expresión: 


M= (1+7) (1+cos37 T) (1+ cos S) (1+00s2) 


1 1 1 
A) 1 B) = (099 D) 4 E) 16 


36.- Calcular el valor de la expresión: 
У + соѕ40° 
ña 621203 
sec45° 


А)0 BOS: £ OZ “DIS E) 1 
37.- Calcular el valor de la expresión: 


M = cos 5°. sen 5? -(1 + sen 40931 - sen 40°) 


A0 Bj Ol Da B-3 


VARIACIÓN DE EXPRESIONES 
38.- Calcula el valor máximo de la expresión: 


5 5 
W = cos x . sen x - sen` x. cosx 
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39.- ¿Cuál es la variación de la expresión: 


4 1—cos4x " 


7 l-cos2x 
A) [0 ; 2) B) [0 ;3) C) (0 ; 2] 
D) (0 ; 4] E) [0 ; 4) 


40.- ¿Cuál es la variación de la expresión: 


W = tan Ө - tan 20 + tan"0.tan 20, si 0 € Cip 


A) (0 ; 1) B) (-1;0) С) [-1 ; 0] 
Dy, Цэн, DAT 
IDENTIDADES AUXILIARES 
41.- Si: csc о = 4, calcular 
ajn a т,о\ 3 
Е ѕеп (2+9 + COS 455) 
ГЭ |. ЯРГОЛЭЭ 
sen (7 +3) «cos? (1-9) 8 
Ayo dis СШ 1085 . p 
) ) E "| DE 


calcular w2 i sen“ ($) 

1 2 1 1 
Ak B)y C) + D) Юу 
43.- Si: tan?x + cot2x = m, x € (0; 7/2) 


Calcular: /m+2 .sen 2x 


AJO В) 05 С)1 D) 1,5 E) 2 


f соёх —serfx 


44.- Si: = А + В соѕ 4х, 
OS2x 
T 
x* (2k+1)7 
Calcular: “A + B” 
AJO B) 0,5 С) -1 D)-05 E)l 


5 cos^x —sen^x 
45.- Si se cumple: ——— = т 
coS"x—sen x 


Calcular: М = 3 - cos 4х 


А) т B о 2 р) > B = 
т т т т 
46.- Еп la siguiente identidad halle: А - В 
8(вёп х + сов х) =A+B cos 4x 
AJO B)0, 


C)1 р) 1,5 E)2 


SITUACIONES GRÁFICAS 


47.- En la figura mostrada: 


AD-42 , ПрС-4, 

m Z BCE = m Z ECD, 

m Z EAD = 45°, 

m Z ADB = 90° y m Z ABD = x. 


Calcular: cot x. 


A D C 
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A)1 Вэра «Сэ D)4 E6 

48.- Si los lados de un rectángulo son a y b 
(a > b), entonces al calcular la tangente del 
ángulo agudo que forman sus diagonales se 


obtiene: 


a 2ab 2ab 
A) 5 B) рр С) vp 
ab - 2ab 
D) а? - b: ) а? -Ы 


49.- Si en un triángulo rectángulo sus catetos 
tienen por medida sen 20° y 1 + cos 20°, en- 
tonces la medida de sus ángulos agudos se- 


РА 


тап: 
A) 20°у70° В) 30” y 60° С) 40" y 50° 
р) 45° y 45° E) 10* y 80° 


50.- En la figura mostrada, AB = 3 cm, CD = 
7 cm, m Z BAC = 2a, m Z ADB = 0, т Z 
BAD = т Z BCD = 90°. Calcular: BD. 


A) 4 cm С 
B) 5 cm 
С) 6 ст 
D) 7 ст 


E) 9 cm A 


Utilizando las identidades de los arcos dobles tendremos: 


2sen?0 = 1 - cos 20 3 2cos^8 = 1 + cos 20 


De tal manera que si hacemos: 20 = о, entonces: 


2sen^$ -1-сов0 5 2 cos” = 1 + cosa 


: à а : : 4 
Si se despeja sen o A COS 7 Se obtienen las relaciones de los arcos mitad. 


12.1. RELACIONES FUNDAMENTALES 


ОТ 1 — созо cri 1 + cosa 
sen 5 = E 2 cos > = ж 2 
Ж |... 1-cos o cort — + 1+cos Q 

2 т ү1+соѕ о 2 ^ ү1-соѕа 


1] 


El signo + depende del cuadrante doride se encuentre 5 y la función que a este se le aplique. 


12.2. FÓRMULAS RACIONALIZADAS 


а 
sen € cos 
ы 2 [0 2 К Д 
Teniendo en cuenta que tan > = y cot = , se obtienen: 
2 a 2 a 
COS sen 2 
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PROB. 1 


Calcular: sen t y cos £ 


RESOLUCIÓN AAA 


л 
4 1-со$7 
*) sen £ =; EIL EE 
2 
Ре 2-42 
= + 44(——— = 
z 2 y 2 


Escogemos el signo (+) dado que Š e€ IC 


л | 42-42 
sen ç = 2 
117 
= 1+ соѕ = 
*) cos E = cos | 2 | = = 3 
42 
14 
= + 2 
2 


Escogemos el signo (+) dado que £ eIC 


De los resultados anteriores, deducimos el 
triángulo notable mostrado en la figura. 


"AL 


Si: cosx = i (23 «x «2n, calcule: 


x x 
b) cos 7 с) tan 7 


RESOLUCIÓN ESTER TEE 


Primero tenemos que ubicar el cuadrante 
donde se encuentra x/2. 


1-2 
x _ |l-cosx _ 2 
a) sen 5 = 2 = 2 
Y a Y 
NS -f 20 
х 1-с05Х юэ 
b) cos y =- 2 = Jd 
г c.m o s 
SOL m 
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d) tan £ = esc $ -cot 4 = 42.1 


РКОВ. 3 


Simplifica: 


x x X X. X 
Е = cot + С5С g + csc 16 + CSC 32 + С5С 6д 
РКОВ. 2 
Calcule: RESOLUCIÓN хэхэ ххх хэхаахаахх 
a) tan 159 b) cot 229 30” Utilizando la fórmula racionalizada tendremos: 
x x 
c) tan 18° 30” d) tan 1/8 сор + escé + csc 16 + CSC35 + csc 64 
RESOLUCIÓN EETTTTTTTITITTITITEPI 
x x 
cot— + csc— 
16 16 
x —r 
Se sabe que: tan > =Cscx- cot x 
x x 
1--- cer, 
A сога + СС 
cot — = CSC x + СОЇ x 
5 со + сѕс-Х- 
Luego: We ^" NÉ 
o o o 3 ATE 
a) tan 15? = csc 30? - cot 30° = 2- J3 


b) cot 22? 30' = esc 459 + cot 45° = J2 + 1 


C) tan 18? 30' = csc 37? - cot 37? = 


š : A Р. 
Finalmente: E = cot 128 


Di 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Para aplicar las fórmulas del ángulo mitad, primero tenemos que ubicar el 
cuadrante al cual pertenece el ángulo mitad, para que de esa manera podamos 


asignar su signo. 


2) En ángulos mitad es recomendable utilizar las fórmulas racionalizadas para 
evitamos de los radicales, estas fórmulas racionalizadas son: 


x x 
ue m = CSC X - C0t X A сої 5 = CSC X + cot x 
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RELACIONES FUNDAMENTALES 


01.-Si: cosx= ; x€ IC, 


oo | = 


X 
calcular: 4 cos > 


AJO B)05 С)1 р)15 3 
02.- Reducir: 


secx-1 secx +1 
= | + 
$есх +1 secx—1 


A)secx В)сѕсх C) 2 sec x 


D) sen x E) 2 csc x 
03.- Reducir: 


x x 
cot—.cosx+ 2cos2—.tanx 
кс, СОЛЕ TUTOR 
М = х 
secx.cot — 

2 


А)1 В)05 C)15 D) Е)25 


1 
04.- Si: csc2x- cot 2x = 3 , calcular: 


W = csc 4x + cot 4x 


2 B 3 4 1 
A)3 B)5 Од Эр Bs 
05.-Si: isenx=—— mai buswxi IC; 

а «b 


x 
calcule: tan 2 


А)а В)Ь os Dra Бу? 
a 
06.- Dada la siguiente identidad: 

2 2 x 
(I+senx+cosx) +(I -senx+cos x) = W.cot > 
calcula el equivalente de W. 

A)senx  B)2senx C)4senx 


D)cosx Е) 2соѕх 


07.- 51: соїх= 0,75  , хє ШС, 


х 
calcular. № = cos 2х - tan — 


2) 

Зз 4 SA 43 23 
As ов! UC 
08.- Calcular: 

x x Р x = 
2 sen 2- (cosž.tan x - sen 5)» 1, para x= 30". 


A)43. B)2.53 сй p 38 E) ыз 
FÓRMULAS RACIONALIZADAS 
09.- Simplificar: 

W =csc 2x +2 cot x - 3 tan x 
A) 5 cot2x B)cot2x  C)3cot2x 
D) cot x E) 2 cot 2x 


tan20° +cot40° 


10.- Reducir: М = соро сомо” 
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EDITORES 


А)1 B)05 C)025  D)-05  E)-025 


11.- Simplificar: 


2х 


^- хо x 
W = cot 2 2 cos 2 - Cot x 


A)cox B)senx C)l D)O E)cotx 


e 5 х 2Х 
12.- Simplificar: M = tan 25 2 sen $:cotx 


A) cosx B)cotx C) secx 


D) сѕсх E) sen x 


13.- Simplificar: 


x .cosx _l+cosx 
w=tan(3). tan 2x. Ёс cosx ) 


AJO  B)O5 Су1 D2 ¿ES 


1 x 
Cscx ——tan— 


14-Simpliica: M= 22 
—tan— + cotx 
si 

AJO В)05 С)15 D)I 


15.- Simplificar: 


E)-1 


tan Ze (1+senx) 
4 2 


W= 
COSX 


A)0 B)I 
16.- Reducir: 


(05. „руб.  E)2 


x x 


M=cscx+csc 7 +cSC т +CSC — + СС 
2 4 8 16 


A) cot 45 - cot x B)cot 46 


E) cot 2 


AE 
D) cot 32 64 


C) cót E 
17.- Reducir: 


2 2 2 
М = cos 2х- Lora 
tan x+cot x 
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A) cos x B) cos 2x C) cos 3x 

D) cos 8x E) cos 4x 

18.- Simplificar: W = csc 2x + cot 4x + csc 4х 
A) tan x B) tan2x C) соёх 

D) cotx E) 2 cot x 


19.- Simplificar: 


x x 
cot— —tan— 
2 2 


^ csc2x+cot2x 
А)0 B)2 C)0,5 D)1 E)1, 
20.- Calcula: tan 730” 


ANGN3-42*2 BING X3 242 
ore 45142*9 13)48-43-42:22 
E) V6 + 3442.9 


21.- Calcule el valor aproximado de: 


tan(9?) 
Ay 5-14 52205 — ву Saad ot Ji 
С)45 -1-45-2/5.. DJs - 14 45-245 
Е)4/5 «1445-245 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


22.- Si T s РЕ еа. 
„“ >l SC ситр e: tan 4 + tan 8 = Z CSC 2 " 
x 


х 
М = cos y + Sec y 


A)25 8)05 C)L5 D)2 E)3 


calcule: 


23.- Calcule el valor de la expresión: 


cot10”—tan10* 
7 csc40°+cot40° 


AJO  B)O5 C)1 D) 15 Е)2 
24.- 5: 1ап(45°-х)=т, 
calcular: E=sec 2x + tan 2x 
Aug Б) Qu mes "си 
m == m ээг т 
25.- Si: csc x - cot x= sen Ө, 
sec? X +соѕ2 Ө 
AD | 
calcular: M= 
cot * —csc0 4.1 
2 
A)05 B)2 С)1 D) 1,5 E)3 


26.- Determine el valor de: 


М = (tan 10° + 2 cot 20?)(sec 70? - cot 20°) 


A)1 B)0,5 С) 1,5 D)2 E)2,5 
27.- Si: sen x + mcos x = m, 

Icular: cot 2 
calcular: cot 2 

E 2 2 
A) Р, В)т От D) m E) = 


28.- Si la ecuación: х2 - (2 csc o)x + 1 = 0, 
calcule una de sus raíces. 


= a a 
A) tan 2 B) sen 2 C)cos 2 
a a 
D) sec > E) csc > 
29.- Si: 


cos 8x.cos бх.ѕес 2x = csc(Ax) - csc (Вх), 


calcule: [3 
C)05 рі 


A)2 B)O E 


30.- Expresar: tan E en función de: tan 
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ч sec € 
T 2 


a a a a 
A) -tan 2 +Sec > D) -tan 7 ` Sec y 


(0205 а 
В) tan 7 +Sec > 


E)2 (tan s + sec 9 ) 
1 a a 
С) 5 (tan 2 + sec 2 ) 


31.- Si: k sen td = cos 9 siendo sen 0 > 0; 


2 2 
[еей 
=2 -cscO será 
p ѕеп20 ) 
А) (12-62) B) кък Сә в-к! 


D) кук! E) к-К! 
SITUACIONES GRÁFICAS 


32.- En la figura mostrada, AB = 2 CD, m Z 
CAD=m Z CDB-8,m Z ACD =90. Determi- 
ne la medida del ángulo “0” 


A) 1 rad 
D 


B) 4 rad 


C) E rad 


D) 10744 


E) $ rad 


33.- Si sen4x- 0,6, siendoO « x « 1, 


calcular tan x. 
A) 1 B) JIO . C) HO. «3 
D) 4/10-3 E) v10 -3 


Al igual que en arco doble o arco mitad, en arco triple también las relaciones 
fundamentales se obtienen aplicando las identidades de los arcos compuestos o bien con la 
fórmula de De Moivre en números complejos así: 


sen Зо = sen (20 + о) = sen 20 cos a + cos a sena 
sen 3a = 2sen a cos a . cos а + (1-2 sen?a) sen a 


sen 3a = 2sen o (1 - sen? а) + sen a - 2 sena 


sen 3a = 2sen a - 2sen a + sen a - 2 senta 


sen Зо. = 3sen a - senta 
Por complejos: (cos œ + ¡sen о)? = cos За + іѕепЗо 


Desarrollando el binomio al cubo, luego igualando las partes reales eimaginanas se obtiene: 


cos За =4cos a- 3 cosa sen За = 3 sen a - 4 sena 


13.1. RELACIONES FUNDAMENTALES [| 


Se tienen las 3 relaciones migrira; 


sen 3 a = 3 sen a - 4 sen Heo cos За = 4 сов?а - 3 cós a 
Зар? де en 3tano - tanta 
W 21 í e Ч ETT 3tan* туна 


2 


13.2. RELACIONES AUXILIARES MN 


Seobtienena partir de las relaciones fundarnentales con ayuda de arcos dobles e identidades. 


4 senta = 3 sen a - sen За і" 4 costa = 3 cosa + cos За 
sen Зо = sen a (2 cos 20 + 1) соѕ За = соѕ а (2 соѕ 20 - 1) 
A sen За = 4 sen о.ѕеп(60° - o). sen (60° + a) 
_ cos Зо = 4 cos a.cos(60? - a). cos (60? + a) 
tan Зо = tan a.tan(60? - о). tan (60? + a) 
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Nota: sen 18° = За! 
РКОВ. 1 
Calcule: 
a) cos 111° b) sen 159? 


( RESOLUCIÓN xxx 

а)соѕ 111° = cos 3 (37°) = 4 со$337°- 3cos 37° 
DY afa 64| 12 

cos 11-42) 32) (5%) E 


.. 256 300 
ROUES ws 


741 
125 


b) sen 159° = sen 3(53°) = 3sen 53° - 4sen3 53° 


cos 111° = 


ѕеп 159° = x) (8) = 12 256 
sen 159° = 300 = 296 
ѕеп 159° = EH 

PROB. 2 

Calcular: 


a) E =sen 10? sen 50? sen 707 
b) P =cos 20? cos 40? cos 80? 


c) Q = tan 5° tan 55? tan 65? 
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RESOLUCIÓN FAA 


a) 4E = 4 sen10° ѕеп(60°- 10%sen (60° + 10°) 
4E = sen 3 (10°) = sen 30° 


4E = E= 


юр 


b) 4P = 4 cos 20° cos (60° - 20°) cos (60° + 20°) 
АР = cos 3(20°) = со$60° 


e na 
4P = P= $ 


м | - 


c) Q = tan 5° tan (60° - 5°) іап(60° + 5°) 
Q = tan 3(5°)= tan 15° 


0-2-43 


РКОВ. 3 
Determine el valor de: 


sen310%+c0s3 202 
ѕеп10° + соѕ20° 


RESOLUCIÓN ЇТТТТТТЇТТТТҮТТҮТТТТТ 


Multiplicando numerador y denominador 
por 4, así: 


к= 


2 4sen? 10°+ 4cos? 20° 


4(sen 10? + соѕ20° ) 


A continuación aplicamos una de las 
relaciones auxiliares: 


к = 35еп10° – ѕеп30° + 3с0520° + соѕ60° 
4(sen10? + соѕ20°) 


— 35еп10° + 3с0520° 
4($еп10° + со$ 20°) 


Finalmente simplificamos, obteniendo: 


.. S(senl0?-* cos20^) 


Ssenl0* cos20*) NES 
— 4(5еп10°+ соѕ20°) _ 4 


PROB. 4 


Dela figura que se muestra calcule la medida 
del ángulo x. 


RESOLUCION ЕД £ t k * k k k k k k k k k k kk k 


acot10° 


суе: acot Ocot 40? 


cot 20° = 


= a cot 0 cot 20° cot 40° = a cot 10° 


cot10° 
cot 20° cot 40° 


B 
> 


арте Wan: г< 


Luego: cot 0 — 


— 
A a cot 10° H асое С 
_ cot20°cot40° 
= EU cot10° 


Escribiendo en términos de tangentes: 
tan 0 = tan 10° tan 50° tan 70° 
Finalmente tiene la forma: 
tan Ө = tan 10° tan (60°- 10°) tan (60? -- 107) 
tan Ө = tan З (10°) = tan0 = tan30* 


= 0 = 30° © х = 20° 


DE RESOLUCIÓN 


1) Al igual que ángulos dobles, cuando se tenga potenciación cúbica, se debe 
degradar, es decir bajar al exponente de 3 a 1, aplicando las identidades siguientes: 


4 sen?x =3sen x - sen Зх 


4 cos? x = 3cos x + cos 3x 


2) Utilizar las fórmulas anteriores en forma apropiada. 


3) Aplicar cada una de las relaciones auxiliares presentes a situaciones problémicas 


específicas. 
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RELACIONES FUNDAMENTALES 
01.- Simplificar: 


cos?x—cos3x  sen?x+sen 3x 


= COS x sen x 
А)1 B)2 C)3 D)4 E)6 
02.- Simplificar: 


W = 4 cos x. cos(60? + х) . cos(60? - x) 


A) cos 3x B) cos 2x C) cos 3x 
D) cos 4x E) cos 6x 
03.- Simplificar: 
W= ыш: 5 3cosx + cos3x 

0,75—sen“x Зѕепх – ѕеп3х 
А)4+ cot^x B) cot^x C)2 cot^x 
D)3 cot^x E)4 сох 
04.- Simplificar la expresión: 

W = tan x. (222 
A) tan x B) tan 2x C) cotx 
D) tan 3x E) -tan 3x 
05.- Simplificar: 

sec*x ѕесх  8tana 


УУ do. X AA Os 
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A)1 B)2 C)-2 D)-1 E)3 


06.- Simplificar: 
1 +ѕесх + cos2x.secx 
^ tany + 2senx +sen3x.secx 
A)0,5 csc x B) csc x С) 2 csc x 


D) 3 csc x E) 6 csc x 


07.-Si: sen x + cosx = x 


, 


calcular: М = 16 sen 6x 
A)IO В)12 C)IS DIII E)I6 


А e A рот, 
l4 cos2x 2 


calcular: tan 3x 


1 5 7 
ой DÈ Oi DZ B 


09.- Si: W = 4- 8 sen29° - 3 sec 18°, 


entonces una expresión equivalente para W 
será: 


A) tan 92 B) tan 18° C) 2 tan 18° 


D)2 tan 9° E) tan 36° 
10.- 51:  3tanx+6tanx-1=2 tan^x, 
calcular: tan бх 


A)4/3 B)34 СШ  D)-12 E)2/3 


» 


RELACIONES AUXILIARES 

11.- Calcular el valor aproximado de la expresión: 
W = tan 9° + tan 27° + tan 63° + tan 81? 

А)4/5 B)J5 C)245 D)3J5 E)645 

12.- Calcule el valor aproximado de la expresión: 


tan72?-*tan36? 
^. cot72?*cot36? 


А)42 B)43 O)245 D)245 E45 
13.- Calcule el valor de: 

W = cos 380°.соѕ 140?.cos 260° 
A)1/8 B)I2 С) Ш D)1/8 E)1/16 
14.- Calcule el valor de: 

М = З ѕес210°. ѕес250°. csc220° 
А)16  B)18 С)42 D)36 рей 


15.- Calcular el valor de: 


M= 5 22° sen 82°.sen 38° 
cos112°- веп 212° 


A)1/4 B)1⁄2 C)1/8 D)1/16 Е)1/32 


16.- Simplificar: 


2cos6x +1 
We | tag x. 


2cos6x -1 
A)tan x В) tan Зх С) tan 6x 
D) tan 8x E) tan 9x 


17.- Simplificar: 
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A) cot x B) cot 2 C)2 cot x 


x x 
D)tan 2 E) 2 tan 2 


18.- En la siguiente identidad. determine el va- 
lor de M: 


sen3x cos3x kx 
жЕ, сл E EL, 
senx COSx 2: 

AJO B)l 0-2 D)2 Е)1 


19.- Calcule el valor de la expresión: 
W = tan 10%(3 cos 10? - 2 sen 10°. cos 70?) 
A)  B)l/4 C) 1/6 D)V/8 Еу12 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


20.- En la siguiente igualdad, se tiene una iden- 
tidad trigonométrica: 


Аѕеп4х+ Всоѕ2х 
senx 4 cosx 


Calcula: A + B. 


= sen 3x.cot x + cos 3x.tan x 


A)1 B2 Оз 06 E)4 


sen3x —senx 
21.- 51 ѕеситріе: sec2x- — — — —, 
senx 
calcular: cos 4x 
A) B)2 O22 D)0 E433 


3 1 
22.- Si: даах = — , alcalcular W = cos 4x, se 
senx 3 


obtiene: 
А) ШЗ B)-1/3 С)-23.  D)2/3 E)-7/9 
23.- Si: acscx=3-4 ѕеп2х 


2) “32 2:5 
bsecx=4cos"x-3, calcular: “a +b 


А)-2 B)O С)0,5 0)-1 E2 
. вепЗх+ѕепх 1 
A у caleulars (арх 
cos3x-cosx 2 
Al B2 Су 3... D)-L 5-3 
. 1 
25.-Si: ѕеп(60° - х) = 3 š 
calcular: W = -cos бх 
41 5 329 63 TEM 
Ар В) ёт О 79 De Di 
26.- Si: 1-со890 El s pe 
ИМ Гын MENS Y» 


“ээ 


entonces el valor de “х” es: 


А) 2 cos © В)со$ О С) sena: 


Р) 2 sen a E) 3 sen a 


sen3x 


со53х 
secx — cosx 


CSCX — senx 


27.- Si: 


= m, 


calcula: “сог2х” 


А)т2 B)m/3 С)т4  D)m/6 E)2/m 


28.- 51: sen x+ cosx=k, 
calcular: W = cos 3x - sen 3x 


A)k В) 3k - 20° C) 2k- 3k? 


D)3k-KÈ | E)3k-AP? 


29.- Si: тап?ф - J5 tan ф- 1=0, calcular: tan 6p 


7 35 11 
1145 22445 
DAS 22.7 
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30.- Si: cot x = K.cot Зх, 


CSCX 
calcular: = жо 
с8с3х 
k k 
ду AAA 
2k Fko I 
B) cus 


31.- Si: tanx=(2 + З ). tan (5) 4 


calcular sen(x + 309). 


EG в) 2 o Ë 
D) 2 E) Be 


32.- Si: 3 sen2x+2c082x=2;0<x<%, 


calcule: tan 3x 


ОЙ EN Ea 
A) 16 B) 26 С) 26 
7 7 
D) 13 Б)- 3 


33.- Si: tan(x + 15°) = 3, calcular: tan 3x 


1 5 11 
А) 37 B) 37 C) 37 


ч 


55 
D) 37 Е) F 


34.- Calcule el valor de la expresión: 
W = (Vi esenio*). sec 80° 


AJO В)05 Ol р) 1.5 E) -2 


35.- Calcule el valor de la expresión: 
W = 2 cos 160°.(2 sen 20° - 1)(2 sen 20? + 1) 


АМ "05" CIS *D2 "ER 
36.- Calcular el valor de: 

3cos65?—4sen? 25? 

M= e sera аны 
A) 46-42 4 2 B) £ C) 27 
54 má 
37.- Calcular el valor de: 
_ 4cos18?—3sec18" 
tan18° 
A) B)2 С)15 D)2,5 E)3 
38.- Calcular el valor de: 
2cos20^ 

A)! BO C)05 .р)1.5 E)3 


INI 


39.- Sia z b, eliminar el arco “х” de: 
e= = tan3x ...(1) 


a sen”x = b cos бх 242) 


AJb- a” =ab р) 862 - 2a2= ab 
B) 862 -a s ab E) 6a^ - 8b! - ab 
С) 8^ -2ab - а? 

SITUACIONES GRÁFICAS 


40.- En la figura mostrada: 


mZEAD-7 nz ЕСЄВЕ 58 E 
m ZABE-67 , AC L BD, 
ED=a SEG РЕ 


Identidades Trigonométricas del Arco Triple 


a 
calcule: Y 
A)tan 120? 
B 
В) tan 240° (t^ 
C)tan 30? A c 
Diane w 
E)tan21° D 


41.- En la figura mostrada, calcular: “x” 


S: mZBAE=54 , 
mZBCE=x P 


mZEAD=27 , 
mZCED=57+x , 
m £ ADE- 90 


А)10° B)20 С)15° D)25” Е)30” 

42.- De la figura mostrada, BC = 3, CD = 4, 
mz BAC-mZ CAD-m Z DAE; m Z АВЕ=90. 
Determine el área de la región triangular 


ABE. 


A)61 2 Р 
В)61.15 ° ^ 
С)63,25 i м 
р) 54,16 

B A B 
E) 59,53 u” 


Es frecuente encontrar situaciones que involucran razones trigonométricas senos y/o 
cosenos de ángulos (arcos) diferentes, cuya simplificación o tratamiento, requiere de la 
habilidad de saber transformar las expresiones de sumas o restas a producto. 

Las relaciones que permiten realizar dichas transformaciones provienen de: 

sen (a + B) = sena cos B + cos a sen В 
sen (о - B) = sena cos B- cos a sen B 
cos (a + B) = cosa cos B- sen a sen B 


cos (а - B) = cosa cos B + sen a sen 


Si sumamos y/o restamos miembro a miembro sen(a + B) con sen (a - B) y cos (a - B) con 
(a + B) y haciendo cambios de variables convenientes, como: 


ао +В = А о-В = В 


De manera дие: а = Аав л = AB... СЭ) 


Por ejemplo si sumamos sen (0: + B) + sen (a - B) , tendremos: 
sen (a + B) + sen (a - B) = sena cos В + cos a sen В + sen a cos В - cos а sen В 
sen (a + B) + sen (a - B) = 2sen a. cos В (9) 


Sustituyendo (*) en (**), obtenemos: 


senA + senB = 2sen [Ë $ В) СО$ (£ 58) 


En forma análoga se obtienen las otras relaciones. Si A y B son dos ángulos cualesquiera, 
se cumplen las siguientes transformaciones: 


sen À + sen B = 2 sen (328) «ө(257) 


2 2 
senA - веп В = 2 cos EE еп(А58 
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EDITORES 


cosA+cosB= 2 cos (528) РЕ r 
= 


cos A - cos B = -2 sen БЕЗЕ š 


14.1. RELACIONES DE TRANSFORMACIÓN CONDICIONADAS ME 


En un triángulo ABC se cumple aplicando las relaciones de transformaciones, y teniendo 
en cuenta que А + B + C = 180° se obtiene: 


sen A + sen B + sen C = 4 cos ^ ‚сов 8 ‚сов © 


cos À + cos B + cos С = 4 sen 5 .sen B .sen С +1 


A NO 
cos 2А + cos 2B + cos 2С = -4 cos A. cos B.cos C- 1 


95 
cal 
УА 


k| 
Ч a 


чу 


PROBLEMAS MODELOS 


PROB. 1 - K-2cos68 
Si: 36 0 = n; calcule: л 
Pero como: 360-тл = 60- 6 
cos 20 + cos40 + cos80  cos100 


cos48+ cos 260 $ 
д Luego К = 2cos E =2 | X 
RESOLUCIÓN RA Z Z Z 2 2 1 11 1 1 6 2 


к= 


Agrupando convenientemente, para luego E К = 43 
transformar a producto. 


k (cos108 + cos20)+ (cos80 + cos40) PROB. 2 


(соѕ40 + cos20) Encuentre el valor de: 
25 wes 2cos68cos40 + 2cos60cos20 ѕеп40°+ sen20? sen50°+ sen10? 
cos 40 + cos20 N = Ccos40°+ cos20° " cos50° + cos10* 
k = 2cos 60(cos48-+T0520) 
+ cos20 
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RESOLUCIÓN ы аажааж 


Transformando a producto 


2sen30?cos 20° 
2cos30°cos20° 


N- 25еп30°соѕ10° 
© 2с0530°соѕ10° 


Al simplificar obtenemos: 


= N= tan 30° + {ап 30° => М№ = 2tan30^ 


Finalmente: | 
2448 243 
Ана E - EN 
PROB. 3 Í 


Si 0= db , determinar el valor de: 


sen140- sen100 


sen60- sen 20 
cos140+ соѕ100 


ES cos20 — cos 60 


RESOLUCIÓN EZ 2222 2222222222223 


Transformando a producto: 


P 2cos40sen20 


k- 2sen20cos120 
-2sen 40sen(-20) 


2cos120cos20 


cos120sen 20 


.. соѕ40ѕеп20 
соѕ120соѕ20 


^ ѕеп40ѕеп20 


Al simplificar obtenemos: 

= P = cot48 + tan 20 
мин A 

Utilizando arco mitad 


= P = cot 48 + csc 48 - cot 40 


P = csc 40 
Е gm. zd. 
Pero Ө = 30 = 149 = 10 
de e SUP cts - — 


ѕеп18° 


Reemplazando su valor numérico tendremos: 


1 4 
P= = —— 
Ч 5-1 45-1 
4 


Tu C 
(45 -D(45 +1) 


P= 4541. 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Cuando se tiene una suma o una diferencia de dos senos o dos cosenos, se debe 


transformar a producto. 


2) Cuando se tiene sumas o diferencias de varios senos o cosenos, se agrupa 
convenientemente, para luego transformar a producto. 


3) Para transformar a productos no interesa el orden de los ángulos (si uno es mayor 
o menor que el otro), es suficiente con aplicar las propiedades de transformación. 
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ы лс: 
BDITORES 


TRANSFORMACIONES A PRODUCTO 
01.- Reducir: 


с0815х-410с0510х--с055х 
^ sen15x+10sen10x+senSx 


A) cot x B) cot 2x C) cot 4x 
D) cot 5x E) cot 10 x 
02.- Reducir: 


_ cos(45^*x) — cos(45°—x) 
^ sen(120°%+x)—sen(120°—x) 


А)/2 BI СО D05 E2 


03.- Simplificar: 


1,5+ `/3веп2.х 


1 tant x30?) 


(ы 


соѕ52х+ 


AI B42 02 0р)15 БУ 
04.- Reducir: l 


W = cos 10 x + cos 8x4 6cos2x + 3cos2x- 3 
- 8 cos Зх.соѕ x 


AJO В)І 
05.- Reducir: 


0)05 D)2  E-05 


2(sen 2x+sen 2 y) 


ке 1-с08 2х + соѕ 2y + cos(2x-2 y) 


A) tan x B)tany C) tan x - tan y 


D)tanx--tany E)tanx. tan y 
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06.- Simplificar: 
(tan 2x+cot x— 4 cos ?xy(sen 3x—sen x) 


ыг 12 sen x(sen x+ cos xe 


A)cosx В) 2соѕх С) ѕепх 
0р) 2 ѕепх Е)соѕ 2х 
07.- Transformar a producto: 
M = sen x + sen 7x + 2 sen 3x + 2 sen 5x 
А) 2 sen 2x cot x . sen Зх 
В) 2 sen 2х. cot Зх. sen 6x 
C) 2 sen 4x . cot x . cos 3x 
D)2sen4x.cot 2x . sen 3x 


E) 2 sen 4х cot x . sen Зх 


cos12° +sen30° +cos84° 
08.- Calcular: W = ^ cr 60429 
Al Bl 0-3 ро 52 
2) 2 
09.- Calcule: 


W = cos? 10? + ѕеп220° - sen 20°.соѕ 10° 
3 3 1 
A)1 B5 О-2 D)-> E) 3/4 
10.- Calcule el valor de la expresión: 


2sen50°—1 
7 tan35°+cot35° 


А) Во Су 00 -1⁄4 


11.- Halle “т” de la identidad: 


sen4x+senóx _ sen mx 
sen2x ^ senx 
А)1 В)5 C)3 D)2 E)0,5 


12.- Calcular el valor de: 
М = cos 20° + cos 100? + cos 140° 
A)0 В)05 O)I D)-1  E)-0,5 


13.- Determinar el valor de “M” si: 


sen5x + ѕепбх + sen7 x 
— МЕ сой + 1 
senx + sen2x+sen3x 
A)! B)2 O 3 D)4 Е)0,5 
14.- Calcular el valor de: 
. sena + senda + senga - 

M- cosa +cos5a +cos9a Para 0 = 10* 

A) B2 C-l DO BI 


PROBLEMAS CONDICIONALES 
1 л 

15-51 о = 217 
sen 23a —sen 70 
sen 20 + ѕеп 140 


CO-) р)05 


calcule: W = 


AJO B) E)-05 


16.- Si: соваласнр =k, calcular: tan (252) 


1+k 
1-k 


17.- Si: A+ B + С = п, expresar como producto: 


1 2 1-К 
А) К B) iom D) ETE 
W = sen 4A + sen 4B + sen 4C 
А) 4 ѕеп 2А . sen 2B . sen 2C 
В) 2 sen 2A . sen 2B . sen 3C 
С) -4 sen 2A . sen 2B . sen 2C 
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D) -2 sen 2A . sen 2B . sen 2С 
Е) 4 cos 2A . cos 2B . cos 2С 


1 
18.- Si: tanx= 3 , reducir: 


sen5x + sen3x 


© COS5x + cos3x 
7 3 4 5 2 
Az Bi O D? p% 
24 4 B B 7 


cos8x — cos7 А 


19.- Si: cue. = P cos 5x - Q, 
calcular de : P + Q 

A)0 BLETO? D3 B35 
20.-Si: sen x+ sen y=a 


COS x + COS y = b, 


calcular: sen (x+ y) 


ца ES —. 
Dg Dra 

21.- Si senga =m „calcular : m 
22.- Si: 


P. cos(Qx). cos" (Sx) = cos 8х + cos 4x - 4 sen2x 
+ 2, determine el valor de: (P + Q) - (R + S) 
А)0 В)05 C)-1 D-05 EI 


cos47?-cos73* 3 


23.- Si: y ИШ .k „calcular: 
W =tan 32° 
1t 2 3-4 3-k 
А) k B), O Г)3-1 Dre 
RACSO 


EDITORES 


24.- Si: A + B - C2 7, calcular "M" de: 


A B 
sen А + sen B - ѕеп С = М . ѕеп- . ѕеп =. 
С 2 2 


cos = 
2 


т ” Бл Oi! De 


25.- S: А+ B+ C=z,simplifica: 


Е)0,5 


senA sec t (senB + senC)1an ^ 


W= Я 


senB – ѕепС 


В С 
А) cot 2 B) cot 2 


D) (86) E) со(®-©) 


ES) 


С) 21 2 


26.- Si: sen x + sen y =m; соѕх+ соѕ у= п; 
m #0,п +0. Calcular: W = cos(x + y) 


n? 4m? 
n? m? 


2 2 
n -m 
Da 2 


n + m? 


Ап Ша m 


2cos20?—cos40? 
ѕеп40° 


determinar: sen Ө ,si 0 € ШС 


TAV ga 


27-51: tan 0 = 


1 
А) B)-5 


28.- Si: фес + а) + sec(x - a) = 2 sec x. calcu- 
lar: cos х en termino de “a” 


a a 2 a 
A) cos > B) 2 cos 2 C)sen 2 
20 24 
D) cos 2 E) 2 cos” 2 


29.- Si “Ө” y ф son las raíces de la ecuación: 


0-Ф 
asen x+ b. cos x = c, calcular W = tan 87-77 


a+b a 
D= b E) 


B)b o? b 


A)a 


Transformaciones de Sumas o Diferencias a Productos 


30.- „Si: sen 5x + sen 3x+ sen х = М sen x+ № 
sen m Р sen х. calcular: W ZP- N-2M 
AJO В)05 C)-05 р) E)-1 
31.-Si: 


W = sen(x + 20°) + sen(x - 50°) , x € [0; 360°], 


determine un valor de “х” que maximice dicha 
expresión. 


A) 105° B) 120° C)110 10) 108° E) 115° 
EXPRESIONES EQUIVALENTES 

32.- Si: W = 4 sen x + sec x, determine una 
expresión equivalente de W en factores. 


ES [Gt 
A) 4 cos x sen (545) cos(x 5) 


“лиг NR Ed 
B) 4 csc x sen (x +Æ). cos(x 5) 


C) 4 cotx. sen (x +5). cos Í 
D) 4 sec x . sen n(x 4E. cos(x -®) 


E) 4 sec х. sen (5 s). соз[х- 15) 
33.- Si: W = 4 sen 40° - 4/3 , determine una 
expresión equivalente de W. 


A) tan 10° B) tan 20° C) tan 30° 


D) tan 359 E) tan 40? 

34.- Expresa como un monomio: 
Mzl1-44cos 20° 

А)-/3 B) J3 cot 10° 


D)43 cot 40” E)43 . cot 20? 


C) 43 cot 40° 


35.- Si: W 2 34- J3 , determine una expresión 
trigonométrica equivalente para W. 


135 


A) V6 sen 75° B)2 V6 sen 15° 
C) 46 sen 15° D) af sen75? 
E)2 46 sen 75° 


36.- Si: W = 1 + cos 2x + cos x, determine una 
expresión equivalente de W en factores: 


ЁС 


А)4 cos x cos > 2 


2 В) 4 sen х cos 


C) 4cos x cos E 3 z D) 4cos x cos E «E 


хп x n 
E)4 cos x . cos (i. z) cos [2 z) 


37.- Factoriza: 1 + sen 14? + cos 14? 


A)2 418 cos 38° ру2 43 cos 38? cos 7° 


В) 472 cos 38? cos 7° E)2 J2 . cos 38° . cos 7° 
C) 22) cos 38° cos 7° 
38.- Eliminar el arco “х” de: 


sen3x senx 


ѕеп5х 
а b c 
A) c(a + c) = b(b + c) D) c(a - c) z b(b + c) 
B) c(a + b) z b(a - c) E)c(a + c)  b(b - c) 
C)c(c * a) = ЫЬ + c) 


€&, 35 


39.- Elimine el arco “x” de: 


sen(x+2) =m+senx ...(1) 


6 
cos [x +Z) =n-cosx ...(2) 
А)42п-т В)(2+-/2)п=т 


OQ-42)2m D) 2-443 2m 


Е)(2- Л Ja =m 
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SITUACIONES GRÁFICAS 


40.- En la figura mostrada, AB = CD, AC = 3. 
BD=4,m Z EAB =Q, m Z ECD - 0. 


D 
a6 B 

Calcule: sen P 
A C E 


3 4 l 1 3 
^, VIA DS. Es 
41.- De la figura mostrada, DC =2 CB, calcular: 


tan (5 = >) р 


W = бсх-сйх 


A B 
l 1 1 1 
A! B5 Су, Dg Юз 


42.- En la figura mostrada, ABCD es un cuadri- 
látero. т Z DAE -x. m Z EAB =3x. ВЕ 1CA: 
DC 1 СА ; AB = AD =K. Determine el área de 
la región sombreada, en términos de «k» y «x». 


B 

с А 

р 
A)ksen2x . B)2ksen 2x С) sen2x 
р) 242 sen'2« Е) A, sen2x 


A RSS 
EDITORES 


Al igual que en las transformaciones de sumas o diferencias a productos, también es 
importante las transformaciones de productos a sumas o diferencias, se obtienen a partir de: 


sen (a + B) = sen о cos В + cos a sen В 
sen (0-0) = sen o cos ñ - cos a sen B 
cos (a + B) = cos a cos В - sen a sen В 
cos (a - B) = cosa cos ñ - sen a sen B 
Se obtienen sumando o restando senos con senos y cosenos con cosenos, así por ejemplo: 
sen (a + В) + sen (a - B) = sen о cos В - cos a sen B 


Es decir: 2 sen à cos В = sen (a + В) + sen (о - B) 
En forma similar se deducen las otras relaciones de transformación: 


Sean x e y dos ángulos cualesquiera, se cumple las siguientes transformaciones: 
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РКОВ. 1 
Reducir a su mínima expresión: K = cos Зх sen x - cos 4x sen 2x + cos 5x sen x 
( RESOLUCIÓN EEE AAA 
Multiplicando por 2 ambos miembros, luego transformando a sumas o diferencias: 
2K = 2 cos Зх senx - 2cos 4х sen 2x + 2 cos 5xsenx 
2K = sen 4x- sen 2x - (sen 6x - sen 2x) + sen 6x - sen 4x 
Al efectuar como sigue tendremos: 
2K = sen 4x - sen 2x - sen 6x + sen 2x + sen 6x - sen 4x 


2K=0 


Finalmente: K=0 


PROB. 2 


Calcule: W = cos 7 + cost + cos эл 


RESOLUCIÓN *+х+ххххахїххххїхїххх)хїхїхїїйхїхїйїйїїйїйїйїїйїїйхййїйїїһїїїйх 


Multiplicando por 2 sen Z a ambos miembros: 


7 
л à 2225 Эл con A Эл x 
2sen7 W = 2sen cos 7 + 2cos 7 sen 2 4 2cos 7 sen 7 
20522220 ГЭРЭГ бл oy л 
2sen?..W = sen? + sen sen +sen sen 
X үү sen т 
2 sen М =sen=7 
1 Trus OMA 
Pero: Я 7*7 T 
= ѕеп 2 = sen $ 
7 (i 
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Luego tendremos: 2 sen Č . W = sen 2 


7 7 
: "T 
Finalmente: W= = 
2.54 
РКОВ. 3 
De la siguiente igualdad: 4 cos x.cos Зх + 1 = OH) ; calcule el valor de "P". 


[RESOLUCIÓN PR AAA TTL 


Multiplicando a ambos miembros por sen x. I 


2. 2senxcosx cos Зх + sen x = sen (Px) 
CRIA 
sen2x 


Luego: 2. sen 2x cos 3x + sen x = sen (Px) 
Transformando a sumas: sen 5х - sen x + sen x = sen (Рх) 
sen 5x = sen Px 


' 
Al comparar obtenemos: P=5 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Cuando hay productos de 2 senos o 2 cosenos o un seno con un coseno, se 
debe transformar a sumas o diferencias. 


2) Necesariamente para realizar la transformación, debe llevar un coeficiente 2; 
Si no tiene hay que multiplicar. 


3) En las transformaciones a sumas o diferencias, no interesa cual de los ángulos 
es el mayor o menor, es suficiente.con aplicar convenientemente las fórmulas de 
transformación de producto a suma o diferencia. 
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APLICACIONES DIRECTAS 


01.- Simplificar: 


2cos?x — cos2x.cosx + cosx 


w 
8cos^x — 6cos?x 
A) sec 3x B) csc 3x C) sec 2x 
D) csc 2x E) sec 4x 


02.- Reducira un monomio la siguiente expre- 
sión: 

W = sen 3x(3 sen Зх - sen 9x + 4 sen 3x.cos^3x) 
C) sen? 3x 


A) sen 3x B)4 ѕеп23х 


р) sen? x Е) 4 ѕеп2 х 


03.- Reducir a un monomio Іа siguiente expre- 
sión: 


W = 2 cos x. (cos 5x + 5 cos 3x + 10 сов х) 


A) ѕепёЗх В)4 ѕеп“ х С) 8 cos* х 

D)i6cox Е) 32соѕбх 

Ру ранее 
2соѕ10х+1 

А) соѕ х В) соѕ 2х С) соѕ Зх 

D) cos 4х E) cos 6x 

05.- Reducir: 


М =2 cos 6x + 2 cos 4x + 2 cos 2x - sen 7x.csc x 


А)-1 В)1 C)0 D)0,5 E)-0,5 
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06.- Simplificar: 


1 sen7x 
=> - cos 2x - 2 cos 5x.cos x 
2 senx 
A)0 B)-12 012 D)1 E)-1 


07.- Encontrar el valor de: “o”, si: 


cos 12°. cos 60*.sec 72°- cos 24° = 


ѕеп20.соѕа 
ѕепЗа 


O4 DE BE 
PROBLEMAS CONDICIONALES 
08.- Si: cos A = cos B. cos C , 


reducir: w=tan(47B) лап (4,8) 


A)2 B)? 


2 2 
A) tan? (5) В) ша (8) C) tan (5) 
prin (3) Ба (2) 


09.- Si 60x = 7л, calcular el valor aproximado de: 


W mary- S SS 

соѕ(х+ y) 
A > AMT ШТ”. Hol 
210.94 97 Da 19 53 


10.- Si: sen 7x= 2 sen x, calcular: 
W = cos 2x + cos 4x + cos 6x 


AJO B)-1  C)l D) 12 E)-12 


MAS 
EDITORES 


11.- Si: tan(& + Ө) + tan(a — Ө) = 2, calcular: 
M = sen 4a - sen228 
С)0,5 D)-05 BO 


A)1 B)-1 


12.- Si enun triángulo ABC se cumple: 


sen B. sen C = cos? G , entonces dicho trián- 
gulo es: 

A) isósceles В) equilátero C) rectángulo 
р) acutángulo Е) oblicuángulo 

13.- Si: 


cos 4л qan OR *2sen7 = sen z (W- 1), 


entonces W es igual a: 


А)1 B) C)4 D0 B)0S 


14.- Si: tan 3x = 2, calcular 


W = (cos Зх + 2 cos xXsen Зх - 2 sen x) 


AJO  B)I/S C)1 D)2/5 E)-1 
. tant I+cos2x 
15.- Si: Le. хээ 
tana 1+sen*x 
calcular: W = sen(3x + О). csc(x - 0): 
A)3⁄2 В)5/2 С)7 D)3 E)5 


16.- Si: cos x . cos y. cos z= m; x+ y + z = 27, 
2 2 

entonces al calcular W =sen x+ sen y + sen2z, 

se obtiene: 


A)m B)2m C)2m-1 
D) 2(1 + т) E)2(1 - m) 

» SEED SOM E s - 
17.- Si: sen(x y) =3, tan 7 =P,tan 5 -0, 


entonces al calcular: P.Q se obtiene: 


AJO  B)-12 O)1⁄2 D) 1 E)-1 
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18.- Si: 
32 senŠx= M + N cos 2x + P cos 4x + Q cos бх. 


entonces el valor de: M+ М+Р+ Оеѕ: 


AJO В)І CO-1 D05 Е)-05 


19.; Si: M sen x + N sen Зх + P sen 5х = 8 
sen х. entonces el valor de: M + N + P es: 


AJO B)1 @)2 D)3 E)4 
20.- Si: W = 2 cos 10°.sec 20° - 4 , entonces 


una expresión equivalente de W será: 


A) tan 10° B) tan 159 C) tan 20° 


D) tan 259 E) tan 359 


21.- Si: P sen25° - Q sen 21° = cos 16°.cos 13° - 
cos 59°.cos 20°, entonces al calcular: P + Q se 
obtiene: 


A) ВИ 0%” р? Ea 


22.- S: W = 4 cos 3x . cos x + 1, entonces una 
expresión equivalente de W en factores será: 
A) sen 3x.sec x D) sen 3x.sec x 
B) sen 5x.csc x E) sen Sx.sen x 


C) sen 3x.csc x 


VALOR NUMÉRICO 
23.- Calcular : 


W = cot 19°- 42 sen 26°.csc 19° 


AJO B)1 C)1⁄2 D)-12 El 


24.- Calcule el valor de: 


25еп40° (sen50? —2sen10?.cos40?) 
M- sen80? —sen20? 


A)! В-і C)O D)0.5 E)-0,5 


25.- Calcular el valor de: 


M= |]геп15х.зепбх+ 1 соз21х Р 


2 E 
para: х= 2 
A)I/2 B)I3 0)-12 D)-I3  E)3 


26.- Calcule el valor de: 


М = > . sec 80?- 2 sen 70° 


n| = 


AJO B)-2 С)1 D2 E- 


27.- Calcule el valor de la expresión: 


W = sen 50°.ѕеп 10? + sen 610°.ѕеп 130? - sen 


430°.соѕ 280° 
A)1 B)3/4 C)-1⁄4 
D)-3⁄4 E) 1/4 


28.- Determine el mínimo valor de la expresión 
M definida por: 


M = 3 cos 4x + 4 sen Зх. sen х 


A)-32 B)1⁄2 C)-12 D)O Е) 3/2 
: „Всоѕ20°—ѕеп40° 

29.51: tanx- БЕ:  d- «БОП? 

calcule un valor de “x” 

A) 109 В) 18° C)20 D)32 Е)40 

MISCELÁNEA 


30.- Una expresión en términos de sen A y 
sen B, equivalente a 

sen (A + B) sen (A - B) es: 
A) sen2A - ѕеп В D) -(sen2A + sen?B) 
B) sen^A + ѕеп В E) -(sen A - sen B) 


C) ѕеп?В - sen?A 
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31.- Simplificar: 
sen 2a.sena * sen 4a.sena +ѕеп 7a.sen 2a 
sena.cos 2а +ѕеп 2a.cos 5а +ѕепа.соѕ 8a 


A) tan a B) tan 3a C) tan 2a 
D) tan 5a E) tan 7a 
32.- Reducir: 
sen 7a 
- 2 cos 2a - 2 cos 4a - 2 cos ба 
sen a 
A) sen a В) сѕса С) tan a 
D)1 E)-1 


33. Calcular: cos 6°. cos 42° . cos 66? . cos 78? 
AJO В)І C)-1 D)VI6 E) 1/8 
34.- Al simplificar la expresión: 


Е = sen 6? . sen 54? . sen 66°, obtenemos: 


A) sen 12° В) 2 sen 6? С) sen 189 
1 о 
Бу? зев 129 Б) 2110 
35.- Hallar: 
sen 40°.ѕеп 80° + sen 80?.sen 160° + sen 160° 
.sen 320? 
A)!  B)32 C) 3/4 D) 3/8 EJO 
36.- Simplificar: 
senx — sen 3x 
sen2x  sendx 
senx sen х sen x 
sen2x )-sen2x send х 
sen x sen x 
23 sená х sen x 


37.- Si: a - b= 15", ¿cuál de las siguientes expre- 
siones es equivalente a: cos b (sen a + cos a) 


> RACSO 
EDITORES 


A) 32 (соз 2b+ 3 sen2b) лу 35: B) V5 -1 o У5-1 


2 4 
В) 32 (3 cos 2b t sen 2b 43) D) x E) el 
C) 43 (= 2b+ 5.22 +1 J 39.- Reducir: [sen x (sen 3x +sen x) 
A) |sen x| B) |sen2x] C) |sen3x| 


D) i (cos 2b 43 sen 2b) 
D) |cos2 x| E) [cos 3x| 


E) £ (sen 22+ уЗ соѕ 2b) 40.- Si: cos Ө = 0,75 
38.- Determine el valor de la siguiente ex- Р 30 8 
presión: calcular: 32 sen 2 sen 

N = 4sen0 - sen40 - sen60 + 2 senO A)6 B)8 CO 10 D)12 Еу 


руе BL. 
Cuando: 0 = 30 


PROSTAFAIRESIS 


Cuando Neper se encontraba enfrascado en el estudio de las sucesiones para luego 
deducir sus famosos logarítmos, le visitó John Craig , médico del rey Jaime VI de Escocia, 
y le habló del uso que se hacía en Dinamarca del método de prostafairesis. Por aquella 
época comenzaron a aparecer diversos tipos de identidades trigonométricas por toda 
Europa, como resultado de un menor énfasis en los cálculos de resolución de triángulos, 
y mayor en cambio en las relaciones funcionales de tipo analítico. Entre estas identida- 
des estaba un grupo de fórmulas conocidas como las "Reglas de Prostafairesis", es decir, 
fórmulas que permitían convertir un producto de funciones circulares en una suma o 
una diferencia (de donde les venía el nombre de prosthaphaeresis, palabra griega que 
significa suma y resta). 


Transformaciones de Producto a Sumas o Diferencias T15 143) 


El trabajo con sumas de números es frecuente en múltiples problemas que deben enfrentar 
a diario los especialistas de diversas ramas del conocimiento, y para su determinación se 
trabaja desde el punto de vista teórico en la obtención de expresiones compactas, no obstante 
las facilidades que brindan las aplicaciones de la Ofimática (Automatización, mediante sistemas 
electrónicos, de las comunicaciones y procesos administrativos en las oficinas ), con vistas a 
evitar errores provenientes de la captación de datos. 


Tomando en cuenta el amplio espectro de aplicaciones que pueden ser beneficiadas 
con este tipo de resultado, en el presente trabajo se realiza una recopilación de las propiedades 
de las sumatorias que figuran en la literatura, posterior a lo cual se proponen y demuestran otro 
conjunto particularmente relevante cuando se trabaja con funciones de variable discreta cuyos 
intervalos de variación son uniformes en todo el dominio de la función. En muchas situaciones 
problémicas donde se presenta una serie de sumas o productorias, éstas deben reducirse en 
otras equivalentes más sencillas, para lo cual es recomendable tener en cuenta dos sumatorias 
y productorias de senos y de cosenos, como las más importantes. 


16.1. SUMATORIAS 


Siendo : n = Número de términos r — Razón aritmética del ángulo 
x = Primer ángulo u = Último ángulo 
Verificándose que: и=х+(п-1)к => n= s + 1 „así: 
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16.2. PRODUCTORIAS 


2n 


E зеп 221 ence еліт 
sen 2n41 80 241 “Ө! 2041 77980 254] = n 


i ei 


PROB. 01 


Calcular el valor de: 


2л 4n 6л 
E = cos 7 + cos 7 + cos 7 


RESOLUCIÓN ETT TE PP ss 


Multiplicando ambos miembros por (2sen z) 


2sen = E= 2sen t. cos 27 + 2sen £. cos 47 
7 7 7 7 7 


A, , -A .vƏÑ.—ə 


+ 2sen*, cos бл 
7 7 


л 5n 3n эл 
-sen = +sen -sen +ѕепл -sen — 


Р 3л 
posi 7 7 7 7 


Esta expresión tiene la forma de una serie 
telescópica, por lo cual se reduce a: 


т n 1 
25еп 7 .E = - sen Cs 2 
PROB. 02 
Calcular el equivalente de: 
senx + sen3x + sen5x..... + sen (2n - 1)x 


^. cosx + cos3xcos5x +...... + cos (2n - 1)х 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


x 2n Зл E 18:14:01 
COS 2041 (08241 00852 41 `` COS 25.1 = 


3n d 


AN 


i 


| RESOLUCIÓN ecce 
a) Analicemos el numerador de la fracción: 
N = sen x + sen 3x + sen 5х + .....+ sen (2n - Ux 
Aplicando la fórmula de sumatorias, tal que: 


n=n;u=(n-Dx= r=2x 


зө 25) » = 


N= 
S z 
2 
sen(nx) 
= N=— --U .sen (пх) 
senx 


b) Ahora analicemos el denominador de la 
fracción: 


D = cos x + cos 3x + cos 5x +.....+ cos(2n - 1)x 
Aplicando la fórmula de sumatorias, tal que: 


nan ; u= (2п-1)х = r="2x 


п.2х 
ATO ) x+(2n-Dx 
p = сло 
gen E) 
= = sen(nx) cos (nx) 
senx 


Desarrollando el numerador de la expresión y 
sen(nx) (nx) : 1 ; 
N so SS simplificando, encontramos que: 
D sen(nx). pe 
senx Ө 
csc 0 = cot, - cot 6 
K = tan nx 


csc 20 — cot 6 - cot 26 


03.- Hallar la suma de la serie: EN ENS 


S = csc 0+ csc 20 + сс 40 +.....+-csc 2"! Ө 


na п2 _ n-1 
| RESOLUCIÓN PATEAR EA B o xu E 


Generamos una serie telescópica, tal que: 


iu ug 1 
S = cot; - cot 2% e 
1 


sen ` 0 0 
sen— ѕепӨ.ѕеп — 
2 2 


send sen(o- 9) 
csc Ө = I a 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Para calcular la suma: S, = a, + аз +.....+ a, no existe un método general, 


pero uno de los muy pocos casos en que es posible calcular su valor es el siguiente. 
Si a, se puede expresar en la forma: a, = b, , | - Б, 


Entonces: S,— a+ a, + аз *..... E. 


= b,- b, + b; - b; + b, - b3 + ЭР + biara bh 
Д 5, т b, * E š P. 
a esta serie se le denomina «Serie telescópica» 
2) Para simplificar una productoria como: P = aj . az. a; ..... a,; bodemos su- 
gerir la siguiente estrategia. 
Una Uz Us U, Un Una 
Haciendo: An = Un =s P = U, 5 0, i Us NM U, = P = U, 


3) Cuando se tenga una productoria de tangentes de ángulos consecutivos, se 
aplicará lo siguiente: 


T 2n 3n nn _ 42041 
n e AEE Mna A. 7 778 


donde: n = número de términos 
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EDITORES 


SUMATORIAS 


01.- Reducir: 
W = sen x + sen 3x + sen 5x + ...+ sen 35x 
C) sen (185) 


A) sen'(12x) B) 12с5сх 


D) sen" (18x) .Cscx E) sen 12x).cscx 
02.- Indicar una expresión equivalente de: 


W = cos x + cos 3x + cos 5х +... + cos 45x 


A) 5. sen46x.cscx В) 25ѕеп 23х.сѕсх 


С) 2 sen 24x . csc 4х D) 8 sen 21x . csc 6x 


E) 4 . sen 48x . csc 12x 

03.- Calcular el valor de: 

W = sen 2? + sen 4? + sen 6? +... + sen 540° 
C) ѕеп“ 9° 


A) tan 9? B) cot 1° 


D) 3sen 9° E) -4соё 9° 


04.- Determinar el valor de: 


л 5n Ол 
W = senis + ѕеп TZ + ѕеп < +... 


15 15 ESTE 
8-45 5-45 10- 245 
A) хай В) ыы С) 1 45 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


05.- Identifica la expresión equivalente de: 


W = зеп т + 2sen 13 + 3sen 13 +...+ 


вл үй us а дод 
$еп 13 + 11sen 13 * sen 13 


A) 2cot 15 В) бап 15 C) 12cot26 


13 
D) Stan $ E) т toc 


06.- Reducir la siguiente suma: 


9 T о Зп 2 5п 
Mecos = +СО$ а ECOSSE... 
п п п 


2 л 
224805 Qn- DF 


«f$ »* of юз p: 


07.- Calcular el valor de M, si: 


ТЭМ 5 EA. d 
70057, .CoS + COST" .C08 5 + 
4n бл 


+ cos = COSE 
7 4 


С)-3 


08.- Calcular el valor de: 


A)3 В)-2 D) 1/3 E) - 1/2 


M at dE 
=ей == REL = 
89 7 7 


А) 3/4 Ву? С) 76 0)4/9 Е) 5/9 


09.- Determinar el valor de W, si: 
4 2n 4 3n 


AX 
W =sen — + sen EE + sen 7) 


A)21/16 B)l/6ó C)2/7 D)3/5 E)2/9 
10.- Evaluar la suma de la serie finita: 


N= sec а. sec 20 + sec 2a .sec 3a +... 
..* sec nQ . sec(n + l)a 


їап(л — 1)a 
A) cos(n + 1)a - Nm 7 708 
t -1 
B) sen(n + Da - info Do 
sena 
C tan(n+1)& tan a 
) sena sena 
D tan(n+2)a.  tan(n— 1)а 
) cosa — sena 
E їап(и –1)0 tana 
) cosa - sena 


11.- Encontrar la suma de la serie finita: 


Р, Я РЕ mx. 
R=tan > + 204855 + 4 unos +....+ 
1 Ex. 
214 tan 2n 
A) jai tan Ж +2tanx 
1 x 
B) эпі зат: 


С) Et tan йа -2" tanx 


D) Sisi š COt 2041 HZ cape 
B “ул Cot - 2tanx 
2 
12.- Calcular: 
"чи? — эт" E 
= sen 7 + sen 7 7 Sen 77 
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an в со nÉ ву 
2 2 4 6 4 
13.- Determinar el valor de M: 
2n л бл 
М = sec=7" + ѕес 3 + sec 7 
A)-1 B)3 С)-3 D)5 E)-4 


14.- Hallar la suma de la serie: 
S = csc 0-- csc 20 + csc 4 0 +... + csc 2"! Ө 
A) cot 2! Ө + cot 20 
В) cot 2! Ө - cot 2^! g 
C) cot 3! Ө - cot 3"! Ө 
D) cot2! Ө - cos 2”"* Ө 
E) cot 2"! Ө - cot 2^! Ө 
15.- Calcule el valor de: 
R = tan x + tan 2x + tan 4х 
cuando: 7: х= T 


AJO B)-1 C) (47) 


D-(/2)  -W7) 
16.- Calcular la suma de la siguiente serie: 


ѕеп х + ѕеп 3 х + ѕеп5 х +... + ѕеп (2п- 1)x 


A) sen? nx зеп? nx шээг 
COS x sen x senx 
E S 
17.- Calcular el valor de: 
cos 10° + cos 30° + cos 50? + ... + cos 170° 
A)U2  B)O C)-1 D)1 E)3 


Б La 
BDITORES 


18.- Hallar el valor de: 

2 2 2 2 
E = sen“ 1° + sen” 2? + sen” 3? + ... + sen" 90? 
А)225 В)30 


С)45 D)455  EJ60 


19.- El valor de: 


E-cos' (1) +cos (2) Teck cos? (180 J,es: 


2 2 2 
AJO B)90 С)45 D895  E)9l 
| 2n л ‚бл 
20.- Calcular: cos 7 + COS 7 + cos 7 
Г Ёл «ml ml mi 
2 2 4 
21.- Determinar: 
У Е 
COS 7 + cos 7 + COS 7 
1 5) 7 
AJO В)І С) 2 р) 4 E) 4 


22.- Simplifica: 


sen (U55- О) 
cos Uy -cos Оо 


_sen(U, - Uo) 
^ cos U} .cos Ор 


A) tan О, - tan Ug В) tan О, - tan Up 


C) tan Us - tan 0, D) tan U5, - tan U, 
E) tan Ол, 


23.- Calcular: 


cos 22 + COS 4n + COS бл + COS 8л 
9 9 9 9 
A n QS ошл 7 
2 2 4 
24.- Reducir: 


3 
$ cos" (x)+c0s” (120?-x) + cos" (120? -x) 


n-l 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


A) 3Q+ = Зх) р) (2+ соз Зх) 
В) 3(2 + 25 Зх) E) (3 цах Зх) 


O (3+ Ёс 2х) 


25.- Calcular: 


cos 27 +2cos $t + 3cos 07 +... +10с05 20r 


А)-11/2 B)-102 С)-11/3 


D)-13/2 E)-11/5 


26.- Una semicircunferencia de radio a se divi- 
de en n arcos iguales, calcular la suma de las 
distancias de los distintos puntos de sección 
a cada uno de los extremos del diámetro. 


T T 
л)уа(со 4-2) D) «(оох 2) 


T 
В)а(согд. -1) 


T 
E) 2a (cota - 1) 


C)a(corE-3) 
27.- Calcular la siguiente sumatoria: 

cos x + cos (120? - x) + cos (120? + х) 
AJO B)I 0)-1 D)1⁄2 E)-1/2 
28.- Calcular la siguiente sumatoria: 


Е = cos х. соѕ (120? - x) + cos x . cos (120° + x) 
+ cos (120? - x) cos (120? + x) 


А) 3/4 B)4/3 O1⁄4 D)-34  E)l 
PRODUCTORIAS 

29.- Determine el valor del producto: 

(1- tan2x)(1- tan22 x)( 1-tan^45).....(1- tan?2"! x) 


tan x 
tan2*! x 


A 22 tan x B) pui tan x 
tan2” х tan2"* х 


25"! tan x 
tan2' x 


30.- Calcular el valor de W, si: 


22" ian x 
tan2? x 


D) 


wide Pn md 
= gg tan 9 лап 9 . tan 9 
A)3 B)6 С)12 D)I E)O 
31.- Determinar el valor de: 
L. n im 
=sen - Sen 77. sen 
3 7 
A)3 B) E Os D)6 p 


32.- Calcular el valor de: 


Mz (ics 22) [i+ cos 8) (ie cos 88) 


7 Z 
A)1/8 B)2/7 C)1/6 D)3/8 Е)5/6 
33.-Evaluar la expresión: 
ANE ш 
= 0057 -С08-) - cos = 


A)2/5 B)-U8 C)35 D)1⁄7 Е)-2/7 


34.- Determinar una expresión equivalente de: 


К = (2cos x - 1)(2cos 2x - 1)(2cos 4x- 1) 


8cos 4x+1 3cos 3x-1 
A) 2cos x-1 B) 2cos x-1 
4cos 4х +1 2cos8x+1 
© 2cos x+1 D) 2cos x +1 
2cos 3x +] 
E) 2cos x-1 


35.- Calcular el valor de: 


Vw N 5л 13л 
sen 28 .sen 28 .sen 28 TODOS sen 28 
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36.- Reducir el siguiente producto finito: 


x х х Xx 
COS 2 . COS у. COS $ ----- COS 2а 
A) cos nx B)sennx С) D. t 
sen x sen x 
D) E) 
2" sen E 2? cos 2) 


37.- Calcule: P=cos* .cos 2л .COS 3л 
7 7 7 


A)1 B)1⁄2 C)1⁄4 D)1⁄8 E)1/16 
38.- Calcular el valor de: 
P = sen 15 .sen 28 .sen i Sm. sen Эд 
19 19 
A) 419 В) de С) м9 
419 419 
р) БҮЛ E) mo 


39.- Calcular: 
з 1+cos(2n-1)5 
I — 
n=l 2n п 
7, 
A)  B)3 O7 D)5 E)2 
40.- Indica el equivalente de: 


НЫ ов NS CL CLONE 5 
COSMIC OST COST "COS sy a 5557 


А) a sen > 


B) ag sena C) 3 зеп 5 


D) ds sen E) ai зеп ® 


En el estudio de las funciones trigonométricas, la característica que más resalta es la 
periodicidad, es decir, la característica fundamental de las funciones trigonométricas es que 
todas ellas son periódicas, pues se repiten de idéntica forma en intervalos iguales. Muchos 
fenómenos de la naturaleza son periódicos, como por ejemplo: 


Las estaciones del año, las 24 horas del día, los latidos del corazón, etc. 


Se debe tener en cuenta que toda función trigonométricas tiene una representación 
gráfica especifica. Asimismo se debe tener en cuenta que toda función tiene gráfica, pero que 


no toda gráfica representa a una función. 


17.1. FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA 


L1] 


Es un conjunto no vacío de pares ordenados (x ; y), tal que para todo valor de la primera 
componente (corresponde un valor angular expresado en radianes), le corresponde un ünico 
valor obtenido mediante una evaluación de la función, que se denota así: 


y = ЕТ(х) 


Esto es: F = ([(x; y)/x, y € R; y = F.T.(x)) 


17.1A Dominio de una ЕТ. (Р) 


Son los valores que toma la primera 
componente en una función. (Se encuentra 
sobre el eje x). 


17.1B Rango de un F. T. (R) 


Son los valores que toma la segunda 
componente en una función. (Se encuentra 
sobre el eje y). 


17.1C Función Par y 


Una función f es par, 
si V xe Dy: f 


i) -x € D, x 
ii) А-х) = f(x) 
Nota : La gráfica detoda función par es simétrica 


respecto al eje y. 


Funciones Trigonométricas 


17.1D Función Impar 


Una función f es y 
impar, si V x € Dy 


i) -x e D, 
i)fCx)--fG). 
Nota : La gráfica de toda función impar es 


simétrica respecto al origen del sistema de 
coordenadas. 


17.1E) Función Creciente 


Una función f es creciente en un 
intervalo I de su dominio, si Vx, , x, € I se 
cumple: 


f (xj) < f (x;) , siempre que x, « хз 


17.1G) Funciones Periódicas 


Una función f cuya regla de correspon- 
dencia es y = / (x), se dice que es periódica, si: 


i) Vx A (x + De D, 


ii)f(x +T) = А (х); TZ 0 
17.1F) Función Decreciente 


Donde “T” es el periodo de la función. 
(El menor valor). 


Una función f es decreciente en un 
intervalo І de su dominio, Si Vx, , Ху € I se 
cumple: 


f (x,) > f (x2) , siempre que x, < x 


17.2 FUNCIÓN SENO MN 
F = [(x; yy = ѕепх; хє R} 
17.2A) Representación gráfica 17.2B) Análisis de la gráfica 
Dominio: Dye R ^ Rango: Re [-1; 1] 
Periodo: T = 2л 


Es función impar en todo su dominio, Crecien- 
te en el IC y IVC, Decreciente en el IIC y ШС 


Si f=sen(kx) => T,= T 
17.3 FUNCIÓN. COSENGS 2-7) A ss a Q deb | 
F = ((x;y)/y = cos x;x € R) 


17.3A) Representación gráfica 17.3B) Análisis de la gráfica 


Dominio: D,e R ^ Rango: R;e [-1; 1] 
Periodo:T = 2л 


Es función par en todo su dominio, creciente 
en el ШС y IVC, decreciente en el IC y IIC 


Si F=cos(kx) = T,= à 
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17.4 FUNCIÓN TANGENTE | 


| 
EJ 


F = ((x;yyy-tanx;xe R -(2n + 1)л/2;пє Z} 
17.4A) Representación gráfica 17.4B) Análisis de la gráfica 
Dominio: Dye R -(2n + 1)л/2;пє Z 
Rango: Кє Е л РеподоТ = п 


Es una función impar еп todo su dominio, es 
creciente por intervalos. 


' Si F= tan (kx) = T, = TT 
17.5 FUNCIÓN COTANGENTE BN 
F = {(х;у)/у = cotx;xe R - (пл); пє Z) 
17.5A) Representación gráfica 17.5B) Análisis de la gráfica 


Dominio: D,e Е - (пл); ne Z 
Rango: Кє Е л Periodo: T-z 


Es una función impar en todo su dominio, es 
decreciente por intervalos. 


Si: F=cot(kx) => Т,- Iki 
17.6 FUNCIÓN SECANTE - [1] 
F = {(х;у)/у = secx;x€ Е - (2n + 1)л/2;пє 2} 
17.6A) Representación gráfica 17.6B) Análisis de la gráfica 


Dominio: Dje R - (2n + 1)л/2;пє Z 
Rango: R e R-(-1;1) Periodo: Т = 2л 


--4------ 


Es una función par en todo su dominio, es 
creciente en el IC y IIC, es decreciente en el 
ШС y IVC. 


Si: F=sec(kx) = Т; = im 
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17.7 FUNCIÓN COSECANTE 


| 


F = {(х;у)/у = сѕсх; хє R-(nn);ne Z} 


17.7A) Representación gráfica 


х 


Jona 


---+4----т--- 


AL 


a 


17.7B) Análisis de la gráfica 
Dominio: D,e R- (пл); n e Z 
Rango: К,є R-(-1;1) Periodo: Т = 27 


Es una función impar en todo su dominio, es 
creciente en el IIC y ШС, es decreciente en el 
IC y IVC. 


2 
Si: f = csc (Rx) = "E 


PROB. 1 

Dada la función /, cuya regla de 
E sen2x 

correspondencia es: f(x) = "seno 


a) Determine su dominio 
b) Evalúe su rango 

c) Elabore su gráfico 

d) Determine su periodo 


e) Discriminar si es par o impar. 


[RESOLUCIÓN FERRE 


Para que la función esté definida en todos los 
Reales, necesariamente sen x z 0, entonces: 


senx*0 = x#kī; Vk є Z, luego: 
а) Dye R- {Ал}; V R€ Z 


b) 100 = terco 


= f(x) = 2cosx 


117 1154 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


Pero -1 < соѕ x<] ax#kn = -1 < cosx <1 


=-2<2cosx<2 => -2«f(x)«2 
Rye (2; 2) 


c) Gráfico: 


d) Su periodo es T =2zx 


Ё sen2x 

e) La gráfica f (x)= ТЕХ 

pecto el eje Y, luego es una función par (pues 
toda función par es simétrica respecto al eje 
y, mientras que las funciones impares son 
simétricas respecto al origen. 


es simétrica res- 


PROB. 2 


Dada la función f, cuya regla de corres- 
pondencia es: f (x) = tan |x| + cot |x]. 


a) Calcule los puntos donde / no está definida. 


b) ¿Es periódica la función?, si lo fuera 
determine dicho periodo. 


c) Obtenga el Rango de la función 


d) Elaborar su gráfica. 


CEWEM xx x 
En primer lugar analicemos |x |: 
1)Si x 0 => f(x) = tanx +cotx 
= f(x) = 2csc 2х 
2) Six «0 — f(x) = tan x - cot x 
= f(x) = -2csc 2x 
3) Six=0 = f(x) no está definida. 


Para dar respuesta a las preguntas, elaboramos 
la gráfica: 


a) Se observa que, x no está definida en: 


82 5л:342:286--23 
Los puntos donde / (x) no está definida son en: 


пт. 
x= To V ne Z 


b) Sí es periódica, de periodo: T = 2л 
c) Viendo la figura Rf e R - (-2; 2) 


d) y 


f(x)- tan|x|-*cot [x] 


TII эме шше 


$ 


A ав ан ав РА A PS 


A 5 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Analice la existencia de la función 


2) Obtenga los valores que no definen a la función 


3) Elabore el grafico de la función 


4) Vea si la gráfica es Simétrica respecto al eje 


son 


y” о es Simétrica respecto al origen 


para asegurar si es la función par o impar respectivamente. 


5) Cuando la variable de la función trigonométrica está afectada por valor abso- 
luto (1x1), analice qué ocurre cuando x > О, x= 0 Ax < 0 


6) Para determinar el dominio se recomienda analizar todas las restricciones bosi- 


bles de la expresión dada. 


7) Para determinar el rango se recomienda transformar la expresión dada hasta 
quedar en términos de una Е.Т. Luego reconstruir la función a partir del dominio 


de la F.T. obtenida. 


Funciones Trigonométricas 


DOMINIO DE LAS F.T. 


01.- Sea la función f definida por: 


senx + соѕх + tanx 


determine el dominio de f. 
kn kn 

AJR- 5. V ke Z B)R- 57, V ke Z 
kn kn 

OR-' ç . V ke Z D)R- 277, V ke Z 
Кт 

Е)К- 9" Ү кє Z 


02.- Sea la función f, definida por: 


| E 
fO) = sen x j^ 


determine el Dominio de la función f. 
A) [Et HE, V ke Z 
6 6 


T + kn Stan], Ү ke Z 
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03.- Sea la función f definida por: 


COSX — COSS x 
х) E < 
Де) cosx —Cos3x 
Determine su dominio: 


AR. 


t P ke Z в) - A keZ 


or- £, ke Z DIR- 28, ke 2, 
ER- A keZ 


04.- Determine el dominio de la función fdefi- 
nida por: 


fo)» 3 tan (3 E] + cos 2r 
A)R-Gk+ S. V ke Z 
B)R-Gk« D 5. V кє 7, 
C)R-(3k+ 1) 9.7 ke Z 
D)R-Gk« 7. V ke 7, 


E)R-(3k+1)5 ,V ke Z 


05.- Determine el dominio de la función fdefi- 
nida por: 


fix) = Jtanx-1 + УУЗ -tanx 


MAS 
EDITORES 


n T 

A [Tn лп), v ke Z 
n Жи 

p | на: n an], v ke Z 
n -T V 

о| алаан, ke Z 


E) [> tkm; Bein]. Үй 
06.- Delimitar el dominio de la función f defini- 
da por: 

Дх) =3 tan 5x - 2 
A)R-Qk* 1)5 ,V ke 7 
B)R-(2k+ 15. V ke Z 
C)R-Qk+ 1), V ke Z 
D) R-(5k+ D 15, V ke 7 
E)R-Qk* Dit, V ke Z 


07.- Evalüe el dominio de la función f definida 
por: 


Дх) = Уѕепх + Мсовх + Лапх ,si: x€ (0; 27] 
T л „л 
ө) e ӨВ) 
л 
оо) 


08.- Encontrar el dominio de la función f defi- 
nida por: 


Дх) = У2аапх + cotx) — 4 ,Six€ (0; 27) 
80-09) юра) 
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CU Nc dE 
(ол) v (e) 


09.- Determine el dominio de la función fdefini- 
da por: 


JOS |secx|—|cscx| 
AyR-É,vkez BIR-%,vkeZz 
kn 
oR- Él, Ү кє 2, D) R- , V ke Z 
E)R- ЖЛ, v ke Z 


10.- Evalúe el dominio de la función fdefinida por: 


fG) = 3 sec! (3x2) 


! bs -TOksTske zi 
B)R- bus 


—— 


Fk +D;k є 7, 


OR- (x1x=TQk+Dike 77 


—— — 


R- ТЕ +1);кє Z 


E) R-(x/x=EQk+;ke Z 


— — 


RANGO DE LAS F.T. 


11.- Determine el rango de la función f, defini- 
da por: 


12.- Si el dominio de la función fdefinida por: 


5 + 25епх л. 
fo) + 3 es (& ) э 


determine el rango de f: 


Als] айх aptas 
өв форс 


13.- Sea Гипа función definida por: 


senx –1 


encontrar el rango de f: 


Acn EZ) ompur Bo 

14.- Sea funa función definida por: 
fo) = sen^x + 3|sen x], 

determine el rango de f: 

A) [0; 1] 


B)[0;2] — C)[0:3] 


D)[0,4] Б) [0;5] 


15.- Determine el rango de la función f defini- 
da por: 


cosx +2 
cosx+1 


aio) э е) of) 


olge) af) 


16.- Evaluar el rango de la función fdefinida por: 


Jo) = 


E сов х 
7 |senx|-1 


fo) 
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A)(-443] B)(C5-H  C)(-2;-1] 


D)(-A-7] — E)(-6:-3] 


17.- Encontrar el rango de la función f definida 
por: 

JO) = cos2x + 4 cos x+ 7 
A)[4; 1] 


B)5;:12]  0317:3| 


D)[2:10] — E)[4:12] 
18.- Sea la función f definida por: 


COS2 х 4 
, determine el rango de f. 


B) C45 ; 43) 
D) -J5 ; 45) 


К) = osx —senx 
A) C41; Л) 
с) C42; 42) 
E) C J7; УТ) 


19.- Sea la función f definida por: 


fo924 cos? (nx) -4со8(7х),хЄ E E 3) 


3 
determine el rango de f(x) 
A)[-2 В)[-1;8) OL! 
D)[-1,3) E56 


20.- Sea la función f definida por: 

Дх) = sen^x . соѕ2х + ѕеп2х . соѕ“х, 
evaluar el rango de la función: 
A)[0;1/4) В)[0; 1/2] C)[0; 1/3] 
D)[0; 1/4] E)[0; 1/5] 

21.- Seaf la función definida por: 


senx + sen2 x +sen3x 
РО) Е — 


ѕеп2х 


encontrar el rango de la función f : 


нь ә 


AED 2”057) ABRE y (1:4) 
C)-1;3) o 020) POSTAS) 
E) C1:1) 0123) 


22.- Si: xe (n ; 31/2), determine el rango de la 
función f definida por: 


1 (1+ tanx)? 
Wapa Pu 
A) (4; 5] В) [4; 5] С) [4;5) 
0) (2; 5] E) (2;4) 


23.- Sea funa función definida рог: 


` 


л 
Дх) = [tan x| + [sen х], si: | < 3 


determine el rango de la función. 


dE 
14 [=з 


24.- Evaluar el rango de la función f definida 
por: 


f09=tan*x+4tan?x+7 
A)[9;+00) В) [3;+ә) С) [2;+ә) 
D)[7;+00) Б) [5; +=) 


25.- Determine е] rango de la función f defini- 
da por: 


fG) 39 En Зи are c 
A) (- 44 -3;- 4/5 -1) B)(-42 -3:- 4/3 - 1) 
C)(-J6 -3:- 43 91) DIAS «3 6 42581) 
E) (- V2 -3;- V4 - 1) 
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26.- Delimitar el rango de la función f definida 
por: 


fG)= (tan x- cot x)? 
A)[0;+00) B)[l;+0) C)[2;+00) 
D)[3;49) E)[4;+00) 


27.- Encontrar el rango de la función fdefini- 
da por: 

z 5л . 4n 
f G) = tan x + cos х, six € a3 


== 


ЗАЗ 


28.- Evaluar el rango de la función f definida por: 


- : T . ак 
f(x) = tan x 4 cot x, si хє E 5 z] 


А)12:4) B)Q;4] 
D)[2;8] Б)[2;4] 


C) (2;4) 


29.- Sea la función f definida por: ' 


fx)=cosx.tanx, 


determine DN Ry. 
A) (4; 1) B)(3; 1) С) C2; 1) 
р) (-1; 1) E) C0; 1) 


30.- Determine el rango para la función f defi- 
nida por: 

fo = |sen x|. csc x + [esc x| sen x 
A) {-3;2} 


B) {-2;1}  С){-2;2} 


D) {-5;5} БЕ){-2;7} 


31.- Para la función definida por: 

РО) = sen x + cot x + Vsenx—1 + csc x, 
determine el rango. 
A)R-(1) B)R,=(2) 
D)R;-(4)  E)R¿=(5) 
32.- Sean las funciones f y g definidos por: 


OR,-(3) 


fix) = sen( 42 -1) y g(x) = lex - sec x|, 
determine: D, N R,. 
B) [4; + со) 


A) [5; + оо) С) [3; + оо) 


D) (2; +) E) [1; +00) 


VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE LAS 
ЕТ. 


33.- Determine el valor máximo de la función f, 
definida por: 


senx— 2 
= 1+ [ѕепх – 2| 
A-2 B-$ 0-2 р-1 5-2 


34.- Sea fla función definida por: 

f(x) = 2 sen 7x . cos 3x - sen 4x- 5, 
encontrar: f. +t 2S minw 
А)-15 B)-16 С)-17 D)-18 E)-19 


35.- Identificar el máximo valor de la función f 
definida por: 


Дх) = (3 - sen х)(3 + sen x) + 1 


А)14 B)I3 0)12 ри Е)10 
36.- Si “m” y “M” son los valores mínimo y 
máximo respectivamente de la función f defini- 


da por: 
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Дх)= sentx+ COS х, 
encontrar el valor de “m + M^ 
A)32 B)42 C)52 D)62 E)72 
37.- Sea la función f definida como: 
fo) = 35 - tan?x 4 4 tan x ,x € [0° ;90°]. 


m 


identificar la medida del ángulo “х”, para ob- 
tener el valor máximo de la función. 


A) xz65?30' B) xz64?30' C) х= 63930” 
D) x=62°30' E) x= 61°30” 


38.- Determine el valor máximo de la función f 
definida por: 


f(x) = (4 - tan x)(2 + tan x) 
А)10 В)9 08 р)7 
39.- Sea la función f definida por: 


E)6 


Jo) = tan2x+ 2 tan x, 
determine el valor mínimo de f. 


А)-4 B)-3 C)-2 D)-1 BO 


40.- Calcule el valor mínimo de la función f 
definida por: 


Дх) = tanx - cot x, si x € ЁС n) 


AJ4 В)з C2 D) BO 


41.- Encontrar el valor mínimo de la función f 
definida por: 


Дх) =senx + tan x, six € (5 


A)2 B)1 СО D) 2 
42.- Determine el valor mínimo де la función f 


definida por: 


JO) = sec x - csc x, six € rd 


Sco 
EDITORES 


бын, e GS 


pem 7! 


А)1 B5 C2 ро B3 
PERÍODO DE F.T. 


43.- Determine el período mínimo de la fun- 
ción f definida por: 


) x x x 
х) = ѕеп = +sen = +sen y 
K 2 3 4 


Ау2х В)3л Обл D)I2x Б)24л 


44.- Sea la función f definida por: 


6x 
fox) = З sen 3x + cos". +1 


evaluar el período mínimo de f: 
т 27 сої рул ру 107 
as В A P3 


45.- Determine “a + b” si el periodo mínimo de 
las funciones: 


Дх) = сов (ах +bm) ^ g(x) =sen(bx - an) 


. л л д 
son respectivamente: 7 Y є Además “a y b 
por números impares” 


А)16 В)18 С)22 D)24 E)26 
46.- Seaf la función definida por: 
f(x) = cos( z cos x), 


evaluar el período mínimo de la función f. 


А B) Vx o2 DJ E)r 


47.- Calcule el período de las siguientes fun- 
ciones: 


2 
fa) = a5 


b) g(x) = sec (4x) 


3x 
З= 
с) h(x) = csc | 7 J 
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Jn. n l4z Mm m lin 
А) 2:45 2 В) 2:453 
m n Lr 6n n lor 
07254953 0942:3:73 
9n, x láin 
E) 5:41 3 


48.- Calcule el período mínimo de la función f 
definida por: 


f (X) = sen x.cos x.tan x.cot x.sec x.csc x 


a 


AS SEM 2 Da aa 


49.- Calcule el período mínimo de la función f 
definida por: 


1 
Ах) = sec^x 4 sec x.csc х + csc^x + T 


A£ gt сут D)? Еул 


GRÁFICAS DE LAS ЕТ. 


50.- Esbozar el gráfico de la función f definida 
por: 


ҒО) = Vsen?x — sen^x 


“=. 


© 
3 
Бе 
A 


51.- El punto P(x, ; 2а + b) pertenece al sinus- 
oide y el punto Q(x, ; a - b) pertenece al 


x 
cosinusoide. Si además: x, + x, = > , calcular: 


a+b 
a-b 
A) 1/3 В)2/5 С) 3/5 D)2/3 Е) 4/5 


М = 


52.- Esbozar la gráfica de la función f defini- 
da por: 


Дх) = [tan x . cos x] - 


sen2x 
COSx 


53.- Indicar el gráfico correspondiente ala fun- Ción fdefinida por: 
ción f definida por: 


sen3x —senx 


JE 


AJ6 В)7 C)8 D)9 
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fos = Ух - 4|cos x|, 


m intersecta al eje X si хє (0; Зл)? 


54.- ;En cuántos puntos la gráfica de la fun- 


E)10 


55.- Determine en cuántos puntos, la gráfica 
de la función f definida por: 


f(x) = 2 [cos x| - [sec x], 
x € (0; 2m) intersecta al eje X. 


А) 2 puntos B)3 puntos С) 4 puntos 


D) 5 puntos Е) 6 puntos 


56.- Grafique la función f definida por: А) 4sen 42 B)4 sen Z +2 
5 3 
fx) = [sen x| + sen х 
С) 4 sen 5 +2 D)4sen? +2 
E) 4 sen X42 
6 


58.- Del gráfico mostrado, determine: “2А - В” 


A)3 Вб C)4 D8 E12 


59.- Determine el área de la región sombreada 
del gráfico adjunto: 


D) 2n x 


! i A)8m? В)бли> С)4ли? 
57.- Determine la regla de correspondencia del 
gráfico mostrado: D) 3 mé E)5mé 
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60.- Determine el área de la región sombreada: 


x 2 п 2 п 2 
А) 5 Зи В) 5 Зи С) 6 УЗи 
DEBO “Бу уз 

3 7 
MISCELÁNEA 


61.- Seaf la función definida por: 
f(x) = sen x.cos x, 


indicar verdadero con (V) o falso con (F) de 
las siguientes proposiciones: 


D Escreciente епхє (0, 2) 


H) R = E V x€ (0; 1/4) 

Ш) Posee periodo mínimo igual a 27: 

A)FVV B)VFF C)VVF D)FFV E)VFV 
62.- Para la función f definida por: 


Дх) = tan x.|cot x], 


determine la gráfica. 


63.- Determine los valores de “х” para los 
cuales la función f no se encuentra definida, 
donde: 


feos sec [2x+Z) + свс[2х+ 2) 


А) Qn+ D: n€ Z D)g Qn+ D);ne Z 
T T 
В) 6 (3п=1);пє 2 В) y Ол+1);пє Z 


С) 5 (2п+ 1);пє Z 
64.- Dada la función f definida рог: 
Jo) = (cos |x|) [sen x.csc x| 


determine su rango. 

B) (-1;3) 
E) C1;8) 
65.- A partir de la función f definida por: 


A) (-1;5) C)C1;6) 


D)(-1;1) 


COSx.cotx 
[cotx| ' 


Jo)= 
determine su rango. 
A)(-1; 000; 2) D) (-1; 0) U(0; 2) 
В) (-1;0)U(0; 1) E)(-1;1),(0;3) 


С) (-1; 0) U (0; 5) 


66.- ¿Para qué valores de “х” en CE z) la 
función fdefinida por: 


E 2 " 
fix) = tan^x - 3, es no negativa? 


UJ 
Ll 
C 
TEE 
va 


> 


1 
за юз юз ма юз 
so sa ша uS "ts la 
A 
C 
ГЭВ! 
зз юз ula 


аж 21 

G 

r= 
ala юз юз 
Ba 


9 


E 


=-= 
— 
С-2 HE. c1 


— j 
С 
ГЭЕ 
cola 
зэ 7 


m 

хи 
A 
io | 

С 
3) 
wia 
NIS 
— 


п 7n 
67.- ¿Para qué valores de “x” en = m 
función f, definida por: 


fo) = Jisenx|—[cosx| no está definida? 


68.- Sea la función f definida por: 
f(x) = cot x - tan x, 
determine todos los posibles valores de 


0:17 EA. 
x€i zj para el cua] la función siempre es 


positiva. 


A)x€ (o3) Вухє (o2) С)хє (0,7) 


D)xe (0,7) Е) (-1;я) 
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69.- Sea la función f definida por: 
Дх) = [ese x|- [sec х], 


determine todos los posibles valores de x € 
(0; zr) para el cual la función no es negativa. 


p" 
рухє (o U 22) 


Е)хє (os U | л) 
70.- Sea la función f definida por: 

fo) = 3 tan x - 2 sen 2x, 
determine todos los posibles valores de x € 


(0; т). Identificar los valores de x € (0; л) para 
los cuales f es siempre positiva: 


L 16 
IL 56 . 
aen. [5s 
M (55) 488) 
А)80ю1  B)Sololl С)50юШ 
D)I y III Б) Тодаѕ 


т? 


En el capítulo anterior se estableció que una función asigna a cada elemento del dominio, 
una y solamente una imagen, que desde luego puede ser común a varios o a todos los elementos 
del dominio. Si la función tiene además la propiedad de que la imagen es exclusiva, o sea, que 
cada imagen en el recorrido es de un solo elemento del dominio, se dice entonces que está 
función establece una correspondencia biunívoca o biyectiva entre los elementos del dominio 
y del recorrido. Cuando tal es el caso, se puede definir una nueva función conocida como 
función inversa, respecto a la función original, cuyo recorrido sea el dominio de la primera y 
viceversa. 


18.1. CONCEPTOS PRELIMINARES BR 


18.1A) Función Inyectiva 


Una función f se llama inyectiva si y solo si V Хү, x; € Dom f, se cumple: 
= ' — 
fx) = f(x) = x =x 


Es un conjunto de pares ordenados donde existe una correspondencia biunívoca entre 
las primeras y segundas componentes (Relación uno a uno) 


18.1B Características de la Gráfica de una Función Inyectiva 


'Toda gráfica de una función inyectiva es cortada en un solo punto por cualquier recta 
horizontal (recta paralela al eje x) 


18.1C Función Inversa 


Si una función f es biyectiva, es decir, es univalente y suryectiva, entonces existe su 
función inversa y se denota por f* of”. 


18.1D Obtención de una Función Inversa 


Dada una función f biyectiva, la función inversa f * se obtiene intercambiando x por y ^ y 
por x, verificándose que: 


Df. = К; Re = р; 
18.1Е Obtención de la Gráfica de una Función Inversa 


Dada la gráfica de una función f , para obtener la gráfica de su respectiva función inversa 
f* se procede de la siguiente manera. 
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i) Se traza la recta y = x (recta que es eje de simetría entre f y f*). 
ii) Se refleja la gráfica f respecto al eje de simetría. 
iii) La gráfica reflejada es la gráfica de la función f*. 

Las funciones trigonométricas por ser periódicas no son 
univalentes, sin embargo al restringir sus dominios, se logra 


que sean inyectivas. Dichas restricciones se muestran a 
continuación: 


18.2 NOTACIÓN PARA UNA FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA INVERSA [1] 
Sea: f.t(0) = п = Ө= асп) v Ө = Ес) 
Entonces: SE у = ft) = х= ас (y) 
Luego: y = arcf.t.(x) 

18.3 FUNCIÓN ARCO SENO LIT 
y = arc sen x 
Dominio: Dre [-1; 1] 
Rango: — Rf€ [553] 


Función Creciente 


Funciones Trigonométricas Inversas T18 167 | 


18.4 FUNCIÓN ARCO COSENO LL] 
y = arc Cos x 


Dominio: De [-1;11 |— . . .  J g---(4--- 


cea 


Rango: Бє [0;1] 
'y = arc cos x 
Función Decreciente 


18.5 FUNCIÓN ARCO TANGENTE E] 


y = arc tanx 


Dominio: Dye К 


Rango:  Rje (л) 


Función Creciente 


18.6 FUNCIÓN ARCO COTANGENTE 
y = arc cot x 
Dominio: р;є R 


Rango: Re (0:7) 


Función Decreciente 


18.7 FUNCIÓN ARCO SECANTE 
у = arc sec x 
Dominio: Djpe Е - (-1; 1) 
Rango: Rr e€ [0; 1/2) 0 (1/2 ; п] 
Función Creciente: V x€(-es; -1) 


Función Creciente: V хє [1; =) 
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18.8. FUNCIÓN ARCO COSECANTE 


y = arc csc x 
Dominio: D¡e R -C1;D 


Ranco: R€ [- 1/2 ; 0) о (0; 1/2] 


Función Decreciente: V хє (-o; -1] 


Función Decreciente: V хє [1; е] 


18.9. PROPIEDADES 
18.9А ЕТ.(0) =n arc F.T.(n) = Ө 
18.9B F.T. [arc ЕТ.(1)| = n €» n € Dg, 


18.9C arc ЕТ.ЇЕТ.(0)| = 0 < 0 € Бүх, 


Es decir: 
sen(arc sen x) 2x; si; x € [-1 ; 1] arc sen (sen x) = x ; si: хє [-7/2 ; 1/2] 
cos(arc cos x) = x 3 si:x e [-1; П arc cos (cos x) = x ; si: x e [0 ; 1] 
tan(arctanx) = х ; siixeR ‘arctan (tanx) =x ; si: x € (1/2 ; 1/2) 
cot(arc cot x) = x ; si: x€ R arccot(cotx) =x ; si: x € (0; л) 


ѕес(агс sec x) =x ; зі: хє К - (-1; 1) arcsec (secx)=x ; si: x e [0; л] - {7/2} 


csc (арс сѕсх) =x ; s: xe R-(-1; 1) агссзс(сѕсх) = x ; зі: x € [-л/2 ; 1/21 - (0) 


18.90) ЕТІ de Variables Negativas 


arc sen (-x) = - arc sen x arc cot (- x) = z - arc cot x 
arc cos (-x) = n - arc cos x arc sec (- x) = n - arc sec x 
arc tan (-x) = - arc tan x | arc csc (- x) = - arc csc x 


18.9D Identidades Aditivas y Recíprocas de FT.L 

arcsen x + arc cos x = 1/2; x € [-1; 1] arc sen x = arc csc (I/x) ;-1 «x x1 - (0) 
arc tan х + arc cotx =z/2 ;x € R arc cos х = arc sec(I/x) ; -1 < x x1 - (0) 
arc sec x + arc csc x = 1/2; хє R- [-1 ;1] arctanx = arccot(1/x) ; x >0 


arc tan x = arc cot (l/x)-n;x «0 
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18.9F Identidad Aditiva Especial 


( x4 y 
1-ху 


arc tan x + are tan y = are tan | 


Donde: 

k=0;sixy<l 

к= 1;59іху> 1 лх> 0;у> 0 
=-1;sixy>1 лх<0;у<0 


РКОВ. 1 РКОВ. 2 


Resuelva la siguiente ecuación: Resuelva la ecuación: 


т arc sen 2x = arc cosx 
arc senx + arc cos (x? - 1) = > 


| RESOLUCIÓN LETRA 
| RESOLUCIÓN ESTRENA 


arcsen2x = arccosx => а = 6 
— 


Aplicando la identidad aditiva, se puede Š 


afirmar que: 
sen а =2x ^ cosp-x 

x=x-1 = x-x-1=0 
> ѕепа = 2х л cosa-x 


x= 14 /1-(—1)4 41-0(-14 1445 Pero: 


= sen? а + со52 а = 1 
2(1) Fe 2 


= (2х)? + (х)? = 1 


2 4x2+x2=] > Sx2=1 


La única solución que satisface es: 


1-45 
2 


x= 


Puesto que: -1<x<lA-1<x?-1<1 


н Рага ver cuál es la solución, lo hacemos а 
Es decir: -1<х<1л0< x2<2 


través de sus gráficas: 
-1<х<12л(-42 < х<0ух< 42) 
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RESOLUCIÓN ATA 


Aplicando la identidad aditiva especial: 


N = tan | arctan! 


= 43. 
= N= tan| arctanf d к) 


Para determinar el valor de k aplicamos la regla: 


Se observa que hay solo un punto de 1.7 ! 
intersección, y está en la parte positiva del Como: 7 * эл ^ 4 < 1 = k=0 
eje x . Luego la solución es x = 45 73 
5 Luego: N= tan | ағсіап — |+ 0 
161 
PROB. 3 ^ 
= N-tan [atan 73 | 
Calcula: 
1 7 - N= 33. 
N = tan С + асап | 5 161 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Hacer cambios de variables a los arcos, enseguida trazar triángulos rectángulos 
y aplicar el teorema de Pitágoras. 


2) Tener en cuenta los rangos y los dominios de las funciones trigonométricas 
inversas, de forma que estén adecuadamente definidas. 


3) Hacer las gráficas correspondientes, para ver los puntos de intersecciones, y de 
esa manera ver las soluciones. 


4) Siempre que sea pertinente, sustituya arc tan x + arc tg y, reemplace por su 
equivalente: 


x+y 
arc tanx + arc tany = arc tan 1535 + Кт 
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DOMINIO DE LAS F.T. INVERSAS 


01.- Sea f una función definida por: 


1 л 
/(х) = s arc sen Узх—1 + 4 


determine el dominio de la función. 
Ll 2.2 
в [3:2] о(5:5) 
3.2 
02.- Sea la función f definida por : 
T 
Лх) = Marcsenx – ағссоѕх - 87 


delimite el dominio de la función: 


A) CA B) [2:22 | C) [La] 


D (2:2) в| 82) 


03.- Sea funa función definida рог: 


х-1 2x41 
Дх) 72 arc sen PD |= 3 arc cos 3 |» 


encuentra el dominio de la función: 
A)[-1;1] В) (-1;+1) 
Р) [-2; 2] E) [2; -3] 


С)Г-2; 1] 
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04.- ¿Para qué valor de “х” la función f defini- 
da por: 


T 
— + arcsenx 


fo) = 2 — 


тш —arccosx 
3 


, ho está definida? 


A)2/3 B)1⁄3 C)2/5 D)I2 E)3/4 


05.- Sea funa función definida por: 


3x 
Кх) = З arc sen 4 


) arc tan(x - 2) + a Е 
determine el dominio de la función: 

A) [-1 : 5/3] B) [1/4 ; 5/3] C)[1;-5/3] 
D)[5/3; 1] E) [1 ; 1/3] 


06.- Encontrar el dominio de la función f defi- 
nida por: 


07.- Sea la función f definida por: 


1 
Mo =2aresec x+ 2 [ 


delimite el dominio de la función: 


08.- Identifica el dominio de la función fdefini- 
da por: 


f(x) = arc sec (dex? = 


09.- Determine el dominio de la función f defi- 
nida por: 2 
Р(х) = arccsc (2х - 7) 

A) (-%;-3] 21-43 : 43 J [2 ; +оо) 


В) (оо; -2) u[-48 i 43] 0 (2; +) 
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C) (е ;-3] u[- 8 ; 48 1013; +) 
D) (ee; -2] U [- 58 ; 43] [2 ; +00) 
E) C ;-5] u[- 43 ; 43] 0 [3 ; +) 


10.- Delimiteel dominio de la función f definida por: 


f(x) = arc sec (8x + 3) + arc csc(5x - 2) 


SUE t 


1 
4 
p (=: " "n 44138 a 
11.- Encuentra el dominio de la función f defi- 
nida por: 
f (X) = arc csc x + arc sen x + arc tan x 
201:1-1) ВУ!!:2) C) (-2:-1) 
Ю) СЕЗ ЕЗ 


RANGO DE LAS F. T. INVERSAS 


12.- Sea funa función definida por: 
FG) 22 arc sen(2x - 1) + 3arc sen (3x4 1), 


determine el rango de la función. 

л л л 3л T 
a э ot 2 (2) в (8) 
13.- Sea la función / definida por: 


? 
f QD) = (arc sen x)“ + 4 |arc sen x| - 27, 


determine el rango de la función. 


ОЕЕО 
p|= =] a2 | 


14.- Sea f una función definida por: 


Р(х) = 2 ағс ѕепх + агссоѕх+ =, 


delimitar el rango de la función. 


TEE 


15.- Sea f una función definida por: 
/(х) = - +2 arc cos Vx , 


identifique el raneo de la función. 


16.- Sea la función fdefinida por: 
fo) = 2 arc tan(x? + 2x4 2), 


encontrar el rango de la función. 
n л, 
А) E 2) B) É л) ol; л) 


л x mM 
n [5 л) m E 44 ) 
17.- Sea f una función definida por: 


TOJA 7 *2arctanx,x € (0; 1] 


determine el rango de la función. 


18.- Determine el rango de la función f defini- 


da por: а 7 
f(x) = arc cot (sen x + cos х) 


1.1251 1277 n. 1277 
ME Е ы o[E e 


71.1201 n.125n 
Dl; к E = 365 ] 
19.- Delimitar el rango de la función f defini- 
da por: 


2 


f(x) = arc cot ES 


20.- Identificar el rango de la función f defini- 
da por: 


FO) = 


arc COS x + arc COL X 


21.- Determine el rango de la función f defini- 
da por: 


f(x) = (arc tan x )(arc cot x) , 8: х» 1 


22.- Encontrar el rango de la función f defini- 
da por: 
f (x) = arc sec(sen x + cos x) 


23.- Hallar el rango de la función fdefinida por: 


f (a) = csc (arc sec х) 


A) [1; +00) В) (-1;+1) С) [-1;+1) 


D) (-1; 1) E) (1; +00) 
DOMINIO Y RANGO DE LAS F.T. INVERSAS 


24.- Determine el dominio y rango de la fun- 
ción f definida por: 


10)- là arcsen( 223) + Z| 
A)t1541y |o; 2 | р)га; пу (0:5 | 
mu:dy[o:$] Dez [0; 3 | 


ceay [0:5 | 
25.- Sea la función f definida por: 


= 3 - arc sen(3x - 2) + Я 


determine el dominio у rango de la función. 
1 TUS Tt 
"n ЕЯ y Е. dl 
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T 115 
з |у [5:25] 


26.- Sea la función f definida рог: 


1 2+x 31 
f(x) = A . arc cos| 7 T + ГЕ 


determine el dominio у rango de la función. 
л.3л Зл .5л. 
луїї;21у [жЕ] wesa |34] 


a [39] ae] 


со; лу (35:4) 


27.- Determine el dominio у rango de la fun- 
ción f definida por: 


arc cot(x - 1) - z| 


Ро) = 


28.- Establezca el dominio y rango de la fun- 
ción f definida por: 


f (x) = arc sen(-x) + arc cos(-x) + arc csc (-x) 
+ arc sec(-x) 


D) (-1:1] y (311) 
E) (-2;1) y (2n) 


A) (-1: 1) y {7} 
B)(-3:ljyinj 
C) [1:3] y {п} 


29.- Determine el dominio y rango de la fun- 
ción f definida por: 


f(x) = arcsen x + arcsec x+ 1 
A) (1; ly 
B) {-1;3}у 


O {-1;1}y 


E ЭЛ = — 


юз юа olas NIA 
+ 
RE 


D) [-2; 1) y 


Е) {-1;1}у É +2 


30.- Determine el dominio y rango de la fun- 
ción f definida por: 


f(x) = - arc сс (Зх) +T 


(loli) (9) 

ALA МӨ 
PROPIEDADES DE LAS ЕТ. INVERSAS 
31.- Determine el valor de: 


1 
arcsen 2 + arctan(1) 


у= arccos(-1) 


5 ES 7 5 
А) уу Bi Og D3 B 
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32.- Calcular el valor de: 
М = cos [arc tan(- 43) + arc sen 1] 
L DL SOD 


33.- Determine el valor de: 


2 
B)34 C)43 р) Ш Е)1/5 
34.- Hallar el valor de: 


М = arc sen (sen 5) + arc cos(cos 6) 
B)2 Оз D)2 E)-1 


1 
M= cn n +24 tan = 


A)2/5 


A)1 


35.- Evaluar M, si se sabe que: 


2n 
M= arccos en [7] J 


л 3л 57, 57, 3n 
А) 6 В) 3 С) 76, D), E) G 


36.- Calcular el valor de: 


шашы 5 
= cot пази 12 


A)! B)2 C)3 D)4 E)5 
37.- Determine el valor de: 

М = 3 cos(2 arc cos 7213 ) 
А)2 B)1 (23 р)4 Б) 5 


38.- Determine el valor de: 


1 
M-cot | 2 arc | cos(2 arc sen 47130 ) | | 


A)! B)2 C)3 D)4 Es 


39.- Encontrar el valor de: 


M- sertare cos Ë ) + cos” fa XB | 


Al B2 Оз D4 ES 


Ба rac 


so 
EDITORES 


Mec TEE ай 


40.- Evaluar M si se sabe que: 


arc tan (2 2 ) 


A)1 B) 1/2 O 113 D)2/3 E)3 
41.- Encontrar el valor de: 
М = sen[2 arc tan(cos (2 arc tan 45 ))] 


12 -13 -9 -12 5 
A) 8) 15 Op лз 913 


42.- Calcular el valor de: 


12 8 
M= se arctan zJ + 17 соѕ С is) 


A)IO B)20 0)30 D)40 E)50 


43.- Identificar el valor de: 


1 1 1 
M= cos are sen 3 + arc cos 3 - arc tan | 


ЁД Уз ЁД 
A) ^3 B) 5 C) 7 
pi 28 


44.- Evaluar M, si: 


4 ! 4 1 
M-cos | Загс cos 3 -sen | 3 arc sen 3 


А)!  B)3 ¡910 р)2 Е)4 


45.- Reducir la siguiente expresión: 


2 arese 8 +arctan(1) 


l l 33 
—arcsen| — |+ arccos — 
2 2 2 


A)? Hj "Or D4 B5 
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46.- Determine el valor de M, si: 


4? Уз 


2 tan” arc sen -7 —3 sen? arc ап == 


М- 1 
4 сов” (are cos 3) 


А) 3/5 B)5/4 C)2/5 D)1⁄4 E)1/3 


47.- Calcular el valor de W, si: 


We 1 Ун t І 
= arc tan J2-1 - arc “(5 


л л л T T 
48.- Si: ағс ѕеп x _ СА 
агссо8 х Ё 


determine una expresión para arc sen х. 


at B an an 
8) (a+by ) 2(a +b) 2 (a+b) 
ar ar 
D =. wc 


49.- Determine el valor de: 


tan(2arc sen x+ arc cos x) 


© tan(Zarc sen x + Jarc cos x) 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)5 
50.- Si se cumple que: 


arc tan x + arc tan y + arc tanz = T. 
determinar el valor de M: 


Xt ytxrt2xyz 
x y iZ 


A)3 B)2 С)5 D)1 Бо 


п 
51.-51:0<х< 4" reducir la expresión: 


I —sen2x — cos2x 
Мае ===> 
1—еп2х + cos2x 


Аух BA. бух Эргэж Ex 


52.- Determine el valor de: 


| | mx 
M= |л2-2т.агс cos x+ arc sen 27 


А)2л В) 7/2 С) Зл D3 E)n 


53.- Calcular el valor de M: 


2 т 
n^ —2marc cos x+ jarc sen х T 


M- arc tan x t arc sen(x—1) 


Ауаз Вона 037 руз | BS 


54.- Determine el valor de 6, si: 


lo. 1 4.3 
= arc COS 7 + arc cos 7 


T T x 
A3 B5 05 
55.- Si se verifica que: 


1 1 
x=arctan 1 + arc tan 2 + arc tan 3 5 


determine el valor de: “sen х” 
А)1 B)2 03 D)4 E)5 


56.- Determine la siguiente suma: 


1 1 
M=arctanz +arctan— + arc tanz +. . .+ 
3 7 13 
1 
арслал EA 
" п2+п+1 


п п 

A) arc tan (45) D) arc tan (55) 
n _2n 

B) arc tan r2 E E) arc tan (25 5) 


n 
С) arc tan С 2) 


57.- Calcular: 
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cot(3arc cos x+ 2arc sen x) 


© cot(3arc cos x+ 4arc sen x) 


A)2  B)3 Ol D)5 E)-1 


58.- Evaluar W, si: 


3 
Wz sec? (өс сої -arc cot 3 


2 
135 110 115 
A) M120 B)M түү OMi5 
130 127 
DMT ЭМ 


59.- Determine la expresión equivalente de: 
W = arc cos(8x* - 8х? +1), 


y su correspondiente restricción. 


A) 4 arcsenx,six€ Ë 


В) 2 arcsenx,six€ Ë x 
С) 4 arcsenx,six€ lo; 


р) 2 arcsen x ,six € Ë — 


E) Загс sen x,six€ Ë =ч | 


60.- Determine la expresión equivalente de: 
Wz2arccosx, 

asimismo su respectiva restricción. 

A) arc cos(x? -]) .sixe [0; 1] 

B)arc соѕ(2х2+ 1) ,sixe [0; 1] 


С) arc cos(2x - 1) ,sixe [1;0] 


n 


C)arccos(2x- 1) .sixe [1; 0] 
D) arc cos(2x+ 1) ,sixe [1:1] 
E) arc cos(2x> -1) ,sixe€ [0; 1] 
61.- Encontrar la expresión equivalente de: 


W=3arctanx, 


asimismo su respectiva restricción. 


СЕ 
A) arc tan E >) ,sild« E 


1-3x 


2x- x) : M 
C) arc tan | jp m J „si |< 3 


EE s 3 
D) arc tan | I J , Si | < 25 
43 


2 
E) arc tan ES J la 


A 2 
62.- Calcular el valor de о: 
| cot2 — tan2 J 
@ = arc col —— 
2 
А)3-т, B)4-1 С)4-27 
0) 4+7 E) 4+21 


63.- Encontrar el valor de Ө, si: 

Ө = arc csc (csc 8) - arc sec(sec 2) 
А)л-10 В) Зл-10 С) 27-10 
0) 3л+ 10 Е)л+9 
64.- Determinar el valor de p: 

B = arc cot (cot 4) + arc sec(sec 6) 


A)2n-2 В)л+2 С)л-2 
Р) Зл-2 Е) 27+2 
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65.- Evaluar W, si: 


1 
W =arc cot (- 1) + y arc sec(- J2) +3 arc csc(2) 


lin 
8 


8л lir 137, 210 
A1 В) 5 С) 5 D)7 E) 


66.- Reducir la expresión: 


7 
@ = 5 cos СС 24 )) + cot c 
5 


se[- 13 J | + 46 sen(arc sec (- 5)) 


AZ В) 2 ©) 24 DŽ в 
67.- Determinar el valor de: 

0 = tan(3 arc tan 5) - cot(3 arc cot 5) 
A)! В)0т 3G)89 йу? iE) 
68.- Si se sabe que: 


à an. 21 
© = arc sec| ¿[sec 12 l6sec pr), 
el valor de с es: 


E Су D3 Б) 


кә 
wly 


69.- Determinar W, si: 
W = arc cot(3) + arc cot(7) + arc cot(13) 


A)arc tan (3) C) arc tan (2) B) arc tan (3) 


D)arc tan (3) E) arc tan " 
70.- Simplificar M, si: 


Л7 


arcs == 
4 


M= 8 
arctan — 
15 


А) 13 B)32 C)I2 D)I/ Е)1/5 


Es) 


SITUACIONES GRÁFICAS 


71.- Bosquejar el gráfico de: 


x 
y=4.arccos > 


72.- Identificar el gráfico de: 


л 
FG) = |arc tan x+ 4 


73.- De la figura mostrada determine el área de 
la región sombreada: 


EN 


A)3mu B)9mé? C)4m)? Ю)5ли? E)2m2 
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74.- Resolver la inecuación: 


arc tan(x) - arc cot(x) « 0 


A)x€ (oo; 1) D)xe (—<о; 1] 
B)x€ (-ее:2) E)x€ (-00; 3) 
C)x€ (eo; 3] 


75.- Determinar el conjunto solución para x: 


arc sec(x) - arc csc(x) > 0 
A)x€ Coo;-I]u [42 ; +) 
В)хє (-ее:-1155(42 ;+00) 
С) хє Co; J2 Ju [1; +) 
D)x€ (=; 1] UL /2 ; +) 
E) xE (200; -2] UI Y2 ; +) 


76.- Resolver la inecuación: 


T 
arc sec(2x) > 4 


БЕ)хє AE? 5 


2 


77.- Del gráfico mostrado determine la regla 
de correspondencia para «y». 


Жэт onn 


Se 


ЕСЕЕб БЕБЕЕЕЕЕЕЕЕЕ 


i 
: 
? 
g 


A) E are sen (1-1) - п 
YA 8 Ml. SE 
B) ger sen (5441) 16 
Ч 8.1}. 5 
С) g гс sen (8+1) 16 
D) 7 8 1ү 31 
g Sn хоол = 16 
7 8 , 1) 51 
E) g “are sen (8+2) 16 


78.- Del gráfico mostrado determine la regla 
de correspondencia. 


Qe 


4 
1 
' 
4 
' 
' 
' 
' 
! 
' 
' 
! 

4 


16 
H 
% 
El 
E 
+ 
Q 


A a 


— 
UA 
ЫЕ 


А) 3. arc cos (1-4 
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B) 3.arc cos (2-1) M =: 
C) 2 arccos (5-3) А * 
D) 3 arccos (3-3) k Эл 
E) 3. arc cos (5-5) зл 


79.- Sea la función f definida por: 
n 
f(x) = 2arc sen(2x - 1) + 3" 


determine el punto en el cual la gráfica de f 
intercecta al eje x. 


A) (3:0) В) НО 


р) (14) E) G 1) 


MISCELÁNEA 
80.- Sea la función f definida por: 


2x 
= t — o 
fœ) = arc “(122 
determine el máximo valor de f. 
A)yu3 В)2л/4 Олд D)m2 E)2m3 


81.- Determine el valor máximo de la función f 
definida por: 


f(x) = arc cot(tan^x + cot^x - 1) 


А)7/2 B)m3 C)m6 D)m5 E) n4 


T 
82.- Resolver: arc cos ( J3 x)+arc cos x= 2 


A)U3 B)3⁄4 С)1/5 D)23 ЕШ 


[ECT 


83.- Determine el valor de “х” en la igualdad : 


л 
arc tan | соЦагс sen Ух |) = 6 


A)3/8 В)5/3 C)3/4 D)8/3 E)45 


4€ 55 


84.- Determine el valor de “x” si: 


1 1 
arc tan х + arc tan + arc tan з =arc sen х 


+ arc cos x 


A)2 B1 O4 D)5 E)3 


85.- Resolver la ecuación: 


arc tan жээ = arc sec Ё 
3 1551 P 2 


A) B)2- Сз D)4 E)5 
86.-Resolverparax: arc cos(x) =T . csc (y) 
A)! B) O-1 D)2 E)3 


[ELI 


87.- Calcular el valor de “x”, si: 


3 
arc cos 5 + 2 arc cot 2 2 arc csc x 


24 
25 


88.- Si se verifica la igualdad: 


л л 
агс со] сохсо E SEE +x) | Ex. 


entonces, ¿qué valores puede tomar “х”?, 


А) хє (1 2% 


вэхє(-330) 


25 20 23 25 
A) 24 В) C) 54 D) 31 E) 21 


.T 
D)x€ (o; 3 
Е)хє (3; ) 


C)xe Q; T 
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89.- Si se cumple que: 


arc sen(cos(arc tan[cot(arc sec (csc х))])} = E 3 


arc sen(cos x + cos 2x) 


W a s 
arc tan [со (2x 4 E | 


calcular: 
18 


A)! B)2 C)0 D)3 E)4 


90.- Resolver: arc csc|x| > arc sec|x| 


A)xe C42 ;-1] U (1; 42) 
B)xe (42; V2) 
Сухє C42 ;1] U [1; 42) 
D)xe C42 ;-Ы o -42 51) 
Е)хє - 42 51] u (1; 42) 


91.- Si: хє [-1; 1], determine el máximo valor de: 


3 z 
y=3arctanx- y 


А)1/2 В)л/3 C)m6 D)m5 E)mA4 


92.- Resolver la siguiente inecuación: 


3л 
2 arc tan x + arc cot x < — 


4 
А) хє (oo; 1] D) хє (00; 2) 
B)xe (-00;2] E) xE (200; 3] 
C)x € Coo; 1) 


m Lo 
EDITORES 


Si se tienen dos funciones f yg con una misma variable x, tal que: f(x) = g(x), se denomina 
ecuación con una incógnita, donde x es la variable llamada incógnita, y los valores que toma x 
se denomina solución de la ecuación. 


Una ecuación se llama algebraica, si cada una de las funcionas contenidas en f (x) y g(x) 
son algebraicas (racional o irracional), donde además una de estas funciones puede ser 
constante. Una ecuación se llama trascendente, si por lo menos una de las funciones contenidas 
f(x) o g(x) no es algebraica. 


Una ecuación trigonométrica es de tipo trascendente, cuando cada una de las funciones 
contenidas en f(x) o (х) son funciones trigonométricas de la forma f.t. (ax + b), en donde los 
términos a, b e R, (a z 0). 


Si se tienen desigualdades de la forma: REG) > (430) v ft (x) < f.t,G) ; 


se denominan inecuaciones trigonométricas. Para que esta relación se constituya en 
ecuación o inecuación trigonométrica, la variable debe encontrarse afectada por algún operador 
trigonométrico. 


Las ecuaciones trigonométricas son igualdades de expresiones trigonométricas, que se 
verifican para ciertos valores de su variable angular. 


19.1. ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES (E.T.E.) E] 
Toda ecuación trigonométrica de la forma: ET.(ax + b) = с 
Se denomina ecuación trigonométrica elemental, donde: 
i) a,b,ceR ;a=0;c e Ran FT. 


ii) (ax + b): arco; x:la variable angular 


19.2. RESOLUCIÓN DE LAS E.T.E. AR 
i) sen(ax *b) c => (ax + b) = kr + (-1)“arc sen (c) ;ke Z 
ii) cos (ax + b) 2 c = (ax+b)=2kxzarccos (с); Кє Z 


ii) tan (ax +b)=c = (ax*b)-kn-arctan(c) ; ke 27 
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19.3. SOLUCIÓN PRINCIPAL LIT 


Es la menor solución no negativa que satisface a la ecuación trigonométrica. 


19.4. RESOLUCIÓN DE LAS ECUAC. TRIGON. EN SU FORMA GENERAL BN 


Resolver una ecuación trigonométrica, consiste en reducirla , hasta obtener otra de la 
forma de una ecuación trigonométrica elemental y luego solucionarla. 


19.5. INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS LIT 
Son desigualdades de la forma: 
i) 140) + (350) > 0 v (х) + f.t,Gx) «0 
También pueden ser de la forma: 


ii) f.ti(x) + f.t(x) 0 v 1402-4150) < 0 


19.6. RESOLUCIÓN DE LAS INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS Иа 


Para resolver una inecuación trigonométrica, primero se debe calcular las coordenadas 
de los puntos de intersección igualando dichas funciones. 


gei 


En el gráfico mostrado se observa que: 
i) En los puntos A, B, C: f=g 
ii) En el intervalo (a ; b: f < g 


Ш)Еп el intervalo (b ; c): f > g 
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PROB. 1 
Resuelva la ecuación: 


2 sen x + cot x = csc x 


| RESOLUCIÓN PPY a 


En primer lugar hay que analizar sila ecuación 
está o no definida para algunos valores de la 
variable angular. Esto lo determinamos 
transformando a senos y cosenos: 


cosx _ _ ! 


2sen x + 
senx senx 


De esta relación está claro que: 


sen x= 0 = х#Ёт;Ёє Z (*) 

Efectuando operaciones, se tiene: 
2sen?x + cos x = 1 

= 2(I - cos2 x) + cosx = 1 

=> 2 - 2cos2x + cos x = 1 

= 2cos2x + соѕх+1 = 0 


Resolviendo se obtiene: 


cosx=-1/2 v соѕх= 1 


> x = 2 3 ; x 22km; МКє 7, 
Pero de acuerdo con (*) se sabe que:x + Rx 
= x = 2kmn , no es solución 


x = 2 kn + 2 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


PROB. 2 


Resolver la ecuación: 


sect = - 2tan = -0 


[RESOLUCIÓN ЫЫЫ а 


En primer lugar las funciones sec B y tan 5 


deben estar definidas, lo cual requiere que: 


cos ж «0 > 3 * (2k+1)z/2 


= x=(2R+ n% ¡VREZ 


Luego, en la ecuación dada, aplicamos la 
identidad pitagórica de la sec? x, así: 


1 + ап -2 tan 3 = 0 


2 
= (tan 3-1) = 0 


Xi Te 
= tan -1=0 => tan 3 1 
=> X Be x= sp 1 ST 
3 4 
PROB. 3 


Calcule la suma de soluciones de la siguiente 
ecuación: 


cos 6x = (H senex), csc2x; v xe [0; 1] 
sec2x 


a A AN 


Expresamos todo en términos de seno y 
coseno y tendremos: 


1+ ѕепбх 1 
1 ѕеп2х 
соѕ2х 


cos 6x = 


De aquí se deduce que los valores no 
admitidos son: 


соѕ 2х+0 ^ sen2xx0 
Es decir: 2x, ER ES xe EL, е 2 
cos2x(l 
Entonces: cos 6x — cos2x(l +sen6x) 
sen2x 


= sen 2x cos 6x = cos 2x+ sen 6x cos 2x 
sen 2x cos 6x - cos 2x sen 6x = cos 2x 
=  sen(2x-6x) = cos 2х 
sen(-4x) = cos 2x 
= -sen 4x = cos 2x 


-2sen 2x cos2x = cos 2x 


Como: cos 2x #0 
= -25еп2х=1 = sen2x= -1/2 
"Радо дое: xe[0;z] => 2xe [0;2m] 


" inr Ип 
Luego las soluciones son: 12^] 


PROB. 4 
Resuelva la siguiente inecuación: 


sen 2х +senx > cos 2х + cosx; V xe [0; я] 
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| RESOLUCIÓN PERS A 


Transformando a producto cada miembro de 
la inecuación, se obtiene: 


2 3x 2 3x x 
sen COS “y Я > 2cos ^5- cos 


3x 


=> sen cos 5 соо cos > 
3X cos 2 "SES 2 


De acuerdo con la condición, se tiene que: 
xel0;n] = Хє(0:2| =» cos Z > 0 
, 2 3 2 2 


Luego: sen ЗА ye > cos 5- Зх 521 


3x 
=  sen^5- Зх > COS» 


Graficando las funciones де cada miembro: 


^ g(x) = cos 3x 


f(x) = sen `É Эх 


802) = cos 


4 


— -- 


-----.. 


Según la figura, la solución es (xi;x;) , 
calculemos: ху A хә. 


Esto requiere hacer: 


Sx 3х Зх _ 


3x _ T " n 

= 2 =kn+ 4 = Зх = 2kn+ 7 
_ т 2 
= к С 6 


ы БЕСЕ 
EDITORES 


— 2 


PROB. 5 
Resolver la siguiente ecuación trigonométrica: 


3cot?x + 5 = 7 csc x 


RESOLUCIÓN PPP ГЫ 


Como intervienen las funciones cotang >i le 
y cosecante las restricciones son: 


COtx^ CsCX > ХУЁТЛ,КЄГ 


Como en el problema anterior, nuestre 
estrategia consistirá en elaborar una expresión 
en términos del seno, por lo cual apelaremos 
alas identidades trigonométricas. Veamos: 


3cos2x 5 5sen? x = 7senx 


sen?x sen? x sen? x 


Como: sen^x = 0, podemos simplificarlo: 


?x + 5 sen2x = 7 senx 


Pero: cos?x = 1 - sen?x 


3 cos 


= 3(1- sen?x) + 5sen?x = 7 sen x 
Efectuando: 2 ѕеп2х - 7 ѕепх + 3 = 0 
Factorizando: (sen х - 3)(2 ѕепх- 1) = 0 
i) ѕепх-3 = 0 


> ѕепх= 3 (No puede ser) 


i) 2senx-1=0 = senx= 


Ni 
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PROB. 6 


Determinar x en el sistema: 


х+у= 9 ... (1) 


2 sen! > COS (2) 


Nuestra estrategia consistirá en obtener una 
ecuación en términos del arco «y», para lo 
cual haremos las siguientes transformaciones: 


LE E d b d d di 


De la ecuación (1), se deduce que: 
T 
X ty = > 2х + 2у = п 


Por reducción al IC se puede establecer que: 
cos 2х =-cos2y (3) 
Reemplazando (3) en (2): 


2 sen 3) = - COS 2y 


2 
= l - cos y = - cos 2y 
Pero: cos 2y = 2 cos?y -1 
> l- cos у = - (2 cos?y - 1) 


=> 2 cos?y - cos y =0 
Factorizando nos queda: 
cos y (2 соѕу-1) = 0 


Igualando a cero cada factor, analizamos 
teniendo en cuenta la condición dada: 


i) cosy=0 > y = 2Ёт + 1/2 


Luego: x = 


NE 


y => x-$ c (гаа) 


= х=-2Ёло x-mn-2kn 


H) 2cosy-1=0 = cos y = 1 


> y =2kn + 5 =) 


Reemplazamos (*) en (1): 
21 T 
x=3- (28) 


"EE ad ш еа 
= x73 2kn Ó x= "G 28т. 


чь 


PROB. 7 
Resolver Іа :іпесиасібп trigonométrica: 
sen Зх - sen x > 0, si: x € ( 0 ; m) 
| RESOLUCIÓN «ira to 
Del arco triple tenemos: 


sen x(2 cos 2х + 1)- sen x > 0 


= 2 ѕеп х соѕ 2х + sen x- sen x > 0 
= senx.cos2x>0...(1) 
Por condición: 0«x«mzx = 0 < senx<1 
Reemplazando en (1) tenemos: 
cos 2x > 0 


De la C.T. se observa que: 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) La ecuación tiene que estar definida en el campo de los números reales. 


2) Obtenga los valores donde la variable no está definida, para no tomarlos en el 


conjunto solución. 


3) Reducir a su mínima expresión a la ecuación hasta obtener de la forma: 


f.t (ax + b) = c 


4) Si se trata de una inecuación es necesario graficar las funciones para visualizar 


con facilidad el conjunto solución. 
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Ar 


| Enunciados; de Problemas: 
Le == ® 


x = Es 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
Aw PAIS DA E 
01.- Determine el conjunto solución de: 
05.- Resolver la siguiente ecuación trigono- 


4 sen? 2 +3 tanx=2 métrica: 
1 
3 3 
E sen х. COS X - Sen х. COS х = — 
aya 1 2 D) Ez a 
А) (ЖЕЛ BGE DE сусе 
B)2kn.+(-1).5 E) (1) € pe и за 


T T 
Р 23 ж 
C) TE D) Qk 4 1) 8 E) (4k - 1) 8 


È ! " 06.- Resolver la ecuación trigonométrica: 
02.- Determine el conjunto de solución de la 
ecuación trigonométrica: cos3x  cos2x _ 
senx tanx 
cos2x- 1 + їапх= 0 | | ] 
y determine la mayor solución negativa. 


A) (an -=Ju re D) (кх-®) окт 4 * 
4 6 4 3 210 AU T T n 
A)-3 BI -4""O-c Dg E 
B) (xn + z) U 5 Е) (kn - z) V kr. 07.- Determine un conjunto solución de: 


sen 5х + sen Зх + sen x+ 4 sen”>x- 3 = 0 
C) (ne ыал 


л T T 
A)(Am-l)z B)(4m*1);, С)(4т-1)— 
03.- Determine un conjunto solución de: х ) 6 )( ) 4 X ( 4 


3 соѕ х - ѕеп 2х - веп^х =, si: tanx>0 D) (2т+ D$ E) (4m - DE 
A) kr. 5 B) kT- al C) kn- A 08.- Determine el conjunto solución de: 
sen x. sen Зх - sen 2x . sen 4x = 0 
T T ` 
Ю) ќп- = Е) kn+>% 
6 4 A) + B) 211 С) ка 
04.- Resolver la siguiente ecuación trigono- А 
métrica: . ; 
Nie. пу E) 4 
1 +соѕх= = .sen x 5 5 
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09.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


sen3x cos3x 
R- ORE = 4 cos 4x 
senx cosx 
2kn p) kx kn 3kn р kn 
NM qe, 


10.- Determine el conjunto solución de la ecua- 
ción trigonométrica: 


sen6 x cos6 x 
— = сел m 
sen2x COS2 х 

AE XE р Sro? 


k k 
E CU 


kn кл 
С) АГ" C1). 12 
11.- Determine el conjunto solución de: 
cos 4x + 2 sen2x+3=0 


k 5 
A) 3 + Ec 4 


kn E 
1 D) xc Hi 


2 


kB, T. km | TQ 
Data y E LCD 
kn Tk 
92652715) 


12.- Determine el conjunto de solución de la 
ecuación trigonométrica: 


4 D 2 4 
5sen x + 6sen х. cos“x + 5 cos x = 4 


А)0к+1)3 B)(k+1)5 O k+D% 


D) Qk- DE E)(2k- D 


13.- Determine el conjunto solución de: 


2 1 
cos? (7-3| -cos (Z+ x) = 2 


Кт k T kn k T 
A) 28 + (-1) -4 р) 3 + (-1) -6 

kn кл 2kn кл 
В) > +(-1) -8 E) 3 + (-1) T 


kn kī 
C) " + (El). 3 
14.- Determine el conjunto solución de: 


(sen 2x + З cos 2x)? - 5 = cos (z-2:) 


A) 8 A3) D) 15 02k 7) 


B) 8 4c E) 15 024-7) 


C) t (12k 7) 
15.- Determine el con junto solución de: 


[sen 2x] + 2 = 2(|sen x| + |cos x|) 


2kn 


E DS. 


3 


16.- Determine el conjunto de solución de la 
ecuación: 


Um sen x + COS x = J/2 


A) B) E C) ёл E) kn 


"S ü Ли Л 
Ау2лж + 3 р) Кл. + 6*3 
T и л л 
В)Кт+ 4*3 E)2kn + 12 +3 
us. L 
Су2лж ¿+3 


17.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


2 842 
cos2x 11-42 
л n A 
А) тєр B)2knt ç С) kn+ 16 
п E 
D)2kn* 6 E)kn* 32 


^ 


18.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


4 4 
cos x- sen x- 1-0 


кт kn kn 2kn 
A) 4 B) > C) 3 D) 5 E) kx 
19.- Resolver 
trigonométrica: 


la siguiente función 


2 
l-senx= z.cos'x 


2 


A) (k- De В) (4+1) 5 Су68-1) 8 


т n 
D)4k-)7 — E)4k-05 


20.- Determine el conjunto solución: 
34 J5 
2 


Sec x + tan x = 


A) Кп + arc sen (3) B) 52 + arc cos (3) 
kn 2 Уз 
С) 5 +arc sec(4) D) iecore 2 | 


л Уз 
Ek 8 22 2 J 


21.- Determine el conjunto solución de: 


1+ cotx 
= cos 3m 
]—tanx 
kn Зп kn 3n kn Зп 
AJ +в P3 s OMM 
kn km. kn 3л 
у EPA 


22.- Determine la suma de las soluciones en: 
x €[0;27), de la ecuación: 


senx- 45 cosx- 1 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


23.- Determine la suma del menor ángulo posi- 
tivo y el mayor ángulo negativo que verifica: 


cos 2х - cos x - sen x= 0 


3n T T. 4n 57, 
А) 7 В) 8 С) 2 D) 9 E) 3 
24.- Determinar la menor solución positiva de 


la ecuación trigonométrica: 


sen 2x + 2 cos 2x . sen х= 0 


5 
^f o»* ор ор э} 


25.- Resolver la ecuación trigonométrica: 
2 cos4x.cos 3х+2 sen 5x. sen 2х = cos 4x+cos 2x 


y determine la suma de las dos menores solu- 
ciones positivas. 


p ў o Pio 


26.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


sen3x de x 2л Зл An 
Ea + 1=tan 9 tan 9 лап 9 лап 9 


дуэл o% рт 


y determine la suma de las soluciones com- 
prendidas en [0; 2л]. 


А)4п B) Cn D) E 


27.- Determine la suma de las 2 menores solu- 
ciones positivas de la ecuación: 


COS X = 22 cos 5x - cos Ox 


Mz — 13% 
150 Б) 80 


28.- Determine la suma de soluciones еп 
10: z] de la ecuación: 


3n 8n 7n 
A). шы, С) D 


х 
2 senx= tan = 


2 


29.- Resolver la ecuación trigonométrica: 
2 2 
6cot x - 4cos х-1 


y determinar la suma de soluciones compren- 
didas en ( 0; п) 


A)T В)2л С) Зп D)4n Е)5л 


30.- Resolver Іа ecuación trigonométrica: 
3 tan x + tan (Z-x) -2=0 


y determine el producto de sus soluciones 
comprendidas en (0; л). 


Элс 3л 5л? 
AE В) 17 06 
DS E36 


31.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


tan Зх + tan х= 4 sen х y determine la dife- 
rencia de soluciones en el intervalo de (0; 7). 


4n 2n 


32.- Determine el número de soluciones en 


E z] de la ecuación: 


sen 5x + cos 2х = sen x - 2 sen2x + 1 
A)3 B)2 04 DO Bl 
33.- Resolver e indicar el número de solucio- 


nes para x € (0:2) de: 
cos25x - sen2x = cos 4x 
АЛ Ву2 С)3 0)4  E)5 


34.- Determine el número de soluciones six € 
(0, 471] en ecuación: 


3tanx- cot x 


A)1 B)8 03 D9 Е)5 
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35.- Determine el número de raíces que se ob- 
üenen al resolver la ecuación trigonométrica: 


1 + cos 12x22 cos 8x, sí x € [07772] 
A)0 B)2 С)4 D)6 E)7 


36.- Determine el nümero de soluciones si x 
€ (0; л) en la ecuación trigonométrica: 


25еп2х + Y2 sen (x+ z) - COS x = sen 3x 
AJO B)1 C)2 D3 E4 
37.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


sen x. sen 3x+ cos?x . COS 3x = cos 2x 


y determine el número de soluciones compren- 
didas en [0; п] 


A)) B)? ОЗ D)4  E)5 
38.- Si: x e ( 7m; п), determine el número de 
raíces que se obtiene al resolver la siguiente 
ecuación trigonométrica. 

tan 2x + tan x = sen Зх. sec x 
A)3 B5 С)2 D)1 E)4 


39.- Determine el número de raíces que se ob- 
tiene al resolver la ecuación trigonométrica 


cos 2x22 sen? (Z-x);sixe 10: л] 


A)1 BO Оз D4 BS 


40.- Si x € (0; л), determine el número de raí- 
ces que se obtienen al resolver la ecuación 
trigonométrica: 


vers(x) + ex - sec(x) = cos x - 2 sen x 
A)2 В)І 0)0 р)4 Е)6 


41.- Determine el número de soluciones que 
se obtienen al resolver la ecuación trigonomé- 
trica: 


sen Зх = 8 sen^x, si: x€ (0; 211) 


A)3 B)4 C)6 D)5 E)7 


42.- Determine el número de soluciones que 
se obtiene al resolver la ecuación 
trigonométrica: 


tan Зх + cot x = tan x + cot Зх, si: x € (л; 21) 
A)1 B)2 03 D)4 Б)5 


43.- Resolver la ecuación trigonométrica 
л 2 
tan (8-| + tan 2x=2 


y determine el número de soluciones compren- 
didas en (0: 2л) 
A)3 B)5 С)6 


р)4 E7 


44.-Si: хє (o; z) ,resolver la siguiente ecua- 
ción trigonométrica: 

(1 + cos х). cov x = (1 + sen x) . vers x, 

n т п 
А) 4 В) 3 С) 5 


Dsi 


45.- Determine las soluciones en ( 0; т) de la 
siguiente ecuación trigonométrica: 


2 sen^x - УЗ ѕеп2х = 2 sen x - us. 


m x m zm] 

Ае] p 

C [zz] D [nz z) 

12:4 5 ) 1236 
п.4п.5л 

D 


46.- Resolver la ecuación: 


tan 5x . tan 3x — tan E 


y determine la menor solución positiva. 


ku | ALT 2л 
AJ P) O 27 
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47.- Determine las soluciones positivas y me- 
nores de una vuelta de la ecuación: 


B + 1) senx +( 4/3 - 1) cos x= /2 


л.2т m.2n 31.21. 
ias as 71713 
n.37 T.37 
D A E) 64 


48.- Resolver la ecuación trigonométrica: 
sen 2х + со$2х = - 1 


y determine la menor solución positiva. 


БЭ 


T 
a 2 


B)5 gu р) & 


49.- Resolver la ecuación trigonométrica: 
2 3 3 
sen” x(2 COS x + sen x) = sen x - cos x 


y determine el cociente entre la mayor y menor 
solución si x € [0; 27]. 


A3 B)I2 C4 DIB  E)52 


SISTEMAS DE ECUACIONES 


50.- Resolver el sistema de ecuaciones: 
501) 


х+у= E 


sen х= ѕеп у... (2) 
A)5 -kn 


В) 2 kx С) - т 


р) Š -kn E) -4т 


51.- Resolver el sistema de ecuaciones: 


x+y= > s (1) 
m2) 


senx+cosx=1 


A) 3 -Кл + 5 р) E -kne E 
B) 2 ema E) 5 @Кт + 
C) a -Кт + " 
52.- Resolver el sistema: 

х-у= = 2.@) 


їапх=(2+ Уз ) лапу... (2) 


kn кл mn 
А) 2 + (-1) 6 + 3 
kn k T 
B) 2 +(-1) 6*1 
kn кл 3n 
С) 4 + (-1) 6 +29 
kn km, mn 
D PD GENE 
53.- Resolver el sistema: 
3л 
-у= 2— ...(1 
O (1) 
3 
tanx. Cos y= 5 (2) 


Indica el conjunto solución de «y». 
A) c (-1)*- (2) Dyke Cp (- 
В) 2kr + (-1)*- (2) Е) soci (- 


С) 2kr+ (-1)- (z) 


54.- Resolver el sistema: 


T kn n 2kn m kn n 
Ay A)SEWR p Z T oa.r 
OA 0) 157 8 ) E 8 ) 2 8 
1 
senx.seny- — ... (2 2kn m kn m 
x Y= > 2) D) = š E) 1.95 
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А)х=(к-1) 4, y=0+DZ 
В)х=(3к-1) T. у= (2+1) 4 
or А у= (06-1) 


Г) х= (4+3) 2. y=(4k+ 0% 


Bx=(4-3)%. y=(4k-D% 


55.- Resolver el sistema: 


Л 
хат ---(1) 
senx 
seny 7500 


e indique un conjunto solución de “y”: 


я 1,2 
A)y=km+arcsen [1 ) +7 


В)у=Кт+агс соц 
C)» - rare tan| РЕ 5 
D) у= Ап + arc cos (i) 
E) yz kr + arc (1) 


56.- Resolver el sistema: 


л 
mins +. (1) 
tanx-tany-2  ...(2) 


Indica el conjunto solución de «y». 


57.- Determine un conjunto solución para “x” 
del sistema: 


л 
2x-3y- 4 вай) 


58.- Resolver el sistema: 


т 
х+у= = Ж 701) 


sen x + sen у= 1... (2), 


indicar un conjunto de solución para «x»: 


T T T 
A)2kn +3 B) kx.- 3 C)3kn- ç 
T n 
D) kn 6 E) kn- 6 
59.- Resolver el sistema: 
5 1 
LI 3 ас ( ) 
cosx | 
cosy 27: (2) 
Indicar el conjunto solución рага «y». 
A)2kn В) b oc D) ил Бут 


60.- Resolver el sistema: 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


2л 
x+y= --0) 
cos x+cos у= 1 


1(2) 


Da сото respuesta el conjunto solución de «х». 
С) a *2kn 


+2kT E) = +247 


3 
61.- Resuelva e indique un conjunto de solu- 
“х” del sistema: 


ción para “x 
2л 
IS 52100 
cos 2х + cos 2у= 0... (2) 


A)4-Df-$  DQkeni- 


|а eia 


BQk«)T«$ — BGken7- 


1 


м» 


С)064-02-02 


62.- Determine los valores que puede tomar 
“х” del sistema: 


х+у=2п...(1) 
ѕеп2х + sen?y = 0 35:12) 
A)4kn B)2kn (Сул шаг p ЁЛ 


63.- Dadas las siguientes ecuaciones, deter- 
mine un conjunto solución para “x + y”: 


sc 0) 


sen x + sen y = 


64.- Determine un conjunto de solución para 
“х” del sistema: 


sen x - cos" y ШИГ” ESE) 
sen^x + cosy = 1 Jas ) 
т п py 28 
А)(0к+1)5 В)(к+1)6 C)-)5 
руок+) S E) 06-1) ж 


65.- Dado el sistema: 
senx+seny=1...(1) 


-(2), 


determine la expresión general de arcos (x + y) 
que verifican el sistema. 


4cosx.cosy=3.. 


A) 2kT + A В) 247+ 1 C) Wiz 
T T 
D) kn 12 E)kn ж 


66.- Resolver el sistema: 
tan х + (апу = 1 A.) 
4 
tan (x t y) = 3 ” То 
indicar un conjunto solución para y. 


A) 2kn -arc tan (1) 


1 
3 B) km+arcun [1 


NN 
— 


C) Ап -arc tan (i) D) 2kn -arc tan Í 


E) kx 4 arc tan (2) 


67.- Resolver el sistema: 


tanx+tany=1+ B ze (Ib) 


coL x . tan у= 43 n- (2) 
T T T 
Ain- 4 B) C) kr 6 
n T 
Dunt E) KT -3 


68.- Resolver el sistema: 
tanx+coty=2.. 10) 
cotx+tany=2...(2), 


e indicar un conjunto solución para “x” 


ES T л 
A) -15 В) kr 8 C) 


л ЛЕ 
Ю)кт+ E) kn-= 


69.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones: 


T 
х+2у= > vL) 


y 
cos x = тойы (2) 


л 
tal que: O< y< PE determine: (x + v) 


us 


ay мі л E 
A) 2 arc cos 4 B) 2 - arc sen 12 


J7 


T — 
C) 5 * arc cos 4 


87 


T N 
E) 2 ` arc cos 4 


D) e arc sen 


70.- Si: x, y € (o: z) , resolver el sistema: 
09 
х-у= 620 
а (2.5) = tan y (2) 
4 
ML. АШ ц EL ии 
^)x- Y аад tx c cy 
an. Эл (58. Эл 
baza "Dacos? ge 
EL m 
Бух б д 
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71.- En el siguiente sistema de ecuaciones, 75.- Resolver el sistema: 
determine la primera solución positiva de x. 


1 
sen x. sen y= y 252001) 
1 
COS x. cos y= y 


ы 


siix€ (от), yE (o). 
Alc олиг a h Ч 2 2 


х-у= үу-..(1) 
2 2 3 
sen x + sen y= y 


72.- Dado el sistema de ecuaciones: A)x=- ^ сул 4 B)x= 1 jy =$ 
=0. 4 
+ а. суха 28, TE рух 108; TX 
ѕеп2х +sen*y=1...(2), 7676 бийг 4 
jt 5 Ч ТЭ] Е = T. E 
donde 0, x € (o3) , indique el valor de “x iu 87:58 
en 9 mt 9 y 76.- Si: x, y € [0,3 | resolver el sistema: 
А)5- 4 Bt; Суз ыл 27 2 
1 
9 л 9 л ѕеп2у - ѕепх= —...(1 
1 
73.- $1: х, ує (ол) , resolver el sistema: 2cosy-senx- = ...(2) 
sen 2х + sen 2y = 12.0) А)х= 45°, у=45°  B)x=30", у- 609 
sen(x+y)=1  ...(2) C)x2375,v253 Ш) x= 16°, у= 74° 
Indica el valor de «у». E)x=24", у= 66° 
А) A B) С С) š D) 5 E) > 77.- Resolver el sistema: 
tanx.tany = 1... (1) 
74.- Si x, y € (0,5) , determinar “y” del si- À 
guiente sistema: sen x. sen y= 4... (2) 
2 
senx.cosy= ç ...(1) т 
А determinar “у”, si: O<y<x< 2 
COSA seny S к .(2у', 
5 
Ag Bg Op Dj Bj 
A) T arc sen Уз КОР arcsen [1 ) 
4 5 4 5 78.- Si: x, y € |0; |, resolver el siguiente 
С) [dp (2) D) Ma. T (1) sistema e indicar como respuesta: "2x + y". 
8 5 6 5 2 
senx.cos2y-a +1 ...(1) 
E) M arc sen (2) 
8 5 cosx.sen2y-a 2-32) 
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mm. Эл” NE 
А)х=7;у=0 В) х= п ЗА 2 
C)x=0;y=-E Ю)х--3:У-3 
E)x=3 ;y=0 


79.-Si: x, y € (o; z) , calcular el valor de “у” 
en el siguiente sistema: 


senx.secy= 1...(1) 


sen x. sen y = І S- (2) 


п ST I TUNE TO “T Sy 
96 vig Ba Ov 
л л л 5n 
DE Yz DONT 


80.- Si: x, y € (0; 7/2), resolver el sistema: 


2 senx. sen y= -7 ..(1) 
— d2) 
м@= ys Е B)x=M у= 
Сухь у= Ю)х= мй з 


2 
2senx+3tany=443 ...(1) 


6senx - tan y =2 3 (2) 
A)x= 37°, y 253? D)x= 30°, y=60° 
В) х=60° , у=60° Е)х= 30°, y=74° 
C)x= 45%, у=30° 


81.-Si:x,y€ (0,5) » resolver el sistema: 


82.- En el siguiente sistema de ecuaciones: 


tanx 8331 

kay Ba 
л 

УЕ С 22), 


Л 
y <х+у<т, ¿aque es igual “x/y”? 


2, 42 3 
272, 04 Y 


wie 


83.- Si: x , y, z son ángulos positivos que perte- 


necen al intervalo [o; z] , determine: x+ y+ 2, si: 


senx. seny= VŽ m”. (1) 
sen y . sen z = E m (2) 
senx.senz- 3 2015) 

A)145° В)125° С)105° р) 165° Е)155° 


INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
84.- Determine el conjunto solución de: 


sen бх < 5 sen 3x 


A)x€ (4:2. 24m) 
B)xe (242.2, 28m) 
C)xe Qin. n 2m) 
рузе (казла) 


85.- Determine el conjunto solución de: 


sen 3x + sen 7x < 2 sen 5x 


86.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


4 sen^x + 2( 43 - 42 уѕепх- 46 >0, 


si: x e (0; 2л) 


Axe (Es 3r) (58,38) 
п.л n.57 
В)хє 472 © ТҮР Бус 
n.3n 3т..57. 
Cxe (2: ol 3 , z) 
D)xe Qnm (27,61 


87.- Resolver Іа inecuación trigonométrica: 


2 2 
sen 6x+ 2 sen Зх 22, 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


T SZT Z 
E. dh 


88.- Determinar el conjunto solución de: 


[sen x + 43 cos x| < 1 
.T. -pn.X 

A) (or-o z (6k 1) z) 

B) (28-0-2488-1)-1) 


o («--£;Gk-n-£) 
| 


D) ( (2k -1)-Z 37664441) 1) 


‚Л. Ж 
Е) (ox 1) 8 T. (Gk +1) z) 
89.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


cos2x - 2 cos x < O, si: x€ [-27; 0] 


A)x€ [22-32 o (-£:0] 


2 
oe [984] 


90.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


cos 7x < cos 3x, si: x € (0:1) 


d 


то 


2 
ы 
т 
— 
2 
ala 
— 
(C 
— 
wla 
= 


la ola Та 
la юа : 
— 


00 
— 
= 
m 
— 
2 
wola 
Rue». 
€ 
— ` — 
— 


eO 

м. 

x 

m 
— 

e 

oo|a 
— 

С 

N tA 


— 
E 
MM 
al 
nia 
w 


Jg 

мт 

ч 

m 
— 

2 
ala 


Е)хє (oz 


la 
~x 
€ 
— 
ЭЕ 
oli 
~ 


91.- Determine el conjunto solución de: 


2n 
cos 2x - cos <0 


T „оп 
Е)хє [2+ k; 5 d 


92.- Determine el conjunto solución de: 


sen3x  cos3x 


+ 
senx cosx 
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Tipet ху рп 
Exe (Est + tr) o (ns 2 +z) 


93.- Determine el conjunto solución de: 


sen Зх. sen^x - cos 3x. соз?х > 1 
kn m EINE. Din i 
A) =з В) 5+4 C) ж 
n k x 
руйт» с E) 2 *4 


94.- Determine el conjunto solución de: 


ѕес2х - 2tanx< : 


А)хє (are tan] + kn; arc tanS + к) 
B)xe (are tan 5 - kx; arc tan SF kx) 


C) x€ (атссо1- Ёл: arc cot а) 


1 


D) хє (are cot z + kx; arc cot3 + kx) 


3 4 
Б)хє (arc сог2 + kx; arc cot + kx) 


95.- Determine el conjunto solución de: 


tan (5-2) »1 


96.- Determine el conjunto solución de: 


tanx + 8 їап?х + 2 sec2x - 8tanx-1<0 


n knr. Sr | 3kx 
5 (pons. £) 


Asc 
ADITORES 


T2 2d4s e" 
97.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


cosx + COLX 4 
— 220. Si: x€ (0227 


сєсх 
A)xe (8:32) (ол) 
pre (5:37) - tm 
Oxe (555) t$) 
D)xe (3,3%) (л) 


98.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


cot2x+tanx<2,si: x € (0:2) : 


AL. 7m Tm. Sr 
E к) uc (398) 

ЭЕ Su 35:20) 
C) xe m D) xe (38: 5 


(235: 


99.- Determine los posible valores de “х” para 


que la función: 


1 
Ho De 27-78 
“7 afisenci-21x1 


se encuentre definida, si x € [-л; л] 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


A)x€ (-5:0) U (o z) 
юзе A 
охе (3м) ood 
D)xe (30) U (0: 3%) 
Exe (J-F) v (0,5) 


«сэ» 


100.- Determine los posibles valores de “х 
para que la función: 


f (x) = sen x - sen 2x + sen Зх sea siempre 
positiva, si x € (0; л) 


si (0:4) d (558) 
AS 
4n 


f(x) = |sen x| y g(x) = 1 + cos х; 


en donde: x € (0; 27), entonces, ¿ para qué 
valores de “х” se verifica: 


Дх) > g@)? 
А)хє (3:2) - (n) B)xe (ram) -{л} 
Сухє (3:3) 17) D)xe (=) - Im) 
n On л 
Е)хє (8.28) -1 5 1 


102.- Resolver la inecuación trigonométricas: 


sen 2x+ ,f3 cos2x<0, si: x€ [0; n] 
axel Es х) 
С)хє (5,52) 


21.71 
Е)хє (2:1) 


103.-Resolver la inecuación trigonométrica e 
indicar la afirmación correcta: 


cos2x-2sen?(Z- x) 20;si: хє [0:27] 


.R Зп. Su 

Dxe С z] П) хє ( A Ra ) 
Ixe ЕЗ IV) xe {27} 

A) SóloI В) [ y II C) HI y IV 
D) Ninguna E) Todas menos II 


104.-Si: x € (0; 27), resolver la inecuación 
trigonométrica e indicar la afirmación correcta: 


4 ѕеп2х+ 2( 43 - 1). sen x - 43 «0 


Ёл 5n.4n 

Dxe (0:2) Ixe ( x. ) 
3n.n 57. 

шухе| 35 дол) IV)xe ( 22) 

А)І, Il y IV В) 1уП C) III y IV 

D) Ninguna E) Todas menos H 


105.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


sen 2x + cos 2x + sen x - cos x « 1, 


si: x€ (5, х) 
4' 4 
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106.- Resolver la inecuación trigonoméuica e 
indicar la afirmación correcta: 


2 
ѕеп2х +cos 2х2 1, хє [0; п] 


2%. 23 


Dxe (22 5:5 ID хє (0; л} 


А) Пуш 
D) Ninguna 


B) IyH C) HI y IV 
E) Todas menos II 


107.- Resolver la inecuación trigonométrica e 
indicar el intervalo solución: 


T 
feci 
(2 2 


s (22) о) o (232) 


Sm llm) y, (78.15: 
p (m а) E) (25,152) 


108.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


JE sen (1/2 - x) > 0.51: x e (27; 4л) 


4 f 
sen x> cos^x „Si хє [-27; -11] 


109.- Si: x € (0:2) resolver la inecuación 


trigonométrica e indicar el intervalo solución: 


со5 х. cos 3x - sen?x . sen3x < 8 Ё 


B Lec 
EDITORBS 


в) (2) 037) 


110.- Resolver la Inecuación trigonométrica: 


cos3x 
>16,si:x€ (0:2) 


sen3x 


111.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


sen b < [соз x|, si: хє (-л; 2n) 


112.- Si: x € (oz) , resolver la inecuación 


trigonométrica e indica el intervalo que define 
el conjunto solución: 


ѕеп(27 x) - cos(27tx) > 0, 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


113.- Si: x € (0; 2л), resolver la inecuación 
trigonométrica e indicar la afirmación correcta: 


(соз2х-1) Gen x+ cos x- 43)«0 
Dxe (25:27) П)хє (о; z) 


Es 
HD хє (1 


44 
A) Sólo I B) IyII C) lll y IV 
D) Ninguna E) Todas menos III 


114.- Si: x € [0; 27], resolver la siguiente 
inecuación trigonométrica: 


sen(3x) — cos(3x) + 2 
4/2хєпх zl 


115.- Si: x € (0; 2л), resolver la inecuación 
trigonométrica e indica el intervalo que define 
el conjunto solución: 


sen3x – 45 
COS2 x + 3cosx + 2 


116.- Indique el intervalo solución de la si- 
guiente inecuación trigonométrica: 


sen3x 
1-cos2x 


А)(л,28) В) (пол) С) (29:57 


<0, si: хє [0; 27] 


117.- Resolver la inecuación trigonométrica e 
indicar el intervalo solución: 


[tan x| » 1, si: хє (0; m) 
кхе [5:48] - (3) Dre com- (3) 


оле (87) юзе (57) 8) 


118.- Si: x € ( 0; л), resolver la inecuación 
trigonométrica e indica el intervalo que define 
el conjunto solución: 


сап2х - ( 3 + 1).tanx+ 43 «0 
в(0:2) o(# 3) 


uo WE 


119.- Si: хє (0; 2л), al resolver la inecuación 
trigonométrica, se afirma que: 


(tan x - 1)2(tan2x -3)<0, 


D xe (0.2) 


ID xe ($2.25) IV) x€ [5:57 


Son verdaderas: 
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A) Sólo I 


D) Ninguna 


В) HyIV С) HyIV 
E) Todas menos IV 


120.- Si: x € o3) , resolver la inecuación 


trigonométrica e indica el intervalo que define 
el conjunto solución: 


„Л Зл 
л) (0;2) mos) 
‚л 
E (02) 
121.- Resolver la inecuación trigonométrica: 
tan > >1-cotx,si:x€ (0; л) 
Зл x 
А)хє (0,25) - Ї| B)xe€ (0:7)- ЇЕ 
3zV fx х.3л\ јл 
cxe (0,35) - (3) рухе (5:38) - [8] 
I.T x 
Exe (53) (2) 
122.- Al resolver la inecuación trigonométrica: 


cot(Z- x) -ќап2х>0, 51: хє (0; л) 


se afirma que: 
Dxe (o: z) 
HD xe (55, 2л) 


Son verdaderas: 


A) Sólo I B) ТуП C) II y IV 


D) Ninguna E) Todas 


123.- Al resolver la inecuación trigonométrica: 


tan x 4 cot x « tan m „si: x € (0; 2л) 


4 


se afirma que: 
Пхє(0;л) H)xe (зк. 2n) ID xe (š: x) 
Son verdaderas: 


A)I y H 
D) Ninguna 


B) Solo II 
E) Todas 


C) Туш 


124.- Al resolver la inecuación trigonométrica: 
43 sec^x- (M6 + 2).sec x 242 «0, 


si: x € (0; 27), se afirma que: 


рхе (2:1) шхе (2:1) 
In. la 

ID xe ( A © ) 

Son verdaderas: 

A)I y 

D) Ninguna 


B) Todas 
E) I y HH 


C) Туп 


125.- Resolver la inecuación trigonométrica, 
e indicar el conjunto solución: 


2 2 E 
secóx - csc“x> „Si: x€ (0; л) 


vers4x 


0051-00 90 


126.- Resolver la inecuación trigonométrica: 


senx.tanx+c0sx<2,si:x€ Gran] 


Ecuaciones e Enecuaciones Trigonométricas 


127.- Resolver la inecuación trigonométrica: 
2 Dey 
1 +tan“x< 4 cos x,si: x e (0; 2л) 


eindicar la afirmación correcta: 
31. Sr 
ID x€ ( T A ) 


Ill) xe (Zion) IV) xe (о: =) 


B) Iy II C) Hl y IV 
E) Todas menos I 


Dxe(0; n) 


A) SóloI 
D) Ninguna 
128.- Si: x e (0; 21), al resolver la inecuación 
trigonométrica, se afirma que: 
; 1 
tanx—-— 
3 
46 —senx+ 2cosx 


xe (3:78) 


liz. 
Dxe( L :2х | x. 


S 
Ш)хє |o: z) I) xe [5:58] 
Son verdaderas: 
A) SóloI 
D) Ninguna 


B) y IV C) LH y MI 
E) Todas menos II 


129.- Si: x € [0; 2л], resolver la inecuación 
trigonométrica e indicar el intervalo solución: 


Sec x + cOS x < 0, si: x € [0; 211] 


En este capítulo desarrollaremos la capacidad de resolver triángulos, pero no desde el 
punto de vista geométrico, si no más bien utilizando las propiedades trigonométricas que éstas 
poseen. La razón de este tratamiento se debe a que existen muchas situaciones problemicas 
que se solucionan con menos complejidad aplicando las definiciones trigonométricas, lo cual 
nos invita a descubrir y establecer nuevos teoremas para nuevos campos de aplicación. Es 
bastante conocida la aplicación del teorema de senos o ley de senos, así como también el 
teorema de cosenos o ley de cosenos para triángulos, es a partir de estos teoremas y con la 
ayuda de los temas anteriormente vistos como: identidades trigonométricas, transformaciones 
trigonométricas, ... etc, se deducen nuevas relaciones de gran importancia, los que nos регпийгап 
resolver no solamente triángulos si no, en general, todo tipo de polígonos planos. 


Sea el triángulo ABC, donde: A 
A, B, C: medida de los ángulos internos del triángulo ABC. E b 
a, b, c: longitudes de los lados del triángulo ABC. 
2p: perímetro del triángulo ABC. 2p =a +b + c B a С 
р: semiperímetro p= apto 
A 


R: circunradio del triángulo ABC r: inradio del triángulo АВС r; exradio relativo al lado a 
ғу: exradio relativo a! lado b 
ге: exradio relativo al lado c 


20.1. LEY DE SENOS (TEOREMA DE SENOS) | J 


En todo triángulo ABC se verifica que «sus lados son directamente proporcionales a los 
senos de sus respectivos ángulos opuestos y la constante de proporcionalidad es igual al 
diámetro de la circunferencia que circunscribe a dicho triángulo». 
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De donde: a=2RsenA  b=2RsenB л c=2RsenC 


20.2. LEY DE COSENOS (TEOREMA DE COSENOS) 


En todo triángulo se cumple: “El cuadrado de uno de los lados es A 
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble del 
producto de éstos multiplicado por el coseno del ángulo opuesto al 


primer lado". b 
c 
a AES -2bc.cosA b? = a? + с? -2ac .cos B 
c? = a? + b? -2ab . cos С 

De donde: Ч й E 

2 2 2 2 2 2 2 22-22 

_ b+ c - a 2-ачс-Фф _a+b-c 

k cos А = = PER A OB се A cós C 2,7 — y 7 

I 20.3. LEY DE PROYECCIONES (TEOREMA DE LAS PROYECCIONES) LI] 


En todo triángulo se cumple que: “Uno de los lados es igual 
a la suma de las proyecciones de los otros dos respecto al primer 


lado” 
| a = b cos C + c cos B 
b = a cos C + c cos B 
A [3 N 
c = a cosB + b cos A B ccosB H bcosC C 
— —- 
20.4. LEY DE TANGENTES (TEOREMAS DE TANGENTES) || 
h En todo triángulo se cumple que: “La diferencia de dos de los lados es a su surna, corno 


la tangente de la semidiferencia de sus respectivos ángulos opuestos es a la tangente de la 
semisuma de los mismos" 


A-B А-С 
ЕЕ tan (ME 
a-b 2 а-с 2 


DT Ф. -u 


TG 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos Ёо | 


20.5. R.T. DE LOS SEMIÁNGUIOS OOOO | 


A K(p- bXp- c) A [poza -a) A fp-bXp-c) 
sen Askori fOR = tan - аср 2) fs 
( 
fan 


B. |(р-а)(р-с) B Door b) B _ |(p-a)(p-c) 
29822 ас ар" ^Y  pG-5) 
Cis K(p- aXp-5) c [Ea c) C. [ф-а)(р-Ь) 
sen 2 = ЕБ апо TS У. 
20.6. SEMIPERÍMETRO (р), INRADIO (ғ) Y EXRADIO (R) BN 
p = AR соз А cos В cos С ғ= 4 К ѕеп 2 зеп В sen С 
r, = 4 R зеп А cos y cos С ry = 4Rsen Ë cos А cos $ 


С А В 
r= 4 К sen > cos > cos 


De estas relaciones se deducen los inradios: 


r, =ptan 2. re = ptan D ғ. =p'an Š 
r-(p-a)tan^ r= (p-b)tan Ë r= (p-c) tan Š 
20.7. MEDIANA DE UN TRIÁNGULO ABC [Г] 
4т2 = b? + с? + 2 bc cos A 
4 m = д? + с? + 2 ассоѕ В 
4m? = a? + b? + 2 ab cos С 
20.8. BISECTRIZ INTERIOR DE UN ta ҮТ) 
y = 20е к cos Л, 
_ 2ac B E ë 
DS Tr CS3 
_ Зав С 
De = a+b: cos B M С 
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20.9. BISECTRIZ EXTERIOR DE UN TRIÁNGULO Г) 


S= 40 senc y b 
Tjac RM 
S= sen B B E C 
4 S = 2R? sen A sen B sen C S= = S =p.r 


| S= /р(р-а)(р-Ь)(р-с) 8 = 2согА со co € s= pš tan $ tan 8 tant 


| £ A s B Ё c 
S =р(р- a) tan 5 S = p(p- b) tan ә S = p(p-c)tan; 
| 5=г„(р-а) S=r, (р-Б) $ =r.(p-c) 
| S= Jr Talbre S = /h,hyh¿R sen 45? 8-1, rr. РТ 
Siendo: «S» Área de la región triangular 
20.11. ÁREA DE REGIONES CUADRANGULARES ИА 
s = COED) sen a Si: АзС 2e E -, 
= S= Уер-аф-ыф-офр-4) -abcd соз?ф 
B C 
S 
A D 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


20.12. PARA CUADRILÁTEROS INSCRIPTIBLES BR 


Si se cumple que: 


А+С= 180° ó B+D=180° = ф-90 "ae o 


Luego: | 
S= /(p-a)Xp-b)(p-c)(p-d) i 


D 
En este tipo de cuadriláteros se cumple que: ааг 422 


«El producto de sus diagonales es igual a la suma de los productos de sus lados opuestos», así: 


(AC) (BD) = ac + bd (Teorema de Ptolomeo) 


20.13. PARA CUADRILÁTEROS CIRCUNSCRIPTIBLES BR 

Se cumple el Teorema de Pitot: 
a+c =b+d 

= р=а+с ó p=b+d 


Luego: S= Yabcd sen D 


20.14. PARA CUADRILÁTEROS INSCRIPTIBLES Y CIRCUNSCRIPTIBLES BN 


Para éstos cuadriláteros ó = 90? , y se llaman 
Bicéntricos. Luego: 


S = Jabcd 


Siendo: «S» Área de la región cuadrangular. 
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PROB. 1 


Se tiene un triángulo ABC, en el que su lado 
mayor es el doble del menor, y su menor 
ángulo es la tercera parte del mayor. 


a) Calcular la medida de los tres ángulos del 
triángulo ABC. 


b) ¿Qué clase de triángulo es? 


RESOLUCIÓN лл EEE 


Elaboramos una gráfica: 


Apliguemos la ley de senos: 


(1 _"_ 2a 
sena sen3a 


sen За = 2 sen a 
= sena (2cos2a +1) = 25епо 
2со520+1=2 =» 2cos2a = 1 
= со$52®=1/2 = a = 30° 
Luego: 


a) A = 60° ; B = 30° y C = 90° 


b) El triángulo es rectángulo. 


PROB. 2 


Los lados de un triángulo son números 
enteros y consecutivos. Si su mayor ángulo es 
el doble del menor, determine: 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


a) Las medidas de los tres lados. 

b) El valor del coseno del mayor ángulo. 
c) El área de la región triangular. 

d) La medida del inradio 


e) La medida del circunradio. 


RESOLUCIÓN PPP PP s 


Por ley de senos: D 
E (л) 
(п+1) _ _п—1 p 
sen2a sena N 
(n + 1) 
E: (n4 1) _ nl 
2sen cosa = sen 
ПЕЕ — A _ —n+]l * 
zon =" 1 = cosa Xn- D (5) 


Pero por ley de cosenos: 
(n - 1)2 = (п+1)2 +(n)? - 2 (п+1) (n) cosa 
= 2п(п+1)соѕ a = (п+1)2 - (n -1)2 + n? 


2п(п+1)соѕ а = 4л + п? E) 


Reemplazando (*) en (**), tendremos: 


Ahn УУ СЕ 


= 4п + п? 


2 2 
ау =%(п+ 4) > en = (n +4) 
(n+1)2 = (n + 4) (n - 1) 


= n+2n+1=r+3n-4 = n=5 
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Luego el triángulo es así: 


B 


A 6 
aja=5;b=6;c=4 
b) (6) = (4)? + (5? - 2 (4)(5) cos В 
40 cos B = 16 + 25 - 36 
> 40cosB=5 
cos B = 1/8 
c) Cálculo del área (S) 


= 15.49 ye 
qu 
d) Se sabe que: S=pr 
Dire 217 
> ы pr r= u 
abc 


e) Se sabe que: S = "AR 


15 _ 5+6+4 e 
> 2 = др” = 15К-5х6х4 
= 15К=15х8 E R-8 
PROB. 3 


A partir de la figura que se muestra, calcule la 


medida del ánguso o. 
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A CN im^ 


RESOLUCIÓN ЕТЕТТТТЕТТЕЕЕТЕТЕҒЕ" 


Aplicando la ley de senos (la proporcio- 
nalidad en dos triángulos que tienen los 
mismos lados). 


ѕеп20 _ sensa 

sena sen 20. 

ES 2senacoso _ sen5a 
sena sen 20: 


= 2 ѕеп 20 cos а = sen 50 

Transformando a sumas el primer miembro: 
sen За + sen Q = sen 50. 

= sen & = sen 5a - sen Зо 

Transformando a producto el 2do. miembro 

sena = 2cos da sena => 1=2cos 40 


cos 40 = 1/2 => 4а = 60° 
a = 15° 
PROB. 4 


Al resolver el siguiente triángulo donde АМ 
es mediana; el ángulo x es: 


A 
р 


RACSO 


BDITDRER 


| RESOLUCIÓN PETRA 


B "M x 
En el AABM aplicamos el Teorema de los 
Senos: 


A Az 
sen30* ѕеп(135° – х) 


m _ __ѕеп30° 
Е: n — sen(45°+ x) (D 


AAMC: aplicamos el Teorema de los Senos: 


= ТЕ AA 
sen15° senx 


= 


Igualando (1) y (II), tendremos: 


560309 _ _ ѕеп15° 
ѕеп(45°+ x) ѕепх 
ѕеп(45 + х) _ ѕеп30° 

ѕеп х ^ senl5? 


Desarrollando el sen de (45° + x) y 
efectuando como sigue, deducimos : 


42 (38-05 xod 


2 senx 
= colx +] = Уз +1 
Finalmente: cot x = 43 


De donde: x = 30° 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Cuando en un triángulo se conocen sus tres lados y se desea calcular sus 


ángulos, se aplica ley de cosenos. 


2) En un triángulo cuando se conoce la relación de lados y ángulos, se aplica la 


ley de senos. 


3) Si se tienen dos triángulos de lados iguales, los senos de sus respectivos ángulos 


son proporcionales. 


4) En cualquier triángulo, tanto sus lados, perímetro, inradio; área, se expresan 
en función del circunradio y los ángulos. Así: 


a = 2R senA : 


b = 4R cos 5 cos B соо S 


NO 


r= 4Rsen2 cos 5 COS 


ъ= 4R sen S cos 3 cos E 


b = 2R senB 


; c — 2К senC 
re 4Rsen2 sen5 sen - 
r — 4R sen5 cos 2 cos G 


S = 2R? sen A sen B sen C 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


LEY DE SENOS 


01.- En un AABC se cumple: 
BESA „ AC=b MARE? 


- l Їс e M E а senA 
calcula: = b - sam 
A)0 Bj СУ?” р Б)4 


02.- En la figura mostrada determine el valor 


de x: 
B 


A С 


С) arc cos х 


B) arc 2 


22 
A) arc cos 3 4 


E) 5 . arc cos 


D) 3 . arc seni 4 


03.- Dos de los ángulos interiores de un trián- 
gulo miden 20 y 60 los lados opuestos miden 
4 y 8 respectivamente, determine el valor de Ө. 


А) 12° В)14° C)I? D)2O? E30 
04.- De la figura mostrada, determine el valor 
de: tan 9. 
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J3 45 J7 3 4 
UEM. cora 
05.- En un AABC se cumple: 

BOSA MAG DY AB =c, 
reducir: M = abc.sen C.(cot A + cot B) 
Ajab Ba Oc DD Ee 


06.- En un AABCse cumple: BC=a, AC=b, 
АВ - c, reducir: 


4 bsenB — csenC 
^ 2a.sen(B — C) 


є)2 D) 1/3 


07.- En un AABC. se cumple: BC — a. AC = b. 
АВ =c,mZB -m ZC = 90° y b + c-a42, 
determinar: m ZA. 


A)1⁄2 ВЭ! E) 1/4 


A)30. В)37° C)60 Ю)45° E)53° 


08.- En un AABC, de lados: BC =a, AC=b y 
AB = c, reducir: 


bcosB + c.cosC 


M- cos(B — C) 


A)b  B)c C)arb D)a E) a-b 


09.- En un A ABC, se cumple que: BC = 20, 
AC=30 y m Z A = 37". Determine “cos 2B". 


As. Bes 05 
ү 19 
D) 100 E) 100 


m I 
EDITORES 


10.- Dado un triángulo ABC, si el ángulo “B” 
es el triple del ángulo “С” y AB = 5, AC = 7, 
determine: “ cos 2С” 

А)12 B)1⁄3 Сша D)US E)l/6 


11.- ¿En qué tipo de triángulo ABC, de lados 
BC =a, АС = b, АВ = c, se cumple que: 


A) isósceles B)rectángulo 


C) obtusángulo D) acutángulo 


E) equilátero 
12.- En un AABC, se cumple: ВС =a, AC =b, 
АВ = с y además: 
cosA  cosB  cosC (8 
Л ЧҮТ dbi 
determine la medida del ángulo С. 


A)45° B)37 C)60” D)53° Б)90 


13.- En un AABC se cumple BC = a, AC = b, 
AB=c,reducir: 

senA +senB 

^ ѕепВ +senC 


Al D C2 риз E3 


c-a 
4 
b+c 


14.- En un AABC, se cumple: BC =a, AC =b, 
AB = c y además R. tan A. tan B . tan C =2, 
donde R es el circunradio, determine: 


М = а.ѕес A+ b.sec B + c.sec C 


A)1⁄2 B)5 C)2 D)4 вш 
15.- De la figura mostrada determine el valor 


de "0", si AB = CD 


B 
9 
РА Do 
А D С 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


A)15° В)18° CO)? D2?  E)IO 


16.- En un AABC se cumple: BC = a, AC= by 
AB = c, reducir: 

M = (a - b) sen C + (b- c) sen A + (с-а) sen B 
A)-1  B)l C)0 


D)». E2 


LEY DE COSENOS 


17.- En un A ABC se cumple: AC =2 45 , AB = 
3 45 y m Z A = 60°, determine el lado BC. 


А)-/35 В)-7 Oi D)JI7 EJ 


18.- En un A ABC se cumple AB = cos 36, 
AC = cos 0 y m ZA = 40, determine BC. 


A) sen Ө 
D) sen 30 


19.- En un AABC de lados a, b, y c se cumple: 
За =7с y 3b = 8c, determine la medida del án- 
gulo A. 


A)30 В)45° С)80° D)120” Е)60 
20.- En un AABC se cumple: BC =a, AC =b, 


B) sen 20 C) sen 40 


E) sen 50 


RON M j 
AB =c y además: a“ - b“ - c = 3 bc, determine 


A 
el valor de tan 2 4 


Ау1 B2.03 3588 


21.- En un AABC se cumple: 


E) Y2 


BC=a,AC=b,AB=c 


y además: 3( 227703 )= 2Рс, 
А 2 А 
determine: cos 2 


A)1/3 B)1⁄2 C)1⁄4 D)1⁄5 E)l/6 
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22.- En un AABC, se cumple: BC = a, AC = b, 


Tab 
AC = c, además: (a + b + c)(a+ Б - с) = =P 


determine el valor de: “cos C” 


A)U2 B)13 С14 D)1⁄6 E)1/8 


23.- En un AABC, se cumple: AC=b,BC=a, 
AB = c, determinar: M = a(b cos C - c cos B), 
en términos de los lados “b” y “c” 


A) bc B) 2b? eje pz 


р) P? + E) b -e 


24.- Determine el mayor ángulo de un triángu- 
lo cuyos lados son proporcionales a 7,8 y 13. 
А)60° B)105° C)150? D)90” E)DO 


25.- De la figura mostrada, determine el valor 
de “x 4.» 


< 
2x-1 2x+1 
2x+3 

А)2 В)І 03 р)4  E)05 
26.- En un AABC se cumple: BC =a, AC = b, 
AB = c y se cumple que: a + b = 42 c, deter- 
minar el valor de “1 + cos C” 

c 2с? p 
A) ъс Вав © ас 

с 2? 
Daz Ya 


27.- En un A ABC se conocen: BC = 8, AC = 7 
ym £ B = 60°, determine el valor de: 33 cot C. 


А)5/11 B)11/5 C)11/3 D)3/11 E)11 


28.- Enun AABC, se cumple: BC=a, AC=b, 
AB = c y además: a tb + сё = 2а? (b. + c^, 


determinar la medida del ángulo A. 
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A)45 В)60° С)90 D)I20 E) 135° 
29.- Los lados en un triángulo son 3 nümeros 
consecutivos y el ángulo mayor es el doble 
del menor, determinar el perímetro de dicho 
triángulo. 


A)9 В)12 C)18 0)15 Е)21 

30.- En un AABC se cumple: BC =a, AC = b, 
B A 

AB-cya. (2) + b. «e 5) = АЗ, 


determine el perímetro de dicho triángulo 


A) 42 B) 43 C) 45 
D242 E245 
LEY DE TANGENTES 


31.- En un AABC se cumple: BC =a, AC = b, 


A 1 
АВ =c además: tan — =l y tan = а deter- 


2 2 
а—Ь 
atb' 
A)3/5 B)925 С)4/5 D)16/25 E)9/16 


32.- En un AABC se cumple: BC=a, AC=b, 


mine el valor de: M= 


A+B 
AB = c, a = 4b además: tan + 


2 
A-B = E 
tan w = 8, determine el valor de: cot 5 2 
А)3 В)5 С)7 


DI E2 


33.- En un A ABC se cumple BC =a, AC = b, 
AB - c, además: b — 5c. Reducir : 


А)-Ш3  B)I4 С)1/2 D)US E) 1/7 


BASES 
EDITORES 


34.- En un AABC se cumple: BC =a, AC =b, 
AB = c y además: b . cot B = (2c - b) cot A, 
determine: 


Mz (+) 5 tan(25<) 
O42 m45 Ю-5 


35.- En un AABC, se cumple: BC =a, AC =b, 
AB=c,m “С = 60? y az 3b, determinar: 


A)l В)2 


tan(A- B). 
А)42 В)2-/2 C345 
D)342 E)4 43 
LEY DE PROYECCIONES 


36.- En un AABC, se cumple: BC=a, AC=b, 
АВ =c, reducir: 


a—c.cosB 
= = .secC 
А)1 В)2  C)05 D) BIB 
37.- En un AABC, de lados BC =a, AC =by ` 
AB =c, reducir: 
а —c.cosB 
"| с-ашсаН 772 С 
A) sec В B) secC С) esc A 
D) csc B E) sen A 


38.- En un AABC, se cumple: BC =a, AC =b y 
AB =c, reducir: 

_ €cos(A +C) & b.cos(A + B) 

B a 


A)-1 B)l C)0.5 D)-05 E0 


39.- En un AABC, se cumple BC =a, AC =b, 
AB =c y además: a+ p ES c = 10, calcular: 


M = bc. cos А + ac. cos B + ab cos С 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


A)2 B3 Os D7 BA 


40.- En un A ABC acutángulo se cumple: 
BGsinu АСЕ р NBI: 
simplificar: 


M= bc. Jl +соѕ 2A + ас.М1--со8 2B + ab. 
„Л + cos 2C 


A) 42 (a? - b? c?) D) 45 (a? + Bb? - e?) 


B) 42 (а2+ 2+ с?) E) Y (2 + b2+ с?) 


Oia + b2 + e2) 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


41.- En un AABC se cumple: los ángulos inte- 
riores de dicho triángulo son proporcionales a 
los números 1, 2, 3 y la diferencia de longitudes 
entre el lado mayor y el lado menor es “2k”, 
determine el área de la región triangular ABC. 


A) 2 Du Me NET 
Diu 194324 


42.- En un AABC se cumple: el área (S) de 
dicha región triangular es 90 43 cm? y los se- 
nos de los ángulos A, B, C son proporciona- 
les a los números 5; 7; 8, determine la medida 


del ángulo B. 
A)60 | B)30 С)90° р) 45° Е)120 
43.- En un A ABC se cumple: los lados son 
tres números impares consecutivos y uno de 
sus ángulos mide 120°, determine el área de la 
región triangular en и”. 


EO. ph c 3562 
D) Eb. p 1593 2 
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44.- En un AABC se cumple: 
4S=(p-aMp-b)+P.(p- с) 


donde S es el área de la región triangular ABC 
y p es el semiperímetro, determine la medida 
del ángulo C. 


A)60°ó 120°  C)20 6160 B)45%6 135° 
р)9Ф E) 3076 170° 
45.- En un AABC se cumple: 
4S.tan € =ab, 
donde S es el área de la región triangular ABC, 


С С 
determinar el valor de: tan 4: 


A)2 B)34 43 С)2- 42 
D)2- 43 E) 24 43 
46.- Enun AABC, calcule: 

W = a? p! c^ sen A sen B sen C 


en términos del área (S) de la región triangular 
ABC. і 


В)255 С)48 D)8s? Е)0,55° 
47.- En un ДАВС, calcule: 


A)s? 


y Al A 
ME | эж. en términos del 
ab bc ас 


circunradio (R) y el inradio (r), donde a, b, y c 
son los lados de dicho triángulo. 


A)ORR&;  B)Rr C)0,5Rr 


D) 3Rr E) 0,2R.r 
48.- En un AABC, se cumple la longitud del 


3 : 
circunradio (R) es у= cm y la media 


geométrica de sus lados a, b y c es 23/91, 
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determine el área de la región triangular. 


A) 745 cm? B)14 NE ст? С) 1643 єт? 


D) 123cm  E)1642 em? 


49.- En un AABC; calcule: 


a? 52 с? 
TA у 
їап В їап С 


^ fanA 


en términos de los lados a, b y c de dicho trián- 
gulo si además el circunradio (R) mide 1 ст. 


A)abc B)a C)b D)c E) a+b+c 

50.- Enun AABC, calcule: 

© (b? с?) senBsenC р? 
зо, є 9 términos del área 

(S) de la región triangular ABC. 

A)05S В)25 C)3S 0)45 ES 


51.- En un AABC, calcule: 
W=2S(cotB +cot O) , 


en términos del lado “a”, donde S es el área de 
la región triangular ABC. 


A)2a?  B)3d C) Ю)а? Б)ба 


52.- En un AABC se cumple: 
S=acosA+bcosB+ c.cosC, 


donde S es el área de la región triangular ABC, 
determine el circunradio (R) respecto a dicho 
triángulo. 


AJOS B)1 C)1,5 D)2 E)2,5 
53.- En un AABC se cumple: 
a cos À + b cos B + c. cos C = R' 


donde R es el circunradio, determine el área de 
la región triangular en p^. 


AJOS В)025 Сз D2 Bip 


54.- En un ЛАВС, calcule: 


A B B E A C 
tan—.tan— + tan—.tan— + tan —.tan— 
"ANN Gel uo oe, s 2 
F A B C 3 
tan —.tan —.tan — 
2 22 2 
si el perímetro es igual a cuatro veces el radio 


de la circunferencia inscrita a dicho triángulo. 


A)2 B)I (9101551 D25 E)3 


55.- En un AABC se cumple: S = p . (p - a), 
donde es el área de la región triangular ABC y 
p es el semiperímetro de dicho triángulo, de- 
termine la medida del ángulo A. 


A)60° В)45° C)75 р)30°  Е)90 


56.- Enun AABC se cumple: a зеп В + bsen A =c, 
donde а, b у с $оп las longitudes de los lados 
de dicho triángulo, determine la longitud del 
lado “c” en función del área (S) de la región 
triangular ABC. 


A)2 JS  В)-5 
D34S B44-4S 
57.- En un AABC, calcule: 


a.sec A +b.secB 


C) 0,5-5 


csc2A.csc 2B 
en términos del área (S) de la región triangular 
ABC y el circunradio (R). 
[INT OT NT FORES 
А) в Въ OR D) R E)5g 


58.- En un AABC los ángulos de dicho trián- 
A Пр o b 
7" 3 усу; asimismo e 
circunradio mide 4 m, determine el área de la 
región triangular. 


gulo miden 
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A) 47 т? 


D)0,5 “Л né 


B247n?  C0)347m? 


E)4 20 n 
59.- En un AABC se cumple: 
acot А + b^. cot B + c". cot C = 4, 


donde a,b, y c son las longitudes de los lados 
de dicho triángulo, determine el área de la re- 
gión triangular. 


А)2 BJ C) DIT BI 
60.- En un AABC se cumple: 


3 
cotA+cotB=1 ; cos C = ç : 


el circunradio R = 10 m, determine el área de la 
región triangular en ABC. 


A) 16m? B)32m?  C)Q8m? 


D) 64 m E) 68 nË 

61.- En un A ABC se cumple: las cotangentes 
de sus ángulos interiores son proporcionales 
a 3, 5, 7 y dicho triángulo está inscrito en una 
circunferencia cuya región circular tiene un 
área de 90 л cm“, determinar el área de la re- 
gión triangular ABC. 
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15 
В)17 Oe 


D) 471 єт? DÍ 471 cn? 


62.- En un А АВС, calcule: 


ES 
= tan 2 - tan 2 .tan 2" 
en términos del semiperímetro p y el área S de 


laregión triangular ABC. 


A)S.p B)S.p? С)28.р 


D)S.p? E)S.p! 


то ВА 


63.- En un AABC, calcule: 


a+b+c 
Y = 
A B e. 
Cot cot yl 2 
en términos del inradio (7) 
A)05r B)r С)15г  D)2r E)2S5r 


64.- Enun AABC se cumple: 


B C e 
2*9t57 ky elinradio r= Ву, 


determine el área de la región triangular ABC 
2 
enp“. 


A 
cot — +cot 
2 


A)2k B)3ku? C)k  D)4k E)0,5k 


65.- Enun AABC se cumple: 


b + c=2a, donde a, b, c son las medidas de los 
lados de dicho triángulo, determine el área de 
la región triangular ABC en términos del lado 
“а” y la medida de su ángulo opuesto A, res- 
pecto a dicho lado. 


2 2 2 
A). B) E o% 
3a? e 3a A 


66.- En un AABC se cumple: 


2 


>, k> 0. donde r,,. 


t релса Гс 


E 
Tp » Tą son las longitudes de los radios de las 
circunferencias exinscritas y rel inradio, de- 
termine el área de la región triangular ABC. 

A)OSk B)k C)2k D)3k E)2,5k 


67.- Еп ип AABC, calcule: 


JA { В A € 
csc A csc E esc D 
W= + + .en 
bc ac ab 


términos del inradio (r). 
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1 D 2 3 1 
Ar? Di тад уул E). 
68.- En un AABC. эртэ 

2 А 2B 2 S). 
[en > +tan? 2 В дап? S 


= (Ьс)? веп^ 2 +(acy?.sent B D +(ab)?.sen* c ч 
donde $ es el área de la región triangular. 
A ВЭ 
69.- En un AABC, se cumple: 
el lado BC es igual a 2 JB, cm, las mediatrices 


G)2 D25 ,, B3 


de los lados AB y AC son PS y SM, deter- 
mine el área de la región triangular PSM en 
términos de los ángulos A, B, y C. 


senB cos(B -C) 
A) cosA cosB D) senA 
senA cosB.cosC 
B) cos B.cosC E) senA 
cosB.cosC 
С) cosA 
r.r + Te 


70.- En un AABC, calcule: W = 2 
2bc 


donde r,, r, » г son las longitudes de los ra- 
dios de las circunferencias exinscritas y r el 
inradio respecto a dicho triángulo. 


A)2: МАВ) ИЗ.,, €) D) 1/2 Е)4 


71.- En un AABC se cumple: 
(7), -rr-nr)-22.n.r. 


donde r,,, ғ y ғ, son las longitudes de los ra- 
dios de las circunferencias exinscritas, deter- 
mine que tipo de triángulo es: 

A) acutángulo B) rectángulo 
C) equilátero D) isósceles 


E) escaleno 


72.- En un AABC , calcule: 


“F o n-r 
у= 2— + 

а b 
tudes de los radios de las circunferencias 
exinscritas y r la longitud del inradio; además 


r¿=2 cm y c=4 cm. 


» donde гл. n, son las longi- 


AJOS B2 С)1 D3 E025 


73.- En un AABC , calcule: 


r-n*2R S" 
=R =e términos de alguna razón 
trigonométrica, si res el inradio, r, es el exradio 


y R el circunradio. 


A) cos B B) cos C C) cos A 
D) sen A E)sen B 
LÍNEAS NOTABLES 


74.- En un ЛАВС, calcule: 


т2 + т2 + т2 
= gom , donde m,, m, , mç son las 
a? +2 + 


longitudes de ын medianas de dicho triángulo. 


A)3/4 B)4/3 С) D23 E)3⁄2 


75.- En un AABC se cumple: el lado mayor y 
menor miden 26 cm y 10 cm, además sus ángu- 
los están en progresión aritmética, determine 
una de las medianas de dicho triángulo. 


A) 14 ст В) 14,09ст С) 15ст 


D) 15,09 ст Е) 16,09 ст 


76.- En un ЛАВС se cumple: 


A с Ь 


determine la longitud de la mediana relativo al 
lado “a” (m,) en términos de los lados “b” y “c” 


A)Jb+c 


D vbe 


B)b-c 


E) bc 


C)2bc 
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77.- En un AABC se cumple: 


277 33 


la longitud de la mediana relativa al lado 
es media proporcional entre las longitudes de 


6.7 


los lados “b” y “c”, determine W = sen? 2 en 


función de los lados de dicho triángulo. 


(b+ с)? (b-c) 

Abc Mane zm. 
(b cy (b-c)? 
О аа 4bc E 4cb 


78.- En un AABC se cumple: 


R?.sen?A +2S.cosA=senA , 


donde S es el área de la región triangular ABC 
y R esel circunradio, determine la [олец de 
la mediana relativa (т,) al lado “a” 


Ayos "ay" Сут: DD 
79.- En un AABC se cumple: 
i. cos Бин, 1 sen = 13, 


donde k y q son las „тош de la bisectriz 
interior y exterior respectivamente del ángulo 
A, determine el lado “c” si b» c. 


Al B3 OS D7 B9 


80.- En un AABC se cumple: 


C 


W = m: G оо + 2 С ат , COS > 

E P ыг 982 V ue š 
en términos de los lados a, b y c de dicho 
triángulo, si k, g, t son las longitudes de las 
bisectrices interiores para sus respectivos 


ángulos A, B, y C. 


ds cT iL 1-390 
А) tp B) tue Cato 
a+b+c JUL Pt 
D abc Darp e 


81.- En un AABC se cumple: la bisectriz ex- 


єє 05 


terior relativa al lado “с” mide J +1 ст; т 
£ A -m Z В = 45°, determine el valor de la 
bisectriz interior relativa al mismo lado en cm. 


D) 1,5 


82.- En un AABC se cumple: la medida del án- 
gulo A es 607 y la longitud de la bisectriz inte- 
rior (V,) es media proporcional entre los seg- 
mentos que determina sobre el lado BC, deter- 
mine la medida de los ángulos B y C. 


AJOS B)2 Ol ES 


A)100°y20°  B)909y30 C)110°y10° 


D) 108°у 120° E)105°y15° 
83.- En un AABC , calcule: 


W=2R.rsenA+r.cscA+r.cotA, 


en términos del área (S) de la región triangular 
ABC, donde R es el circunradio y res el inradio 
respecto a dicho triángulo. 


A)2S B)OSS C)38S D)25S BS 
84.- Enun AABC , calcule: 


abc.r, R 
" 


W^ 5р0 98 


y además a, b, c son las longitudes de los 
lados, ra es la longitud del exradio y S es el 
área de la región triangular. 


А10 B20 015.  D)8 EA4 


85.- Enun AABC , calcule: 


W =p[r.cot A + r,.cot B] - a.r,.cot B, 


&€ „зэ 


en términos de la longitud del lado “c”, donde 
p es el semiperímetro r la longitud del inradio 
y r, es la longitud del exradio. 


А)4с2 B)x? C25? De? 
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86.-Enun AABC , calcule: 
r, СОЇ $ cS. 


donde r, es el exradio, determine el valor de: 


r 
csc А - — 
a 
A) sen А В) cos A C) tan A 
D) sec A E) cot A 


87.- En un AABC se cumple: 


ry, = 3r , donde r, es exradio y r es el inradio, 
determine cuál es la relación entre los lados 
a,b y c de dicho triángulo. 


Aja+b=2c B)a+c=2b  C)b-c-2a 
D)a-bz2c E)b+c=2a 
88.- Enun AABC, calcule: 
A € 
W=: [n2 +106 | е 


en términos de las longitudes де los lados de 
dicho triángulo, donde r, es la longitud del ex- 


radio respecto al lado b. 
Aja В)Ь Oc 


89.- En un A ABC, calcule: 


D)2a E)2b 


w- Fa (ry + r.).csc A 


љ-(5 +) 


donde r,, ry , г son las longitudes de los ra- 
dios de las circunferencias exinscritas. 


A) sec B В) esc C C) sen € 
D) csc B E) csc A 
CUADRILÁTEROS 


90.- Sea ABCD un cuadrilátero, O el punto de 
intersección de las diagonales AC y BD. Si las 
áreas de las regiones triangulares AOB , BOC 


RACSO 


EDITORES 


y COD son 1,2 y 4 т? respectivamente, deter- 
mine el área de la región triangular AOD. 


А)1т2 B)3m? C)2m? D)4m? E)5m 


91.- En un cuadrilátero ABCD se cumple: AB 
=7и, AC =20 u y AD =25 u. $i AD es diámetro 
de la circunferencia, determine la medida del 
lado BC. 


А)10 B)I2 018 D)20 Е)15 

92.- Los lados de un cuadrilátero inscriptible 
son 3, 5, 6 y 8 cm, determine: “29 sen ©”, sien- 
do “o” el menor ángulo agudo que forman las 


diagonales. 
A)13 B)134Y5 O45 D)6 Be45 


93.- Los lados de un cuadrilátero circuns- 
criptible ABCD miden AB 12 и, BC 225 uy 
Ср= 52 u, determine cos (А + C) sabiendo que 
el área de la región cuadrangular es 650 u“. 


3 2. 
dM 13 
94.- Se tiene un cuadrilátero inscriptible de 
a=1,b=2,c=3 yd = 4, determine el coseno 
del ángulo formado por los menores lados. 


A)3/5 B)-3/5 С) 5/79 D)3/11 Е) -5/7 


ЭХ HA 1. 
Bi; О18 Dig B 


95.- Se tiene un cuadrilátero bicéntrico ABCD 
de lados AB = sen Ө, CD = tan Ө, BC = cos 9 y 
AD = cot 0, determine el área de dicha región 
cuadrangular. 


А)472 и? В)-/3 и? C) £ “2 


Уз 2 


D)4 42 u E) 4 u 
96.- Se tiene un cuadrilátero inscriptible ABCD 


de lados AB = a, ВС = b, CD = c y Ар =d, 
demostrar que: 
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-— " [ГЕТ 
2 V (p p @ c) 
97.- Si en un cuadrilátero inscriptible ABCD 


de lados AB =a, BC =b, CD=c y AD =d, se 
cumple: 


a + с = b + d, determine el valor de: 


Маьса 


ыг (ab+ bc)senA 


A) 1/2 B)2 Ol D) 1/4 B)4 


98.- Se tiene un cuadrilátero circunscriptible 
ABCD de lados AB =a, BC=b,CD=c y AD= 
d, demostrar que: 


B D 
VJab.sen = = Vcd sen — 


2 2 
99.- Si ABCD es un cuadrilátero circunscrip- 


tible que cumple: AB = а, BC=b, CD=d y AD 
= d, demostrar que: 


B D B+D 
S-ab. sen . CSC 2 -senj — , donde 
S es el área de la región cuadrangular. 
100.- En un paralelogramo se cumple: 


la medida de sus diagonales son 2a y 2b y la 
medida de uno de sus ángulos agudos es “a”, 
determine el área de dicho paralelogramo, si 
a >b. 
A)ab 


B) ab соз a С) ab seno, 


Dabtana E) (a? + b?) . fan o 


т20 223| 


21.1. DEFINICIÓN "gu 


C= [Ge ;y)/z = x +іу ; x,yeR |: (= JET) 
Donde: Re(z) = x: parte real del complejo z 
Im(z) = y: parte imaginaria del complejo 2. 
i = unidad imaginaria que satisface la propiedad. 
Ё -0:1)(0:1)--(1:8) y Pe 


2 —x-iy: conjugando de z , y que verifica la propiedad: 2.2. = xb y? 


21.2. REPRESENTACIÓN POLAR O TRIGONOMÉTRICA DE UN NÚMERO COMPLEJO [ Г | 


Si: z = x + iy = (х;у), puede representarse como un vector en el plano complejo (o plano 
de Gaúss). 


Del gráfico se observa que: Y k Im(2) (eje imaginario) 
|а| = Ix + iy] = Jx? + y? : módulo del complejo z E. ж plano z 


x =r cos Ө; у = r sen Ө, luego: 


z = r (cos Ө + i sen Ө) 
x Re(z) (eje real) 
Representación polar de z (z + 0) 
r : módulo o magnitud de z Ө = argumento de z (Arg z) 
O<Argz «2n v -m<Argz «m 
= Ө = arg 2 = Arg z + 2kRz; R € Z 


La representación polar o trigonométrica se suele denotar así: 


cos Ө + isen Ө = cis Ө 
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21.3. REPRESENTACIÓN EXPONENCIAL DEL COMPLEJO z BN 


je 


25106 
21.4. EXPONENCIAL COMPLEJA BR 
| e? = e* * = eX (cos y + ¡sen y) 
Está notación conduce a: e" = cosy + iseny ; Je] = 1 
21.5. TEOREMA DE DEMOIVRÉ mm 


(cos Ө + i sen Ө)" = cosn0 + isennü ; ne # 


Fórmulas de Euler 


De Moivre fue francés de nacimiento. Al trasladarse a Inglaterra, hizo 
amistad con Newton y con Halley, y se dedicó a dar clases particula- 
res de maternáticas. En 1697 fue elegido miembro de la Royal Society, 
y poco después de las Academias de París y Berlín. Su trabajo tuvo 
gran importancia en el desarrollo de las maternáticas actuales y enla 
aplicación del recién creado Cálculo Infinitesimal y el Cálculo de 
Probabilidades. A pesar de su reconocido talento nunca pudo ingre- 
sarala cátedra universitaria. Su obra titulada Miscellanea analytica es 
importante tanto para la teoría de las probabilidades como para la 
r Trigonometría, proponiendo su conocido teorema: 


(соѕ Ө +sen8)” = cos nf + sen r6 


Y asi mismo propuso : 
1 


n 2kn x0 А 2kn x0 
(cos0xsen0)" = cos ñ +isen— 
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PROB. 1 
Dado el complejo 2/2 = x + iy 
Demuestre que: 


%4=1 


a) sen?z + cos 
b) sen 2z = 2 sen z cos z 


c) sen 32 = 3 senz - 4 sen?z 


( RESOLUCIÓN эы ы 


Si: z = x + іу, podemos expresar en la forma 
polar y forma exponencial respectivamente. 


z = r(cos 0 + isen 0) ; z = re? 


Puesto que: Z 2r(cos0-isen0) ; 2 = ге" 


De donde: 


Z+Z=2rC080 ^ 1242 =г(е®+ е!) 


Osea: 2rcos0=r(e% +e 9) 
i0 , ,-ie 
= cos 0 = == 


En forma análoga se deduce que: 


io 10 


i =, 
ѕеп Ө = E +° ` 
2i 
dE E c сё +е 
Luego: sen 2 = >] 0052-79 — 


1 


: 22 2 52 
tz AZ 2 712 
4 e" хє 
a) ѕеп2+ соѕ22 = ES 7B | 5b [e J 


2 2 
n ————— 
sen t Cos z 1 4 


С 
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: "AE : Д N2 
(ez e E) Р (eË +e”) 


sen + cos 2 = 


b) 


c) 


(ее ui" ег)? 
4 


ѕеп2+ cos?z = 


2 2 


leže _ 
4 


sen’ z + со522 = 1 


e Le Z 
MÀ (ey? He Ey 
21 
Ww т (e* 4 e Sle? E 


2i 


iz Янг: iz -iz 
sen 2z = . EX 


sen 2z — (sen z) (cos z) (2) 


sen2z- 2senzcosz 
3iz —3iz izj3 _ (¿iz үз 
sen 32 = ©——ё©—— = (е (> (е ) 
21 21 
iz  5-iz 8 Ad Я 
ѕеп 32 = e e * x e^ etum] 
iz „Ё ^ š 
sen 3z = € —€ [e7 5721! 


21 


iz 


-iz " 
sen 3z = a [е -e*?« 3] 


ASS 
EDITORAS 


iz -iz 
sen 3z = = [(зеп z)*(-4) + 3] 


sen 3z = (sen z) (3 - 4 sen? z) 


sen 3z = 3sen z-Asen*z 


in/A  —im/4 
2р - 25 = 42 шэн (21) 


z) - Z3 = V2 (sen n/4)(2i) 


PROB. 2 
Sean los complejos: z, - zç = V2 (42/2) (20) 
zı=1+iaz= 426^ calcule: 2р-22-029 
az, +2, b) 21-2, Су 5 c) zz = (А000 
2 
21-2) = 1-1 
d) 21/25 Э: 
RESOLUCION Бо + x + k k k k k k k k k k k k 2.29 = ( 42 e!) ( J2 e^) 
Primeramente expresemos Z, ^ z; en sus 
formas cartesianas y exponencial. 21.2272 
zi =1+ і = z= 2e™ Р 
з l өле 82. 
z, = gin > z= l-i 22 1-0 ДЕЕ I+ 
a) Para sumar o restar complejos es conve- Zp 2 pui on ийш 
niente que deben estar expresados en su 22 2 2 
forma cartesiana o binómica, luego: 
FE 
Zi tz; - (1i) + (01-0 => Zi +z,=2 Z2 "n 
Б)2ү-22-0140-40-0 = z; - zx = 21 iius Је?!“ = оки 
Е 
Sin embargo también pueden estar 22 Уе" 
expresados en su forma exponencial, así: 
ЭЛ T A =соѕ 2 «isen $ = 0i 
z + zə 426"! 426?" 267 
zitz- 42 (e еэ) E we 
22 
in/4 4 
e «e 
zi + ган 42 — Jo e) 20022 = Лед? 
2р + zx = 2 (cos n/4)(2) 22.23 = AFA - DG - D 
al 
21 *z,- 42 E (2) 21-23 =la +00 - дра -д 
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22.13 = Gü - 2-3 = 40-0 
o también: z; = Beia z? — де? 
а= бе pee 
Multiplicado: 21.2) = 44202 


г? 2 = 442 e "^ 


21. 23 = 442 [соѕ(-л/4) + i sen(-1/4)] 


03.- Resolver: соѕх = 2 


[RESOLUCIÓN ЁРТЭТЭТТҮҮҮТТТҮҮҮҮҮЭ 


De hecho esta es una ecuación que no 
pertenece al campo de los números reales, 


puesto que en dicho campo se cumple que: 
-I<cosx<1 


Luego, la validez de la ecuación dada se 
encuentra en el campo de los números 
complejos además se sabe que: 

iz -iz iz iz 
^ senz= € 


e +e -e 
cosz = == = Enc 
2 21 
e e * ix -ix 
Luego: E. =2 => e +e"=4 


> (e^ 1 = 40) = (e) 4(e*) + 1=0 
> (e) 4( +1+4=4 > (е 2)2 – 3 
> e.2=143= e” =2+y3 

ix = Ln(2 + /3)= x=-¿Ln(2 +43) 

Es decir: ху = -i Ln (2 + 43) 


x, = ¿Ln(2- 43) 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) Para realizar sumas de números complejos, éstos deben estar expresados en su 


forma cartesiana. 


2) Para realizar productos o divisiones de números complejos, estos deben estar 


expresados en su forma exponencial 


3) Si se realizan potencias de números complejos, éstos deben estar expresados en 


su forma exponencial. 


4) Para demostrar cualquier identidad trigonométrica la teoría de los números 
complejos es una nueva vía para su ejecución. 


5) Toda ecuación trigonométrica que no está en el campo de los reales, es 
solucionado por complejos, teniendo en cuenta las relaciones siguientes: 


cos O = 


^ ѕеп Ө = 


[7 A 


2 
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RACSO 


EDITORES 


FORMA POLAR 


01.- Determine el valor de: 
40 
E 2 | 
Z=| —+i— 
2 2 
А)1 Ву? as D)4 E)5 
02.-Si:Z=1+ 143 , determine el valor de ТАЙ 
A) 62 D)68  E)65 


B)70 С)64 


03.- Sea el número complejo: 


dex! ESA 
Z= + )0| 8-1, 
2 2 

determine: = еб 179 ez) 


A)5 В)4 ОЗ ру2 E)1 


04.- Dada las condiciones: 


13:22 _ 


= =-1 EN. 
Z+Z 0) 


л 
Z= cos20+1sen28 ; = <0< 7 ...(2) 
determine el valor de “Ө”. 
эл Іл 5n 5n Tr 
ку A e E 


1+ ñi 


05.- Sea: Z = i , determine: 
| = | 
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i 3n 
arg(Z) ,si: t < arg(Z) < E 


71 7n T Tr 
A) = B) £5 C) 6 D) 6 E) 867 
06.-Sean: 7|-241 л Z,=3+1, 


determine: Z,.Z, en su forma Polar. 


А)5-/3 2 D)5 V2.cis 
B)3 42.684 DS 
(@))5) Е ds 
| a+bi TH B 
07.- Si se cumple: —— = e `, determine: 
а-Ы 
“tan а“ 
ab ab 5ab 
A) =3 B E 
Tum A E p? 
8ab 2ab 
Das Ю 


FORMA EXPONENCIAL 


08.- Determine el mayor valor de la expresión: 


_ ке(7'+7°+7)+1 
ай 2со50 А 


А)1 В)2 5 D4  E)5 


" ¡9 
si: Z= e 


09.- Sea el número complejo: 


Z = cos 5° - i sen 5° , 


г 1 ux) 04 
determine: M= — (Z° +Z `“ 
26 ; 


A)-1 B)2 С)-2 D)1 E)3 
їл 
й Эл — BE | 
e sen ГУ +1СО$ 3 
10.- Reducir: Z= 
| 42-1-/2 
А)1/2 В)1/3 Ol D) 1/4 E)2 


11.- Si se cumple: 


ZEE sen 0 4 245 cos Ө - aisen(0-2), 
determine: |Z]. 


А)1 B3 O4 D2 B5 


12.- Sea el número complejo: Z = e ^? (1- &*, 


fisio: - Re(Z) 
etermine: M= 17 (2) ` 
A) -tan 30 B) tan 20 C) -tan 50 
D) tan 30 E) -tan 20 
-i9 їр 
Ja set e E м кыы 
ne: |W| 
A) $ sen 2 B) © sen 8 С) Š cse 3 
э. MD 2 дүй 
р) 8 лап 2 Б) Ө .sen 2 


14.- Si se cumple: 


2 
(20083 +isent] =Мсоз?$ . cis Ө, 


determine del valor de “M”: 


A)1 B2 QS D)4 Е)5 
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1 
15.- Sea: Z+ 7 = 2 cos Ө, determine: 


А) -2 ѕеп40 В) -2 ѕеп20 С) -3 cos 40 


D) sen 40 E) -4 sen 20 


16.- ¿Cuál será el número complejo en forma 
exponencial que al multiplicar a ( Jis 1)“ dé 


otro número complejo tal que su módulo sea 4 
y el argumento 180°. 


A) - QU B) 3 С) Le 
D) 1 Ns E) 3 Qu 


(sen3x  icos 3х) + (icos x — senx) |" 
COS X COS Зх А 


x€ (o :5) . determine: [2] 


A) csc"x B) sec"x C) tan"x 
D) ѕеп"х E) cos"x 

18.- Sea: Z = sen 82? + i cos 82°, 
determine: W=Z!5+ zs *1 

Bo БИ O2 5851 


19.- Simplificar: 


_ H3(cos3 1*--isen319)f? [3/5 (cos12? &isen12? ур 
x [3/15(cos1 1? &isen112)]* 


Blu 


l2 
> O-5-i 


2 


D)- чай p. 


Ao oco 
EDITORES 


2/ 
= + 1, determine la 


20.- Sea: M = TT 


parte real de M. 
A)-/2  B)I2 C)I3 D)-13 Е)2 
21.- Resolver la ecuación: 

le? - 1122.00 «2n 
A)mT2 В)л О3л Da E)m3 
22.- Sea el nümero complejo: 


Z-senx-icosx, 


Nla 


<x< л, determine: arg(Z + 1) 


S A 
N| |x мім 
+ , 
als =з 


en pe] 


23.- Sea: Z = ap. determine la par- 


te imaginaria de Z. 


D) -2 cot 0. cos 9 


А)-2 сов Ө. со! 9 2 


2 
^ E) 2 cos 8. cot 9 


B)-1 cos 0. cot y 2 


C) -2 cos 0. cos 9 


24.- Si se cumple: 


0 +c0s0 + іѕепӨ)? 


cos 0 + isenO 
valor de: “2а + b”. 


= а - b cos Ө. determine el 


А)1 B2 оз "DA Es 


25.- Si se verifica: 
2+ J3 +i=(YA + JB )cis Ө, А > В. determi- 


B 
neel valor de: Аб? (0<0<r/2) 


A)2m B)4/n C)/m D)9m Е)7/л 
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26.- Sea: Z = cos 20 + i sen 20 , determine el 
equivalente de: 


1-7 ? э 
М = | = | +со 0 


1-7 
А)5 В)4 0)3 р)2 EO 
senO + icos 8 А 
27- Sea: Z= — 5 , determine: arg(-Z) 


ѕепӨ — ¿cos Ө 


А)30 B)-50 C)28 D)-28  E)-70 


28.- Sea: Z = sen 20 + i cos 20 y 0€ (0; 7/2), 
determine el módulo de (Z + 1) 


A) cos (z - ө) 


T 
4 D) 2cos(5-0) 


B)2csc(5-0) E) 3cos (5-0) 


С)2 cos (5-0) 


29.- Si se cumple: A = 3 +i, 
determine el valor de “a”. 
A)in2  B)ln4 C)- l^ D)In3 E)- In? 


30.- Sea el número complejo: 


1 +соѕ 20 — іѕеп20 


ке =з 77577) амийн 
determine: [Д] 
A)cscO В)тапӨ C) cot 8 
D) sen Ө E) cos Ө 


Fo Я 
31.- Si: W = e^ y Z= ге, determine: |W| 


B) ña sen 20 a) E cos 20 


A) 24 ѕеп20 


р) 2 sen 8 E) EL 


231 


2 
32.- Sea: W = eU?" , 


: 1 
donde: Z= J5 e , O- arc tan =. 


2 
Determine: |W| 
A) e? B) e C) e D)e 
33.- Sea: 
£o ag Ө 
144560--4-С08-- 
2 2 3n 
Z= — d Сүү eS Te 
NT 0 2 
1+ isen— —cos— 
2 2 
determine: |2] 
6 8 e 
A) cos 4 В) сог 2 C) cot 4 
D) csc g E) sen 2 
34.- Simplificar: 


А) М =сѕсӨ ; Oc (0; 1/2) 
В) М =согӨ ; Be (0; 7/6) 
С) М =сѕсӨ ; Be (0; 7/9) 
р) М =соѕ Ө ; Oe (0; 7/4) 
Е) М =сѕсӨ ; 0e (0; 7/5) 


ѕеп40 — icos 40 


пи ца 86040--1с0540 7 


51: arg(Z)= 5 5 


determine el valor de “Ө”. 


36.- Si se cumple que: 


cos(4a + B) —isen(4a + B) A 
cos 20. —isen2a 


cos(40 endo + B) 


cos 20. + іѕеп20. =A. cos(Ba + P), 


determine: “A + B” 
A)5 B)4 C)3 D)2 B)l 


37.- Si se cumple: 


(1+ ¿20 

E т. = A + B cos 20 + C.cos 40, 
PSS. ^ 

etermine: -E 


A) B4 C)3 D)2 Bl 


142% + £49 + ¿160 
38.- Sea: Z= a N 
e^ +1 


n 
,0«0« 17 
determine: [Z] 

A)5cos30 B)4cos40  C)2csc30 


D)2cos20  E)3cot20 


1430 
39.- Sea: Z = C90] determine la parte 
e 5 


real de Z. 
A) -1/2 
REGIONES SOMBREADAS 


B)-4. C)-1 D)-532 E)l 


40.- Determine el área de la región R del plano 
complejo definido por: 


= л 
R= ЁС CIZ. Z <1 A0<arg(Z)< > | 


a EEN 
EDITORES 


На 


41.- Determine el área de la región sombreada 
R, definida por: 


к= (ze C/|Z]€ (2:4| лаг (23)є [o 21 
Ауди? Вутдсутид 0) Хи 2 ву 27, 2 


42.- Determine el área de la región sombreada 
por: 


R= (Ze C/1<|Z|<2,0<arg(Z?)<3m) 


A) E 2 в) 27 2 Oo 
3 бл 
DFE BM 


43.- ¿A qué conjuntos de números complejos 
corresponde la región sombreada R.? 


Im(Z) 


A) ¡Ze C/JZ|<2<2, Z «arg(Z) «n 
2 


B) ¡Ze C/lZ2«2]| 2, = 5 сав 2535 | 


C) [Ze CIIZ+2]<2,-% <arg(Z)<3 | 
D) [Zecrg+4<2, 4 <arg(z)<5 | 


E)¿Ze С/Їйл2| 2,2 7 surgen] 


Estudio de la Trigonometría con Números Complejos 


44.- Determine el área de la región R del plano 
complejo definido por: 


К = (Ze C/(Z+ 1) (2+1) <1 л 2 m arg 
(Z2) <3Зп} 


ajja mi) ог 


D) (2:2) E) (E). 2 


45.- Determine el área de la región triangular 
potencial cuyos vértices son las raíces cúbicas 
del número complejo: 


Z ASI гл? 
А)2-/3 и? B) 3V3 2 
D) 21? E2424 


Chau 


46.- Determine el área de la región sombreada 
de la región: 


R= (Ze C/Re(Z)| + [|m(Z)| € 1) 
A)9u? B)62 С)4и? D)W — E)3⁄2 


47.- Determine el área de la región triangular 
cuyos vértices son: 


-in/3 in in/2 
22е : Z, =4e™6 Z= e" ; 


ubicados en el plano complejo. 


АУЕ? ЛД р) > (@+2./3 у 
B) 504/3 +5 ul Буту 


С) (+743 2 


Pa gonomeétricas” 
| 7 APRA 


22.1. LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS BR 


22.1A Teorema de la función intermedia o teorema del sandwich 


Si las funciones /, g y h están definidas en 
algün intervalo abierto I, donde está contenido el 
número c, excepto posiblemente el c mismo, y que: 
f(x) <g(x) «h(x) V xe I, para lo cual x zc, entonces: 


^ Sk límf(x) = límh(x) =1, 


xc х-эс 


entonces: Шт 2(х) = 1 
> хәс 


22.1B Límites Trigonométricos Fundamentales 


йт sen x 2 


x>0 x 
De donde: ` Ит 18831 lím arcsenx у — m arctanx _ J 
x> 


x x>0 x - x>0 АР 
22.1С Teorema 


Vx e R diferente de cero, se verifica: 


. зепрх , tanpx 
I [/ = Il lím = 
x20 X x30 X P 
22.1D Propiedades 


L lím (х) + 60] = tím f(x) + lím 300) IL lím If(x) .g(x)] = lím f(x) . lím 800) 
xa xa xa xa х-эа xa 


(х) lím f(x) 
Ш. a LL - 222 C . куу IV. lím c = c, siendo «c» una constante 
x>a 8(x) шк) x—a 
шон 


n 
V. шт (СО = | lím f m Zt VL ln (х) = K f(x) ; V ne Zt ;(n >2 
11111169) [ 21 ne ím N f(x) nj lím f(x) (n »2) 


xa xa 
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Las propiedades V y VI tienen la condición de que si n es par, m. f(x)»0 
22.1 E El número e 
Sean las funciones f y g cuyas reglas de correspondencias son: 
fo) 20-43) л g(») = (1 + 15)" 


Para que f y g estén definidas en el campo de las reales, las bases de dichas potencias 
deben ser positivas y diferentes de la unidad, es decir: 


1+х> 0л xx0 ; 1+1x>0 A xx0 
Bajo estas condiciones los dominios de f y g serán: 
Df = (-1:0) о (0;+0) ; Dg= (==;-1) v (0;+00) 


Y sus correspondientes gráficas son: 


Luego podemos afirmar que: 


Ит (1+х)!/* =e lím (+ UxY =e 
x30 X too 


El nümero e es irracional, y su valor aproximado es: e — 2,7182 


22.2. DERIVADAS TRIGONOMÉTRICAS BR 


Observemos la gráfica de la función f, asimismo observemos la recta tangente (T) trazada 
por el punto A(x ; f (x)). 
De la figura se observa que: 


ао foce ho НО) 


Si hacemos que 7 tienda a cero 
(h 0), en el límite ocurre lo 
siguiente: 


ап = lím fGceh)- f(x) h)- f(x) 
h-20 h 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


Тоз пг) es la derivada de la función f (x) respecto 


Si éste existe, diremos que lím 
h0 


a x, y se denota como f (x) , es decir: 


Sky - Қх) =>  f'GO- йт = U 
h>0 


Nota.- La derivada de una función es otra función, siempre que la función sea derivable. 


La interpretación geométrica de la derivada es que 
su valor coincide con el valor de la pendiente de la recta 
tangente en un punto de una curva. En la gráfica, si f(x) 
es la función y T es la recta tangente en el punto (c;f(c)), 
cuya pendiente es 71 en dicho lugar, se verificará que: 


mr = f'(c) 


22.2A Teorema 
Si una función f es diferenciable en c, entonces / es continua en c. 


Nota: Las funciones f (х) = senx ^ g(x) = cosx , son continuas V x e R 


22.2B Teoremas 


y = f (x) (función) f'(x) (derivada) 


f(x) c f'(x) = 0; Vc constante 

f (x) = x" Р) = пх"! ; v x e Racionales 
f (x) = c.g (х) РО) = cg (х); Vc constante 

f (x) = и(х).о(х) PG) = и'(х) + p'(x) 


f (x) = и(х).о(х) РО) = ир +0.u 


го) = 1B) vwo | по) = pu 


f(x)2e* Р(х) = ех 


f(x) =Ln x Р(х) = Vx 
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22.2С Derivada de las funciones trigono- 22.20 Derivada de las funciones trigono- 
métricas métricas inversas 


f (x) = arc sen (x) 
f(x) = sen x f’ (x) = cos x 


f (x) = arc cos (x) 


f(x) = cos x Р(х) = -senx 


f (x) = arc tan (x) 


f(x) = tan x f'(x) = sec?x 


f(x) = cotx P'(x) = -csc2 x 


f (x) = arc cot (x) 


f(x) = sec x Р(х) = sec x tan x 


f (x) = arc sec (x) 


f(x) = csc x Р(х) = -esc x cot x 


f (x) = arc csc (x) 


22.2E Teorema 1 


Si f es una función inyectiva y diferenciable, y f * es su correspondiente función inversa, 
entonces f* será diferenciable, siempre que f no tome el valor de cero, y se verificará que: 


Бал си.” 
Pos Ёс) 


22.2F Teorema 2 


Sig es diferenciable en x, y f es diferenciable en g(x), la composición (f o g) es diferenciable 
en x, entonces se verifica: 


(0) у EED .g Go 


22.2G Teorema 3 


Sif es una función diferenciable de u, y u es una función diferenciable en x, tenemos que: 


gj E 4, 
AL anl = AL Iran). 92 
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22.3. REGLA DE LA CADENA PARA LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Sea f(x) = f .t" (u(x)) una función derivable, entonces se verifica que: 


f'G) = n E uyy). f.t (Uy) иби) 


Según esta regla se tendrá que: 


(arc sen и)” 


11 


arc tan u)' 


n 


Р(х; f (0) 
Q((x + h) ; f (x + h)) 
f 


a j+- 


-sen u.u' 


sec? u.iP 


-csc2 ил” 
sec u.tan ил? 


-CSC u.cot U.U? 


22.4. LA DIFERENCIAL 


Según la figura, para «h» muy pequeño (h > 0) se puede afirmar que: 


f(x + h) - f(x) = h.f’ (x) 


LL] 


Nota. La expresión f (x + h) - f (x) recibe el nombre de incremento o variación de f 


desde x hasta (x + h), y se denota por A f: 


Af = f(x + h) - f(x) 
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El producto һ. f (x) se denomina diferencial en x con incremento h y se denota por df. 


би. л ат 


También se suele denotarh = Ax , luego: Af-f(x- Ax)-f(x) ; df=f'(x)A x 


Cuando Ax es muy pequeño (A x = 0), Af y de df son aproximadamente iguales Af = df. 


f(x + Ax) = о) +70) Ax 
522.4. REGLA DE EL HOSPITAL Li] 


: : ЗЭР" : А 0 œ 
Se aplica para determinar límites, siempre y cuando éstos sean de las formas aves 
llamadas forrnas indeterrninadas. 


160. Í то) = lím Fe) = Р 
ES gx) x go) x Fac ире 


22.5. MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE UNA FUNCIÓN BR 


Sea f una función cuya gráfica es como la que se muestra, observándose que: 


En A, В, С, р, Е, y Glas pendiente son nulas, 
es decir f'g) = 0 


En B, Dy F hay máximos 
En A, C, Ey G hay mínimos 
En B y D los máximos son relativos 


En F el máximo es absoluto 


F 


En A, C y Elos mínimos son relativos 


O ә 
+ 


Еп G el mínimo es absoluto 


22.6. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES [1] 


Teorema: Sif es una función derivable en (a ; b), entonces la función f es estrictamente 
creciente en (a ; b}, si: 


f'o > Ооу хе (a;b) 


У 


т(+) 


Función creciente Función decreciente 
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PROB. 1 
Calcule el límite de: 


a) ím sen3x (Б Бут 525) 
x0 x ы х—э0 х 


3 


RESOLUCIÓN ETT ERAS 


Si se evalúa cada expresión en x = 0, se 
obtienen indeterminaciones de la forma 0/0. 


cim Б" 


5 7.  БёПЗХ 2. " 
a) lím senax =3 ím 3 ; ím <> lím 
х-э0 х-э0 х-э0 3х-э0 
5 3 X 
= шп 5608 23 im 819х301) =3 
x30 Xx 3x» X 
,  senux 
. lím — =u 
x0 x 
Р " senx 
b) lím 2sen X | =2lm X | 
x30 x х-э0 


3 


р 3senax—sen3nx | _ 
x 


= іт 
x-0 3 


[= Gasp dnd 
x 
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3 
4sen? nx | _ 4 ím | sen" rx 
x? x0 x) 


| 
хыз 
ЫЗ 
“S s 


4lím ETT Ї = an [gs sent 
х-э0 x0 
= 4|яр = 4% 


Cuando se tienen límites de la forma 2 š Я 


«o0 A 0.00; también se puedenaplicar derivadas 
sucesivas (regla de LHospithal). Veamos: 


a) шп Sen3xX evaluando 0. 
х-э0 х 0 


Derivando tanto al numerador como al 
denominador, se tendrá: 


lím З.соззх =3(1)=3 
х-э0 


1-cos2x 
b) да | 208 
x—0 x 


Derivamoa al numerador y denominador: 


J , evaluando: $ : 


lím (0+2sen2xY_ lim sen2x 
x—0 2x х-э0 x 


evaluando: 2 


Nuevamente derivamos al numerador y 
denominador: 


. . 2cos2x 
ШЇП === 


1 = 2 lím cos 2x = 2(1) = 2 
x0 x30 


c) lím — ) 


x0 x 


RACSO 


BDITORES 


Evaluando: 6 


Derivando: Шт 
x—0 


ES 
Ax 


COSTX — COS 37 
2 
x 


псоѕЗлх | 
2 


n lím 
х-э0 


Evaluando: 2 3 


Nuevamente derivando: 


n lírr 


Е + ЗпѕепЗлх 
x30 


2x 


m^ lím ( 3sen3nx - senzx 
79 хәб x 


Evaluando : 2. . Volvemos a derivar 


9 x0 E 


m^ lím [incor пеши. R 


пЗ lím — созт) 
79 x30 1 


Evaluando se tiene: 
3 
E (90) - 1) = m (8)= 4r? 


PROB. 2 
Calcule los valores de x, donde la función f es 
máximo y mínimo, usando el criterio de la 
segunda derivada: 

f(x) 2 senx cos x 


RESOLUCIÓN ххххлїхххххххххххххх 


n 
f(x) =sen x cos x = зеп созә. 


f(x) = sen 2x 


Calculamos los valores críticos de la funciónf, 
para lo calculamos la primera derivada de 1 


Límites y Derivadas Trigonométricos 


función С Г (х), y resolver la ecuación f '(x) = 0. 


f'(x) 2cos2x 2 0 > 2х = (2k +1) 5 


= х= (2А + 02 867 


Para obtener los máximos o mínimos relativos, 
se debe calcular la segunda derivada de la 
función f: f "(x), y luego resolver la ecuación: 


f"(x) = -2 sen 2x 


Apliquemos ahora el criterio de la segunda 
derivada corno sigue: 


x= a =-2<0 = (4) es máximo 


х= = зт (32) = =2>0= ES es mínimo 


an 


x= " (5)-4 --2«0-» 2004) es máximo 


Entonces se deduce que: 


a) f es máximo en: 


5n. 9л T 
a е ¡RADA ¡REZ 
b) f es mínimo en: 
х= 35 z Um. :(4843)2: keZ 
4'4 
Su gráfica sería: 


| ESTRATEGIAS | DE RESOLUCIÓN 


1) En el cálculo de límites (especialmente 
límites trigonométricos), se debe tener en 
cuenta que: 
lím3£nX —] A Jin S£nmx =m 
x x 


x— 0 x— 0 


2) En el cálculo de límites, si al evaluar 


Р 0 со 
se obtienen de la forma m E Ке 


deben aplicar las derivadas sucesivas, 
evaluando en cada derivada que se 
realice hasta obtener un número real. 
3) Si se tiene una función: у = f (х) 
al calcular la primera derivada f (x) , y 


luego resolver la ecuación: 
Р(х) = 0 

lo que estamos obteniendo son los posibles 
máximos o posibles mínimos. 
4) El criterio de la primera derivada nos 
indica lo siguiente: 
i) Si f tiene máximo o mínimo, entonces: 

f'(020 o f'(c) no existe 
ii) Si f cambia de signo de (-) a (+) enc, 
entonces f(c) es un mínimo relativo de f. 
ii) Si f cambia de signo (+) a (-) en c, 
entonces f(c) es un máximo relativo de f. 
iv) Si f ' no cambia de signo en c, f(c) no 
es máximo ni mínimo relativo de f. 
v) f es estrictamente creciente en el 
intervalo (a ; b) 
Si: f’ (х) > 0; ртаа<х<Ь 
vi) f es estrictamente decreciente en el 
intervalo (a ; b) 


sif (x) < 0 ; para a < x < b 


5) El criterio de la segumda derivada 


Рх) > 0 


1) La gráfica de una función f es cóncava 
ia arriba en cualquier intervalo 1, si 


Р(х) > 0. 


ii) La gráfica de una función f es cóncava 
hacia abajo en cualquier intervalo I, si 


Р (9 «0. 


ш) Si f” (x) = О, significa que los valores 
de x que solucionan la ecuación son los 
puntos (x ; f(x)) donde la gráfica cambia 
de curvatura (llamados puntos de 
inflexión). 

6) Si f es una función tal que f (c) = О, 
y tal que su segunda derivada f” (x) exista 
en un intervalo abierto que contiene a 
«C», entonces: 


i) Si f'(x) > 0, entonces f(c) es un 
mínimo relativo. 

ii) Si f'(c) < O, entonces f(c) es un 
máximo relativo. 

7) Para graficar a una función seguir los 
pasos siguiente: 


a) Calcule los puntos críticos, para ello 
resuelva la ecuación: f (х) = 


b) Calcule los pumtos de imflexión, para 
ello resuelva Г (3) = О. 


c) Calcule el signo de f y f" en cada uno 
de los intervalos, así como también ver si 
la función es creciente o decreciente. 


d) Con toda información de a, b y c 
realice la gráfica de f en el sistema de 
coordenadas cartesianas (sistema xy) 
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ADITORES 
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LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


sen(2cos0) 


01.- Calcule: lón = 
cos 


027 
А) 1/22 Вуз ЧС) р) E)2 
ѕеп(х+ й) – ѕепх 
h 
A) sen x B) cos x Oh 


02.- Calcule: lím 
h—0 


D) csc x E) 2 cos x 


2 2 
. sen“x—sen“a 
03.- Calcule: lín —— 
x 


l хӯ - а2 
sena cota sen2a 
2 B) 22 C) 2a 
2 
Sena Sen 
D) 2a Ч 2а 
xil 


04.- Calcule: lín —— 
Te senle ) 


3 1 
A-3 BI су DS Ee 
Jerat 
05.- Calcule: lím кеу + 4-2) 
x0 х 
4 Td 1 2 
A) 3 B) 4 С) 2 р) 5 E) 4 
3 4 +senx — J1—senx 
06.- Calcule: т, Нэн 
x x 
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Enuncíados de Problemas 


con Resolución 


AE ОБ) буз р) 4 Е) 5 


07.- Calcule: lím 


A)! B)4 C)6 D)O E)2 


08.- Calcular: lin —3 = 
= Ж 


(sen3x)(sen5x) 
09.- Calcular: VA 
х—0 (х = x ) 


AJO B)IS 0)5 D)10 E)3 


10.- Calcular: lím 
2 8 2 3 
А)-1 В)5 С)-2 D) - E) -5 


tay епш 
11.- Calcular: lím E E 


A)3 В)О (52 D)-3 E)2 


x—sen2x 


12:=Galcule: lím “тес 
x0 x+sen3x 


Ае. DS S NDA Бо, 


(Ө  4).sen (10) 


13.- Calcular: lí E 
ий а? 


AJO В)2л O0 D)zm2 E)n 


3sen(ztx) — ѕеп(Злх) 
14.Galcule? а ваа ае ss 
x30 x 


A)4  B)3 C)0 D) 1 E)2 


cos(mx) —cos(nx) 
15% Galcule= Ити — ~a xm 
x0 x 


2 2 2 2 
В) п т C) n tm 


2 2 2 
D m? —n E ntm 
ue e 
ea 1—cos3x 
lac ЖЕТЕ 
3 3 9 1 3 
9)7 DE PA 


2 
x 
17.- Calcule: lím 12 соат 


А) 0 B) 1 С)2 D)3 E)4 


(2 EN X —cos x) 


18.- Calcule: lím 
x30 


Бо 
1 4 1 3 3 
A) 4 B) 3 С) 2 D) Й Е) 5 
т, , l+cos(mx) 
.- Calcular: lím PAD 
т? л л? T T 
д = в) тсн Өш) Еу” 
“| 
cos| — 
20.- Calcule: lím 2 
x1 1— x 
A) 5 B)z 2 Do D27 
2 
21.- Calcule: п 
x30 1--с056х 
1 1 1 1 1 
A) 18 B) 36 О ә D 3 E) е 
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п-3х 
22.- Calcular: lím == 
- En] 2COsx 


3 
A) a BAT "E45 ру-/5 mia 


, СО8Х-0052Х 
23.Calcula т 
х-э0 1-С05Х 


А)4 B)0 C)2 р) 1 E)3 


1—cos(1— cosx) 


24.- Calcular: Ит a 
x30 x 
Jt Ч! Hs 1 1 
Man Рза aas 0? тора PE 
0.senO 


25.- Calcular: lím A 
0-0 1-cos*0 


А)4  B)3 су? р) Е)0 


| „ „зеп 
26.- Calcular: йт 1 +со52х 
ст 
1 pi ol pl в! 
А) 5 B) =) 6 i 2 Ñ + 
1-Зсовх 


2 2 1 2 1 
A) ra B) 5 C) 3 D) 9 E) 4 
1 —cos8x 


28.- Calcule: lím 
x0 sen8x 


AM Ві Оо DJ”  E)3 


1 +senx — cosx 


29.- Calcular: lím 
r>0 l—senx-—cosx 


A)-3 B)-2 C)-1 D)I E)2 


sen2 x 


30.- Calcule: i um Жюл. 
л COSX+COS3x 
x— 


ДУЛ Бу 02 Mas E 


3 CSO 
EDITORES 


mt a 
31.- Calcule: id (1+ cos2x)? 


32-42 

2 
1 1 1 1 1 
Б ы "Bad E 


‚_— веп2х + 25еп2х – 2senx 
32.=Calecule: Ik OR 
x30 cosx —COS"x 


A)O В)І (2 D) 3 Е) 4 


x.sen(sen2 x) 


33.- Calcule: lím 1—cos(sen4 x) 


а 3 1 1 
A); DÍ бу ЭХ мэн 
34.- Calcule: 
, Sen(A +B).cosB — sen(A + C).cosC 
La sen(B - C) 
A) cos(A + 2C) D) cos(A + B) 
B) cos(A + 2C) E) cos(A + B + 2C) 
C) cos(A + C) 
3 - 424 cos; 
35.- Calcule: lím 33- J2xeost 
x0 sen^3x 
43 ,, 1" 20. ¿abis B) 
Ag 15 9. EE 
senx — cosx 
36.- Calcule: ID sva 
п l— tanx 
xk. 
бу В)-/2 q 
2 2 
D) -1 E) У2 
4 
tanx—senx 
37.- Calcule: LA e gF, 
х-э0 х 
1 EC а 1 1 
ла. 21021 D 
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1—cos'x 
38.- Calcule: Инт — 
xD tan"x 
2 4 3 1 Э 
А) © В) 7 О) 2 D) р E) -5 
39.- Calcule: lím Ө 
> x 2 
ne n n n n 
A TE сЕ Wu b. 
40.- Calcule: lím (sec x - tanx) 
zx 
2 
A)4  B)3 С) 2 D) 1 E) 0 
2 
41.- Calcule: Їйп sec x—2tanx 
Ё = l+cos4x 
y E 1. 1 d: 1 
543 BETO, NM ge 
2 
42.- Calcule: lím Si E 
430 x.tand x 
2) 1 1 3 2 
Ayo DE 6 TAR 
tan(14 cosx) 


43.- Calcule: lím содапх)-1 


GQ wi E) 2 


, tanx-tan2x 
44.- Calcule: ln x жш 
хоп COSX + COS2 x 

3 


TE 


3 e 


ошооо 


„ (tanx+cotx—escx)? 
45.- Calcule: lím Genset аана 
х-э0 secx—1 


С) D) 2 Е) 


1 
3 
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3 
9 


tan(ax) 
46.- ¡ARA 
се ин (1— cos(ax) + x)(sec(ax)) 


AJO Ba б Di Dc 


47.- Calcul lí x.tanx.secx 
2 e: = 7 m 
ае 250 (1+ x^).sec?x-1 


A BÉ D2 Бу! 


48.- Calcule: (ОЛИ === 
х-д0 2arccosx— п 


A5 ву-2 O1 D)-5 BE 


49.- Calcule: lím 2tanx-arcsenx 
10 senx 


50.- Calcule: lím (1 - x).tan (=) 
x>1 


8 
a) $ в) 2 US D) 2 p) 2 


DERIVADAS DE FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS 


dy 4 2 
51.- Calcule: тай si: y = sen (3x7 + 2x + 1) 


A) sen 3». (бх + 2) 

B) cos (3x + 2x + 1) . (6x + 2) 
C) cos (3х2 + 2x + 1). (бх + 2) 
D) cos( 3x? + 2x + 1 ).( 6x + 4) 
E) ѕеп(2х + 1) . (6x + 2) 


л 
52.- Sea: y = sen(e* - sen х) + cos—. 


9 
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Calcule: 2 

A) cos e” - sen x . e" - cos x 
B) (cos е“ - sen x) . (e* - cos x) 
C) (cos x - sen x ).( е^ + cos x) 
D) (ех - cos x) 


E) cos(e" ) . (ех - cos x) 


53.- Sea: у= 3 sen^(sen x 5)4 1, 


determine: Y 
etermine: 7m 


A)6 sen (sen x +5). (cos x)) 

B) 12 sen(sen? x + 5). (cos х) 

C)7 sen" (sen x+ 5 . cos x) 

D) 12 sen (sen X +5). cos(sen x + 5)(cos х) 


E) 10 sen (sen x + 5) . (cos x) 


54.- Sea: y = sen(sen (sen x)); evalúa: у 


A) cos(sen (sen х) . cos (sen x) . cos x 
B) cos(sen (sen x) . cos (cos x) 

C) sen(sen (sen x) . cos (sen x) . cos x 
D) cos(sen (cos x) . cos (sen(cos x)) 


E) cos(sen(sen x)) . cos (sen x) . cos x 


d 2 
55.- Determine: * ‚ Si: y =sen(3x + 1) - 3 


A) 2 sen (3x + 2) D) 3 sen (6x - 3) 
B) 3 sen” (6x + 5) E) 3 sen (6x + 2) 


C) -2 sen (3x + 2) 


56.- Sea: y = cos (z+ sen? x) - 


|a 


d 
determinar: у 
dx 


A) -sen (z +sen? x) -sen 2x 
B) -sen (= + sen? x) . sen 2х 
C) cos ES sen? х). ѕеп 2х 
D) sen (z +sen 2x) ‚ sen? x 


E) -sen (z + sen? x) - sen 2x 


57.- Sea: y = 4 cos3(2x + 5) - 7, determine: 
dy 
dx 


A) - 24 cos (2x + 6) . ѕеп 2x +5 
B) 24 cos (2x + 5).sen (2x + 4) 
C) - 24 соѕ (2х + 5) . sen (2x + 5) 
D) 24 cos? (2x + 5) . sen (2x + 2) 
E) -24 cos(x -2) . sen (2x- 5) 


d 
58.- Determine: ps ,Si: y = tan (sen x) + 1 


A) sec (sen x).(cos х) D) sec2(cos x). sen x 
B) sec2(sen х).соѕ X E) sec2(sen X . COS x) 


34 
C) sec2(sen x) . COS“ x 


»[ Xt 
59.- Sea: y = tan (In (7) + ё (0) i 


dy 
Calcula: dE 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


A) =, . sec (In (x?) B) < tan (In (х2)) 


MN «|» 


©) sec^(In 0%) 225 DIS secX(In (х2)) 


El . csc2(In (х2)) 
60.- Sea: y= 3 tanQ? + sen x) - 1, 


esc. dy 
determine: —- 
dx 


A) (3 sec^x(x? + sen х))(2х + cos x) 
B) (х2 + sen х)(2х + cos x)) 

С) (3 tant? + sen 2x))(x + sen x) 
D) (х2 + ѕеп х)(х + соѕ х) 

Б) (3 tan?x)(2x + COS X) 


61.- Sea: у= BŚ - 7) . cot (х2 + 1) - 5; 


: y 
determinar: — 
dx 


A) 12x. tan(3x7 + 1) - 2x (x - 7) . esc? (х^ + 1) 
B) 2x3. (cot(x^4 1) - 2х (3x* - 7)) . csc? (х2+ 1) 
C) 122. ѕес(х2+ 1) - 2x (3x* - 7) . cot? (х2+ 1) 
D) 2x (3х°- 7) . csc? (+ 1) - 1233. соцх?+ 1) 


E) 12x*. соцх?+ 1) - 2x (3x* - 7) . esc? (х^+ 1) 


m 
62.- Sea: y = sec(2x + tan x) - 87 


dy 
determine: — 
dx 


A) sec(2 + sec^x) . tan(2x+tan x) . (x-tan х) 
B) sec(2x+tan x) . tan(2x+tan x) . (2 + sec^x) 


C) sec(2x + sec^x) .tan(2x«tan x) . (2 + sec^x) 


722 


D) sec2(2x+tan х) . tan(2x+tan x) . (1 + sec x) 
E) sec(2 + tan х) . tan(2 + tan x) . (2 + sec^x) 
63.- Sea: y 2 csc (sen x- x) + l;determine: 
A) -csc(sen x- x) . cot(sen X - x).(cos x - 2) 
B) -csc(sen x - x) . cot(sen x - х) .(senx-2x) 
C) -csc(sen x- x) . cot(sen x - х?) - ( cos x- 2x) 
D) csc(sen Ха: X) . cot(sen x - х?) .(ѕепх- 2) 
E) -csc(sen x- х) . cot(sen x - x) . ( cos x - 2) 


64.- Determine: ab . si: f(x) = a cos x + b. 
además se cumple: 


C)-3 


65.- Sea la función f, definida por: 


3 X 
fx) = sen x - 2 : 


determine los valores de x € ( 0; п) de modo 


que f',,2 0 
ор Bx of) 


П e 
Di С E272 
DERIVADA DE F. T. INVERSAS 


T. arcsenx 
66.- Sea: y= 2 — xe (-1; 1), 
À- xà 


3 dy 
determine: — 
dx 
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A 4x? — x.arccos x 
A) a 3 x2 y? 


45- х2 + xarccos x 


a E x* yz 
-(8- x2)+ x.arccos x 
М x? + хагссов x 


D) š a Ё x? y? 


B) 
C) 


-V2 ~ x? + x.arccos x 
E) — ncc = 
1-х 


67.- Sea: y = arc sen (In х) + arc sen (3) 


Ed 


d t 1 . dy 
etermine: zm 


A HA po 
xNI- In2x x.N1-In?x 
3 4 


e Vl- In?x 


ny 22 
х-41-1л2х 


68.- Sea: y = cos (arc sen Jx )-1„хє (0; 1), 


D) J1- (Inxy? р 


Ч AY 
determine: — 
dx 


2 6 -1 5 
Mi A A Dc: 


D- 


m 


т 
69.- Sea: y = arc cos( Л -x )+ 3 


A m Bj XL. суа 


1-x? xNl-x? 1-х 


70.- Sea: y = arc cos Ух -arctan (3), хє (0; 1), 


dy 
determine: — 


dx 
4 -1 3 
A) B) == C)- 
x-x? 24x x-x? 
D) -1 -1 


sl 
242 24х-х2 
2x 


71.- Sea: y = arc cos (ех) + arc cos 41-62, 


det 1 у 
etermine: — 
me ay 


AJO В)І С) 2 р) з E) 4 


72.- Sea; y = 2093, цус seco, 


"—— 
etermine: di 
(I3). (22rcsen3x ) (In2).2arcsen3x 
Ji-9x: ME v 
In4.(2arcsen3x) D) (In2).2arcsen3x 
o TUN 


In2.2aresen 3x 


2 м1--9х2 


73.- Sea: y = arc tan (2x - 5) - arc csc (4), 


. dy 
determine: — 


dx 
1 1 
Na 10+13 В) йсй, 15 
7 —— DIL 
2x? -10x 4-13 2x? -10x+26 
1 
E Ax? - 10x13 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


74.- Sea: y = arc tan ( Мах? =!) 


paa pombe gel 
244x? -1 xN4x? -1 xNAx? +1 


1 1 
р)-2125 зїг. 
хА/4х-1 JAx? -1 


75.- Sea: y = arc tan (3 sen x) - cos Š š 


. ау 
determine: — 
dx 
) cos? x B) 3cos x 
1+95епх 1+3sen? x 
3cos х — COSxX — 
kar... D) 1+(sen x)? 
3cos х 
E AR _ 
) 1+9sen? x 


T 3л 
76.- Sea: y = tan (arccosco - z) 4 tan EX 


... dy 
x € (-1;1), determine: — 


dx 
= D -1 
А) == B— —— C 
Md uc ue 
=1 zi 


DI (1-12 E (1— х2)? 


77.- Sea: у = атс cot( 42x? -1) - E : 


E d 
determine: E 
dx 


xX2x? -1 


78.- Sea f la función definida por: 
fe) = x . arc sen x, 


determine el valor de: f (үгэ 


B x 4 m B л 
13 эл Ja n 
MEE A 


DERIVACIÓN IMPLICITA 
79.- Sea la ecuación: 


sen y+ y-1=0,y% (34+ I)r,ke Z, 


4 d 
determine: Ey 
dx 


А)4 B)3 С) 2 D) 1 E)O 
80.- Sea la ecuación: sen?y Sa |== 0, deter- 
БЭ! 
mine: di 
E ES іх 
А) sen y B) sen? y С) sen 2y 
5x 5y 
2 sen y El sen2x 


81.- Sea la ecuación: у. sen x-xcos y+ 1 = 0, 


4 мэ! 
etermine: — 
ах 


COS y — y COS x 
sen x +sen y 


COS y — y COS X 
sen x+ xsen y 


A) 


усоѕ x — COS y 
sen x+ хеп y 


COS Y —COS X 
sen x + sen y 


C) 


COS y — sen x 


E) Sen x t XCOS y 


82.- Sea la ecuación: y sen x + cos y = 0, de- 


NT 
termine: — 
dx 
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-y.COS X 


y.COS X 
sen x-sen y sen x - COS y 
-y.COS x COS x 
C) = —a — — D) 
sen x -sen y sen x - Sen y 
-y.COS X 


E) sen x+sen у 


M 2 
83.- Sea la ecuación: y = cos(xy) + y”, 


m 
determine: 7 


dx 
—y.sen(xy) D) . rsenx) — 
1+ xsen(xy) -2y 1 + ѕеп(ху) - 2 y 
—y.sen(xy) — y.sen(xy) 
В) xsen(xy) -2y 1+ xsen(xy) 


—y.sen(xy) 
©) 1— xsen(xy) +2 y 


E 2 
84.- Sea la ecuación:cos (х) - sen y + y = 0, 


"у 
determine: — 


dx 
2x.sen y 2x.sen(x) 
) I+ cos y З + cos y? 
f 2x.sen(x?) 2x.sen(x?) 
) 4 —cos y 1+cos у 


3x*.sen(x?) 
1+ cos y 


E) 


85.- Sea la ecuación: tan(x + у) + cos y- 1 = 0, 


_ dy 
determine: — 
dx 
-cos? (x+ y) 
cos? (x+ y) + cos у 


A) 


-с052(х+ y) 


2 cos? (x+ y)- sen y 


cos2(x+ y) 
cos2(x- y)-sen y 


-cos?(x- y) 


D) cos? (x+ y)- sen y 


-cos(x + y) 


E) cos(x + y)- sen y 


86.- Sea la ecuación: sec (x + y) - y +1=0. 


etermine: ni 


-Sec(x + y).tan(x + y) 
sec х + y.tan(x+ y)-2y 


Sec(x+ y).tan(x+ y) - 2 


-sec(x+ y).tan(x+ y) 
sec(x+ y).tan(x— y) 


С) 


-sec(x+ y2).tan(x y) 
) sec(x 4 y?).tan(x4 y) -2 y 


-ѕес(х+ y).tan(x- y) 
sec(x+ y).tan(x+ y)-2y 


E) 


87.- Sea la ecuación: tan (xy) - y =0, 


ЮМ. 
determine: — 


dx 
—y.sec? (xy) –у?.5ес2 (ху) 
x.sec? (xy) - 3y? В) x.sec?(xy) - 3y? 
-y.sec? (ху) —y?.sec? (xy) 
х.вес? (xy) - 3y? p x.sec? (xy) - 3y? 
—y:sec?(xy) 
E) x.sec? (xy) - 3y? 


88.- Sea la ecuación: arc cos x - y э = 0; 
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7 ty 
determine: — 


dx 
-2у 2у 2у 
А = B = E 
) 1-х2 EA То, 
1-2у -2у 
р E = 
Nx ) А1-х 


89.- Sea la ecuación: arc cos y - x + 1 = 0, 


dcm 
A 
etermin ОР 


A»Jty — Bey © Ҹу? 
D)yJ1-y? | E)-Ji-y 
90.- Sea la ecuación: arc sen (xy) + yx = 0, 


d(yx) 
dx 


А)4  B)3 2 D) 1 E) 0 


determine: 


REGLA DE L'HOSPITAL 
Dz ѕеп(лх) 
91.- Calcule: lím EEN 
1+7 2-7 1 

Mir BER Oa 

T 1-7 
i 1+7 E) l-n 

sen(2cos0) 


92.- Calcule: lím 
07 2cos0 


A)3 B)4 Су5 D)! E)2 


2 
93.- Calcule: Ит 
хэ0  sen3x 
2 4 2 1t 2 
AR ВМ? 0-5" D3 E-š 


Е l — senx — cosx 
94.- Calcule: limn | ———————— 
90. |+ senx — cosx 


A)-5 B)-4 С)-3 D)-2 E)-1 
95.- Calcule: lím Maa 
1>-1 x «lI 
1 ! oi рё pl 
есте да Sy sens 

96.- Calcule: lün 6x — 7sen5x 

3 m al p2 3 
A) 29 B) 19 C) 35 D) 29 E) 39 


42” 02-16 
97.- Calcule: lím (ТЕЛЕТ И) 


2 1 п 1 4 
А) = m С) 2 D)5 E) Л 
pa 
98.- Calcule: /ím n 
4 1751 Sent 
3 n 2 n 6 
А)т B3 Од 0) 6 E 
senx — sen? х 
99.- Calcule: lim = 
ED sen3x 
1 1 
A 5-3 o pnl.» 


х? 
TOO: Chieule: ===> 
629 вету х2 14-2) 
A) B)2 C)3 D)4 E)5 
: vi +senx - J1—senx 
A йлглглчГ 
ъч) X 


P IN De 03 D) 4 E) 5 
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-3х 
102.- Calcule: т 


= 1 -2cosx 
А)42 B) V6 Су)-43 
ру2 Е)-47 
TX 
СО: A 
103.- Calcule: Ií 
alcule мг EA 
А)4л B)n 021 Юр) Зл Е)57 
1—cos8x 
104.- Calcule: lím ———- — 
x9 sen8x 


^)2 В)5 С) 3 D) 1 Е)0 


x 
105.- Calcule: lim Zo 


5 7 2 L p 
dz. DEBE 


y —tanx 
106.- Calcule: lím шиг. 
хэл senx — соѕх 


A) -42 B) -J5 C) 242 
D) - Ja Е)-46 
107.- Calcule: Ит Cos2x+cosx 
ovx tan2x 4 tanx 
-УЗз 3 т 
QI Жш CR 
EI El 
UE E Элс 
108.- Calcule: 
tan(ax) 


lim — ——,— 
x—0 [I + x —cos(ax)][sec(ax)] 


AJO 


109.- Calcule: 


A)3 B)4 


110.- Calcule: 


A)-1 B)1 


111.- 


A)S B)4 


112.- Calcule: 


A)0 В)І 


113.- Calcule: 


114.- Calcule: 


1 6 
A) т? В) um 


115.- Calcule: 


п2—т?. 


А) 4 


n? - m? 


pj 


116.- Calcule: 


B)$ 


Calcule: 


C) a? D)3a E)a 


arcsen5x 


Шт 
xo arctanx 


С)5 06 E7 


, 2tanx-arcsenx 
lím W RT O 
x0 


С)2 


senx 


D) 3 E) 4 


, т-2алссо5х 

lím — 

х—0 х 
С) 3 


D) 2 E) 1 


2 
, 56 Х- sen(x?) 
lím 2 
х-э0 х 


03 
1- y cosx 
kms a 


D)4 E) 5 


lím 
x30 


o; р)2 E) 


oo | 


—2x+1 
pa 1--со5(тх) 


, cos(mx) —cos(nx) 
im — = 


п?-т? n? -т? 


B) 75 


n? -m? 


E) 8 


1—cos4x 


RU 0 1—cos3x 
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16 "Л 13 
A) 9 B) 2 OET Djs E) 9 
2 
117.- Calcule: lím — —O8x—c08 x 
x20 sen2x+ 2sen?x —2senx 
1 1 2 1 8 
йуу: ЖОШО! азу, г ву а 
3512 
118.- Calcule: lím УЗ —У2+созх 
x30 sen^3x 
ын ыг 48 2-3 42 
Оо 25 =: D E) 128 
x.sen(sen2 x) 


119.- Calcule: lón ү cos(sen4x) 


І 1 3 m; 1 
А)? В)-2 O5 D) 4 E) 4 
1-4/совх 


120.- Calcule: lím 
x30 х.ѕепх 


a í 1 1 
A)5 В) 6 ©) -3 D) 3 E); 
1—cos?x 
121.- Calcule: lím — 3; — 
x0 tan x 
E, 6 "i 
Ae 1 С) 2 D) 5 E) 4 
3sen*x 
122.- Calcule: lím 
x>0 x.tan4x 
B 1 3 2 
A)3 B) C)-5 D)3 E) g 
123.- Calcule: lím BEC E tar 
хэл 1+ соѕ4х 
2 5 1 S dE 
А)5 B)5 Og Dg E) 
253 


124.- Calcule: /ñ 


A)-6 В) -5 
125.- Calcule: 
1 23 
Юто "ЛЕ 


126.- Calcule: 


tan(1 + cosx) 


ип cos(tanx) -1 


XM 


C)-4 D)-2 Б)-1 


(x- xy 
Їїт 


x0 (sen3x)(sen5x) 
2 al d. 
чаг Deus MEI 


, 2cosx-24 x 
Шты а ë 


х-э0 3х° 
19 d T 2 
х —tanx 

127.- Calcule: lím 
x>0 X-—Senx 

128.- Calcule: Jím Талх Senx 
x30 х 

129.- Calcule: lím ы өнд) 
x—0 x 


130.- Calcule: 


A)-b B)O 


131.- Calcule: 


A)4 B)3 


132.- Calcule: 


254 


lín (1 + cos х). (1 + cot x) 
хэл 


С) 1 ру2 Е)3 
5 2x — e” 
530 sen2x – ѕепЗх 
52 р! Е)0 
tanx 


den 1-4Л41арх 
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AL В):2 4213, Dy ELS 


133.- Calcule: 


lím cot2x . cot (z - x) 


x0 
2 l 3 5 il 
A) 3 B) E C) 8 D) 3 E) 2 
134.- Calcule: 
lím (1 + cos хулс" 
x39 
2 
Ajea Be Сїс De Eja 
135.- Calcule: 
2 
lím (1 + 31an^x) ^ * 
x0 
Aye Byé €) eS D) е5 | B), "3 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 


136.- Sea f la función definida por: 
FO) = sen^x - Уз, - 1, 


determine el valor де х en (0:5) para que f 


tome su mínimo valor. 


т 


A% ву? су Элс B 


137.- Determine la ecuación de la recta tangente 
a la curva: y = sen x + 2 en el punto (0; 2) 


А) х-2=у B)x+4=y С)х+3=у 


D)jx+9=y E)x+2=y 
138.- Determine la ecuación de la recta tan- 


T 
gente a la curva: y = arc tan x - 2% el punto: 
(1; 0) 


ais 
1 1 1 

C) g? D) 5х- 3 =Y 
1 1 

E) ух- 2 = 


139.- Determine la ecuación de la recta normal 
a la curva: y = 2 sen x - 3 en el punto: (0; -3) 


А)-фх-3-у B)-1x-3-y 
1 1 

C)-5x-2zy D)-gx-3-y 
1 ч 

E) -3x-3=y 


140.- Determine la ecuación de la recta nor- 


T 
mal a la curva: y = arc tan (x +1) E el 
punto: (0; 0) 


A)-5x- y B)-4x=y  C)-3x=y 


р) - 2x = y E)-5x-y 

; 141.- El perímetro de un sector circular es 
8u, determine el valor de su radio para que el 
área del sector circular sea máximo. 
А) 4и В) Зи С) 2и 


D) lu E) Ou 


142.- Un bloque de peso “P” se cuelga de una 
cuerda que pasa por una polea, tal como se 
muestra en la figura y a una altura de 20 m, 
sobre la superficie del suelo. El otro extremo 
es tirado por un montacargas que está a una 
altura de 2 m del suelo. Si el montacargas se 
aleja a una velocidad de 9 m/s; ¿a qué veloci- 


Ci Án 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


dad sube el peso cuando está a una altura de 6 
m del suelo? 


A) ЯВ m/s B) 643 m/s C) 343 m/s 


m/s 


D) m/s E) 243 

2 
143.- Se desea cercar un lote rectangular que 
tiene 4 000 т de superficie, uno de cuyos la- 
dos está definido por la ribera de un río recto. 
Si no se necesita cercar por el lado que da al 
río; ¿qué dimensiones requiere la menor can- 
tidad de cerca? . 


B) 945 
E) 204/5 


A) 1145 C) 445 


р) 545 


144.- Una estatua de 6 m de altura tiene su 
base 2 m arriba del nivel del ojo de un obser- 
vador. ¿A qué distancia de la estatua debe co- 
locarse el observador para que el ángulo 
subtendido desde su ojo por la estatua sea 
máxima?. 


A) NEW 
р) 3-/и 


B)743u C)243 u 


Е) 5-/3и 


LA TRIGONOMETRIA EN 


Celda hexagonal 
utilizada en la 
construcción de 

una colmena 


1 


Las abejas construyen sus colmenas con 
cera pura, que solo pueden producir las obre- 
ras. Ambos lados de la colmena constan de 
celdas hexagonales geométricamente per- 
fectas y se construyen de forma tal que la 
cantidad de material requerida es la mínima 
posible. Hay unos 5 millones de colonias de 
abejas en los Estados Unidos que producen 
en el orden de 125 millones de kilogramos 
de miel cada año. 


Las abejas construyen sus 
compartimentos de almacenamiento en for- 
ma de celdillas hexagonales. 


Cada celda tiene una base hexagonal y 
tres caras superiores rómbicas que se cortan 
con la altura de la celda formando un ángulo 
6. El volumen de cada celda viene dado por 
la siguiente expresión: 


V= 38 e, 
y es independiente del ángulo 6. Por 
otra parte, el área superficial de la celda, vie- 
ne dada por: 


sen9 


2 
S=6hs y [ues - d 


dependiente del ángulo 0. El ángulo que 
hace minima el área (y, por tanto, la cantidad 
de material requerida) se determina resol- 
viendo la siguiente ecuación obtenida luego 
de derivar la expresión anterior: 


SHE 


AQ 5ёп0 


La solución de esta ecuación es: 


cos 0-1/43 osea Ө 54, 749 
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PROBLEMAS DE TRIGONOMETRÍA 
Y COMO RESOLVERLOS 


PARTE 2... S. 


: “ 
e © 
we f 
` 0 
| 9 9 ` 
a \ E 
` АЛ E ur 
» le ” 
I 


01.- Graficamos los ángulos en sentido antihorario. 
De esta nueva figura podemos establecer que: 
-0=2n+x 
x--2n-0 


02.- Graficamos los ángulos en sentido antihorario. 
De esta nueva figura podemos establecer que: 

a +a- х = 360° 
Despejando “х”: 


x = 2a - 360° 


03.- Graficando los ángulos en sentido antihorario, podemos establecer que: 
Зх + 20° - (x - 40°) = 90° 
= 3х+20°-х+40°=90° 
-(x - 
= 2x = 30° 


х= 15° Зх + 20° 


04.- Graficando los ángulos en un mismo sentido (antihorario), se propone que: 
10° + 40° - 5x - 10° = 90° 
= -5x = 50° 


x= -10° 40° 
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05.- De la figura: (90 - 3x)? - 5у® = 180° , y además 9? < > 108 


9y \ Pria kami е 
= se = 90*- (3x) 24 = 180 (90 -3x)° 
> -2х-3у=60 = -2х = 3(20 + у) -5у, ЗЭР 
х a8 
 20+y E 2 


06.- Siendo AC una línea recta, graficamos todos los ángulos en un mismo sentido. 
Se observa que: y-(x)260 => y+x= 60° 


p A 7 rad 
Pero: 180? = пай = x+ = 60°. 180% 


x+y= 3 rad 
07.- Al graficar los ángulos en sentido antihorario tendremos: 
27x° - (5 - 11x)Ë = 180° O) 


Pero: 92 108 > 6-1195 1195: =" 0) 5 115) 


27x? 


jo 


9 
(2) en (1): 27x"-(5-11x). Jg = 180° 


Efectuando: 30x°- 5 + 11х° = 200° => 41x = 205 22 COE 


2n 
08.- De la figura: x? - y? + " rad = 360°... (*) 


9° 9 
Pero: 9° <> 108 => ау 


27 
trad < > 180° = 3 rad =120° 


E САГ m 10x-9y 
En (5: e- (2) + 120 = 360 o = 240 
10x - 9y = 2 400 
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09.- Сото: Ө=х-х = x-x40-0 


Para que la ecuación tenga solución, el discriminante de la solución general debe ser tal que: 


NI 


1 1l 
1-4020 > 05 7 => Ө.х = д => x= 


Luego de la figura original se establece que: & 4 0- (2-2) rad = 2nrad 


Y para que 0 sea máximo sustituimos los valores encontrados: 


П M 
=> er aa => = a=21-2 Le Q = 4,2832 rad 


10.- Los números a, -0 y В que representan la medida de un mismo ángulo en los 
sistemas sexagesimal, centesimal y radial, y en el mismo sentido se relacionan por: 


a_4_20bB 
AO gs 
а  -0 
Por lo tanto: bea ^ 100 + 90 = 0 .... (A)correcto 
a  20p 
© WV {т 180p — az = 0 .... (B) correcto 
E. эв 200p + 8z = 0 E 
Ic => В + Өл = .... (C) correcto 
De (В) + (С): 3808 – ол+Өл=0 = 380B=rn(a+8) .... (D) correcto 
9006 = 1(90 -50).... (E) incorrecto 
CONVERSIONES 
(1+2+....+2005)% 9° 
11.- Recordemos: 9? <> 108 => M= (1+2+-..+ 2005)" 10% 10 ES Mz9 


12.- Convirtiendo los ángulos © y B a grados sexagesimales tendremos: 


- 180°  (0,5236180| _„ а р Ош FISE 2) 
a = 0,5236 rad . Pi: [25206180 = 30 B = 30950” = 30 105 50 "100" "105^ 19 
В = 2727 Ө = 27°25” 
Por lo tanto se observa que: Ө<В<а 

R1 260. Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos m ES 


зз. 11s=10+(1)- 3) 


. (By. (5) mmd _ л. WO Lane 
Luego: (3) = (2) 180% = 144744 кг 1°15 < > 454 rad 


14.- Por dato: m rad « » A?B' 


5 mad. 180272 E 
Pero: mad = 180° => mw, Parr yt = 3° 406 


Pero: 19225060 = 0769 =" 36; 
Luego: 3 rad = 3° + 36' = 3/36 = A"B' = A=3 ^ В=36 


36-23) 30 
6 


Luego: M= ENS M=5 


15.- Por dato: e rad <> yz” Pero: mrad < > 180° 


180 (2) Pero: 1? < > 60' 


Tt o 
> 69181 = бу 7-2 * le 


42) _ (42 = (80) (2) - Р (2) тэ kb (2) 
= (8) - (2) - 23 = |60 = 36” + =; 69 rad = 2 + 36' + 23 


Pero: 1' <> 60” = (B = (2.0 = 31 
Luego: zg rad =23631"= жуз” сеэс шар, y=3%6p2=3%1 => (хэухар-7 


Complemento de (x + y -z) = 90° - 7° = 83° 
16.-Nuestra estrategia consistirá en convertir los grados a minutos y segundos 
sexagesimales. Para tal efecto hacemos: 
37,987 = 36° 41,98 
Como 1° <> 60° = 1,98” < > (1,981(60”) < >118,8" = 37,98” = 36” + 108” + 10,8 
Asimismo: 1" < > 60" = 10,8” < > (10,8)(60") < > 648” 
Luego: 37,98? = 36° + 108” + 648" 
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También: 9° < > 108 36° < > 408 


27 < > 50" = 108' < > 200” 
80” < > 250 648” < > 2000* 
= 37,98 = 408 + 200" + 2000 2 37,98° < > 42820" <>AB? BO” 
E 20" 
2 3 эъ > 
De donde reconocemos que: A=4 A B=2 $ “Мь12 


17.- Nuestra estrategia consistirá en convertir todos los grados en minutos sexagesimales. 


AR = ме (B (E ЭЭ 


3 5 3 5 3 
817) (1351 (63: Y 
Como: LAS 1200 ЫЕ S 11-15 511 = (@) УУ 
3 5 3 
Pero: 9 <> 108 = 27 <> 308 


Asimismo: 27'«»50" л 21”< > 65° 


= 27927721” = 30850" 65" = 27971" = 308 + 50" + 65° 


== —M 5 
= 272721" <> 308507655 = 00 bc de PA MES 0,4 e 5 
! _ 5+6+5+5 . БИЙ 
Luego: M= 340322 Hb _M=3 


18.- La estrategia que utilizaremos consiste en transformar minutos y segundos a grados 
sexagesimales. Para ello requerimos establecer las siguientes equivalencias: 


60 1° c J 
126) 2 15=— =— э 1°= 3600” => 36”- 3600 Р 1 
Ae * 100 100 


Entonces: Ө = 1671536" = 16° + 15' + 36" => Ө=16°+ (5) 46 e. 


100 
6 = (16 = 0,25 + 0,01)? = Ө = 16,26° 
Pero también: п rad = 180° => "162% ха 
16,26х3,14 
p (55555) rad -. @ = 0,2836 
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19.- Del ejercicio anterior se sabe que: 15” Xm - (3) кие! S: (55) 


1 1 
Entonces: 36915745” = 36° + 15' + 45" = 36715'45" = 36° + Bi э) 


36%15'45” ээ 2880-2041 i 36915745” = 2901 
г x 80 E ZU. 


Convirtiendo grados sexagesimales a radianes, por el criterio del factor unidad tenemos: 


2901Y grad _ (96703,44), 
80 | 180° = 4800 ^" 


36215745” = | 36?15'45" = 0,6326 rad 


20.- De la condición: XYZ” = дос" + ab” + bca” 
= xyz"=(a+b4+ с) (а +b+c)(a+b+c)” 
Y según la condición: — x^y'z" = 63963763” 


Asimismo recordamos que: 1° = 60” ; 1' = 60" ; 1° = 3600” 


> 


Entonces: —x^y7" = 63° +63 + 60" +3” => xyz” = 63° + 60 +4' + 3" 
Т iG 


xyz"z644'3" => x=64 ; у=4 B ses 


= W= do W = 20 


MEDIDAS DE ÁNGULOS RELACIONADOS 


180R 200R 
21-- Recordemos: S = as ^ Gg 


л 


180R Ї 2008 
EU ut 
T 


Reemplazando en la condición: S^- R > | 


Ordenando las potencias convenientemente y simplificando: 


(280) - (ко) 


T 
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Se observa potencias iguales, entonces: Es 
200 -x 80 20-5 200-2 Бур» 
Luego: М--ЗГ үр ә M= R” EE SMER 


22.- Los números § y C están relacionados por: E = 5 


x+” П 
Г ад 5 or 


De la condición tenemos: — E 102 10x + 21 =9x+ 5 => an 
T Эл, 
S=21+ a a 


Convirtiendo los grados sexagesimales a radianes, tendremos: 
[тү nad |. ұла 
R= (27) лам 6 R= gral 


23.- Recordando la identidad algebraica: 
(a-by + (а -6)2 =2( +É) => (а+Ь)(а-Ь)=а7-Ь7 


2 2 
Entonces: W = УС SY + Ci SY |, 
(УСУ-(45) 
А . А 2(С +5) 
En donde al aplicar la identidad, obtenemos: W= L оше ш sis) 


SE G S =9k 
Ademá b : —-— =k 
emás se sabe que 998 = К 
Reemplazando en (*): W = p OU Eun) —13 
10К-9К 


= W= 4209)-13 - /25 5 w 


! 
сл 


24.- Efectuando las operaciones en cada paréntesis, tendremos: 
n 1 cil ( vl [ E) 
S (-2) (a gr r A cl 
n “(E ES) ($=) ( C+n ) 
G CX E EE Ее 
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п C+n T WI 
De donde obtenemos: 5 E = 67 =i 


С S "G 
Pero: S = 9k Gels 6 =1 > к= ә S = (ӘК)? š s- [z) 
агаа 9k 10k} 90 ” EM 
25.- Los nümeros que representan la medida de un ángulo en los sistemas sexagesimal, 
centesimal y radial, se relacionan por: 5 = 3с, К = Ae se (tb) 
De la condición: 5 =5К+52...(2) 
Reemplazando (1) en (2) y simplificando: 
lo E nC 9 1 22 126-22 
2:10€ ^?- 200 +52 > 20 С7 40: 7 C^» | 280 Jo=s 
_ (52)(280) ME Tr 
C= — J C = 140 


26.- Sean S y C los números que representan los grados de un ángulo en el sistema 
sexagesimal y centesimal, entonces se tendrá que: 


Media armónica: Ma = 


Media geométrica: Mg = JSC 


Y según condición del problema: Ма = 36(Мрђ? 


Reemplazando y simplificando: ee = 36. (sc y = S+C= d 271) 
R R 
Además se sabe que: s= 180— С = 200— -+E @) 
PSP о аш pa ш 2L. . ЁС 
eemplazando (2) en (1): 1807 + 2007 = dB R= 18880) ^ = 6840 rad 


27.- Se sabe que los números que representan los grados en los tres sistemas de medición 
angular se relacionan por: 


180R 200R 
s BL , с. 20КЕ w 
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Según condición del problema: С + 35 = m Rd. (2) 


180R 
Reemplazando (1) en (2): 200% + (E) = 27 р2 
Е „ЗЕК? 
= 740 mE 
VE 
Simplificando: К = 20 


28.- Рага un mismo ángulo, representamos: 

- El número de segundos sexagesimales: 3600.5 ... (1) 
- El número de minutos centesimales: 100 xe cm) 
En los cuales: 

S: Número de grados sexagesimales 

C: Número de grados centesimales 


y se relacionan: 5 = 5 v (S=9.a a C= 10.a) 


(*) Reemplazamos según el dato: 3 600 S + 100.C = 367 400 
Simplificando: 36.5 + С = 3 674 = 36(9a) + (10а) = 3 674 


Resolviendo: a=11 = S=99 

ж 5 СР 4890 5 К 

(*) En la fórmula general de conversión: TE 
Жу ogn . ЁШ 

Se obtiene: к= 480 ^ ] 177720 

29.- Como en el caso anterior, representamos: 

- El número de minutos sexagesimales: 60.5 ... (1) 

- En número de minutos centesimales: 100.С ... (ii) 
x. Cia әче 

- Relación entre 5 у С: 10^9'- (11) 

(a+ py +8ab 


En el dato reemplazamos (i) y (1): (60.5) . (100.C) = 1845 
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2. ng 
Efectuando: 6 000.S. (295) = atb a Баһ 


_ fb 
S;= 120 000 (£45.10) 


Siendo: а»0л0 »0 = p* 22 


Т шар M" ee 
De los cual: 320 000 E хо 10) > 120 000 412) 


1 
ELIT я (550) 


; Y 5 ; E СС _ ICONS r 
= Smin 100 ; {тїп = 100 = 100 = 36” 


30.- Según el dato: a= 60.5 л b= С 


En los cuales: S es el número de grados sexagesimales, C es el número de grados 
centesimales. 


Que se relacionan: 3 = © n(S=9.4AC=10.a) 


Reemplazando en lo que se pide: W = ==." 


" 240(9a) - 16(10a) 


W (10а) 


Efectuando: W = 200 


31.- Según dato: 3 600. S + 100. C = 33 400... (i) 


De la fórmula general de conversión: 180 = Z3 - К <. (HD): 
De ii, reemplazamos eni: 3 600.(180.К) + 100(200.£) = 33 400 


Simplificando «100», se obtiene: 6 480 R + 200 R = 334.7 
E 6 680.R = 334. 


К = us 
Efectuando: R= 20 
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32.- Los números S, C y R se relacionan por: - = = LER k = |бС=]10К 
n 
R=- 
60 nk Ж 
A Ж Жайны Шайы, E 
eemplazando еп W tenemos: W = => we Ë = 
ү (10k)? —(9к)? kJi9 > 


33.- Reemplazando las relaciones entre S, C y R del ejercicio anterior en el dato se tiene: 


nk Tk 
10(9k) + 3(10k) + 20 = 2400 + z = 120k + 20 = 2 400 + п 


К(2 400 + п) = 20(2400 +7) = К-20 


л 
Por lo tanto: RE 20 (20) ES R=1 


34.- Reemplazando las relaciones entre S, C y R del ejercicio anterior en el dato se tiene: 


mS+HnC=20R => 9m+10n=1 2-1) 
5 эл 1 0 1 2 
бт + 5n = Da: 2m + 10n = 6 "sm 
T T 
Restando (2) - (1), obtenemos: 3m = БЫ ца 
п T 
Reemplazando en (1): 9 18 + 101 == n= 20 
1 
De este modo se tendrá que: y ТШЕ J E= ES 
n 1/20 n 9 


35.- Reemplazando las relaciones entre S, C y R del ejercicio anterior en el dato se tiene: 


лы Ta dl 107k —nk 2 р рие 
@7' “ н LAC) de от 


5 Зк Зк 
Por analogía: 33 3 КЕ ца m dE К= д 
xc 79 т 20 = 90 
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36.- Nuestra estrategia consistirá en expresar matemáticamente las condiciones del pro- 
blema. Luego: 


С-5 

=2# = Cts „ES U 2 

Ое ТЕСИ И 

л 

Reemplazando S = 9k, C = 10k , R = 20 5 en (7) obtenemos: 

L о) Е 

19 1347, — 3600 

20 

; — m cm . Ta 
Finalmente se tendrá que: R= 55k - 50 (5 5) са R= 5 000 


37.- Recordemos que todo número real positivo verifica las siguientes relaciones: 


50 = x+ 222 E xe =2 > x= ses) 
De la condición del problema: JR-1 + = i E 722) 
Reemplazamos (9) en (**): М1 =1 > = 
беа: “0” el ángulo => Ө= 2214 = Ө= 20. e - NÓI (260) 
38.- Sustituyendo las relaciones conocidas: S = 9k, С = 10k , R = 5 К, en la condición dada: 
AC-S)=*-+1 => С-5=0+ 55 -1 25 ке? те, 


Empleando la propiedad (*) deducida еп el ejercicio anterior, diremos que: 


2 1 o l с E 
RI E = 228 98 LN шэг Үр ESA Es R-56 


п 
39.- Sustituyendo las relaciones conocidas: 5 = 9k, С = 10k , R = 20 k, en la condición dada: 
Tk Tk 
162(9k)(10k) — 12 — (10k —9k 
(9k)( ll Hal ) 
n Ч 57. 
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Moor зк зк? 
Simplificando: КЕТЕ == 4 9k = ее k = 75 


Luego podemos afirmar que: Ip 20 (75) mE - т ad 


п 
40.- Sustituyendo las relaciones conocidas: S = 9k, С = 10k , R = 20 k, en cada ecuación: 


3 6 
En (1): (22 koi) + (198) =х > 2К-х 


9k 


8 
» -y => =F 


En (2): (2.5 кок) + ( 


Y reemplazando estos resultados en la condición dada: 


yY = хС2 > 2К.6-2КС! — 2K. (эк)? = 206100)? 


JR 8 . 10 DES o š Qo 10° 
= Бка 100 > u^ = 5°=(9К) ET 5° = 10 


FIGURAS GEOMÉTRICAS 
41.- Elaboramos un gráfico con los datos del problema: 


De acuerdo con la propiedad de los ángulos interiores 
de un triángulo, tendremos: 


xrad + 4xrad + Ахтай = mrad 


> 9xrad пий = x= E - BENE S rad 
42.- De acuerdo con la propiedad del ángulo formado por dos bisectrices interiores, 
planteamos que: 


mZA 
2 


m Z D = 90° + 


5 m Z D = 90° + 50° = 140° 


n rad 71 


m Z D = 140°. 1809 ^ Grad 
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43.- Tratándose de un triángulo se verifica que: A + В + С = 180°... (*) 


jt o 
Donde: mZC- тй = 197 =60° ; m ZB= x. 


ur эх) 
10% 7110 


о 


1 
m Z AMS 187. — = 9°— 0,3° = 9,3° 


60 
+). o 9x à i = jo 9x = E d -ad 
En (*) : 9,3 + (2%) + 60 = 180 2 = 110,7 хоо 212308 
44.- Como el ЛАВС es equilátero, se debe cumplir que: A 


m ZA =m «В = т ZC= 60° 
ДАРО: В = 90° + 20° = 110° 
ABPA: 30° + а +20° = 180° = а = 130° 


л 
Luego: а + В = 240° = а+ В = 240°. 1806 "d 


a+ß= ^ rad 


45.- Nuestra estrategia consistirá en transformar cada una de las medidas de los ángu- 
los al sistema sexagesimal. Luego: 


50 9° 7nx 180? 
A= X. 105 =5x° £T B=8@ ; СЕ tad. 


Por tratarse de un triángulo se cumple: mZA+mZB+mZC= 180° 
Reemplazando las equivalencias en esta relación, tendremos: 


= 5х°+8х°+7х°=180° => 20x = 180° T. x=9 Ñ 


46.- De acuerdo con la información que brinda la figura, podemos establecer que: 


30-39... (1) ; 58=y8...(2) 


чиг” 3 dm ШЁ 
(1) * (2): pp 5 y F 
Ф. : 5 128527 
Eliminando las unidades y despejando: š a s di (3) 
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Transformando la condición dada: M= 


27 
Reemplazamos (3) en (4): M=2 (5) -1 


47.- Convirtiendo las medidas de los ángulos dados al sistema radial, tendremos: 


qrad 2n 
ec 
2005 5 


Como la figura ABCD es un cuadrilátero, sus ángulos interiores verifican: 


mrad 221 


1809 = 45 "d > m Z D - 808. 


mZB=88". 


A +B+ C + D = 2rrad 


P ` л Зл 2n 
Reemplazando las equivalencias: А + —- rad — rad + — 


45 4 rad = 2n 


5 


59m 
=> A+ 36 =P TE 


48.- Convirtiendo los ángulos a radianes: 


mZB= "3 2005 = 15 "rad ; mz O 180° pu 
пайа xm 
LADO 
mZD=6 180° EU 


Por ser la figura un cuadrilátero: mZ<A+mZB+mZC+mZD=2nrad 


2nx x пх T 
= Qs "d + 15 xrad + rd + =т= Отта 5 22-22 > X=- 10 


q 
4 18 30 5 


1 
Reconocemos que el mayor ángulo: m Z B = + rad 


49.- Sean: а, B, Ө, y б los ángulos internos de un cuadrilátero 


a=x-2r 
B=x-r 
6 


Y segün condición del problema: (Progresión Aritmética) 
Ó=x+r 


Se sabe que: а+В +0 + 5 = 360° = 4008 =  x-2r+3x=4008... (1) 
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Estableciendo las equivalencias entre el sistema centesimal y el sistema M, se tendrá: 


508 < > 40М = 400% < > 320% .. (2) 


Рог dato: х - 27 = 5M 0) 

(2) у (3) еп (1): 57 + Зх = 320 > х = 105% (4) 

(4) en (3): 105°7-2у = 5M. 22 7-58 

Luego el mayor ángulo será: 5-х L2 155M š 


50.- Sean los siguientes las medidas de los ángulos del hexágono: 
а b=ag-r еа Nd —n- Зе SOSA 
Donde r es la razón de la progresión aritmética. Asimismo en un hexágono se cumple: 
Suma ángulos interiores = 180(n - 2) , n = ttde lados , donde: п = 6 
= а+(а-т)+(а-3Зт) + (a - 3r) + (a - 4r) + (a - 5r) = 1804) 
= ба- 15r= 720°... (*) 
Pero por dato: a = 125” ; luego de (*) se puede despejar r , tal que: 


_ 6a-720* 6(125°) -720° A 
dcm ний A тё = = 
Luego, el menor ángulo es: f= a - 5r = 125° - 5(2°) = 115° 


o Trad 23n 
> f-"-uw ^ HEN 
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«А0: > Longitud de Arco 


LONGITUD DE ARCO 


01.- Para determinar la longitud del arco necesitamos convertir el ángulo dado en radianes, 
para ello utilizaremos la equivalencia dada y una regla de tres simple: 


17147725” 257517014127 
Ө” х= — 1715312 
тэ E 1 TR > ads 1 rar +12") 
= !0- ыша ар 0 = 3 rad 
Como: L=0.R => Г = (3)(40 cm) ES L = 120 cm 


02.- Unimos O con Q y Q con B, logrando formar el triángulo equilátero OQB, de donde: 
m ¿Z ОВО = 60°. Además: m < OBA = 45°, de este modo: m Z ABQ = 15°. 


De la figura : 
: o кА cs ЖОШ al 
Como: ]5%< > 12 rad > g= 17: (6 cm) = 9 Ст 
= Lg = zm da М-тст 
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03.- En el BODO; ОО-Ор-4 = OO,=4 42 


En el sector circular AOB tenemos : ОВ = OO, + ОВ 


= ОА-ОВ-4424-4 = AD- 442 


15 =0A. Z = 442 +1). + = Lg=mn(2 +1) 


En el sector circular BDO, tenemos : 


T 
m 2 BO,D = 135° = 3 rad = Lg =0,B.3 


04.- Recordando la fórmula especial: 


_L-L 


9 а 


La aplicamos dos veces en el caso dado: 


х-а В-х 
0- p- wm 


05.- Nuestra estrategia consistirá en atribuir a cada arco una medida segün las condicio- 
nes establecidas: 


х-ОА-Їй ; y=AB=L5 


Haciendo un gráfico y aplicando la propiedad del problema anterior, se tendrá: 


x- x 
Ө = y > 0-—-1 
y y 
1 
Donde: у= хө =) Ө= 5-1 
-1545 
= 0%+0-1=0 => ө= Уз 


Рего: 8>0 = 


Longitud de Arco [ГЛ EA 


ar a A Al | [ELE x 3 
06.- La expresión “M” se puede escribir абз М = 4 || р |-z €) 
Aplicando la propiedad de los ejercicios anteriores en el gráfico dado se tendrá: 


eo) ; 0. ; £=08 ...0 


1 


De (1), (2) y (3) en (7), la expresión queda como: 


М-400-0-4062-0 . EMED 


07.- Elaboramos un gráfico según el enunciado del problema: 


Dato: 2R=100m => К-50т 50 P x 
Luego: Ө = 508 Сиа Лү = Ө= ай о« 50 t 
Bo: “2008 ^4 4 иг 
м L=e 
: : E k T 257 Е 
De este modo la distancia recorrida será: е = 4: ӨШ = ^m m. 


Y recordando la fórmula de la rapidez: 


ша, _ 25п/2 т 
"ME = PR 


ÁREA DEL SECTOR CIRCULAR 
08.- Sea OA = R ; OE = r; m Z AOB = 6. Entonces de la condición del problema, se tiene: 


Área sector АОВ _ 16 "WC БЯ A 
Área sector EOF 1 r? 8 
2 


También: LS = то 


De (1) у (2): 


09.- Nuestra estrategia consistirá en transformar el dato en una expresión cuyos térmi- 


nos podamos reconocer como áreas de regiones circulares: 


R0 + RL = 80 
RL 
Multiplicando por 1/2: 1029 + — = 40 
o 
Á 


= 2A=40 - LAS 
10.- Haciendo el cálculo de las áreas de cada sector circular según las condiciones del 
problema, tendremos: 
2r 


за 


f 
2 
5 ^ Аз o = А = 40/2 


Ф 


өг? 
B= — xy 
2 


Luego: 


С Гын! "o 
m Z AOB = 0 [^er 22:10 = 100”) Y 


J пғай B 1 


15b 


(155)" 


1 k= + (5by^ ] Ё ( 105b 


Luego el área del sector será: 


Longitud de Arco 


ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


3л 
12.- Recordemos que: 135” = аг rad 


=> METE" 


También: La = 5(2+242) = И mE Уп 
Luego el perímetro de Іа región sombreada es: 


390 


L= AN + 1+1 -242 +т+у/2т+ w 


13.- Graficamos según el enunciado del problema: 


Donde R= 6m ; Ө = 150° 


Ө=150°. P 2» o= rd 
гт UY 

er? n 6 , TEN 
Como: S= 2 = "hw. ud 2: s= t 


14.- Reconocemos que: OC = OC = ОЕ = r 

= КО,СО es Isósceles. 
Por el teorema de Pitágoras: O,0 = r 2 
También: ОЁ-О,О-О,Е = OE=ry2 +r 
Pero: AO=0E > r(42 +1)=8 m r=8(W2 -1)cm 


Área sector _ Área sector Área 


Luego: beto "ав 1 


5-4 RO a = 5= 2.8? - n[B( 2-1) 


=  S-16n-mn[192- 128 4/2 ] 


15.- De la figura tenemos: 


20.+30+40== == 
0.+30+40= 5 modu 


Según dato: АВ =3./2 > R-3 


Е 1 
Area región sombreada: 5 = 3 R?(30) 


z (к? R? (л 
ач ar | Е. &- Ж (5-9) 
2 2 
Asimismo (*: S, + À = » ME Za -0) 


Según condición: 135, = 7S, 


R2 к? (n 
13. — (1-0) -7. — [2-6 
=- o 3 J 


= 13- 130 = 77-76 = 66-15. ZE 


Longitud de Arco 


TRAPECIO CIRCULAR 


18.- Sea: OD=x > OA=3x ^ mZDOC=80 
En la figura mostrada podemos reconocer que: 
La = x8 A La = 3x0 
x0+ 310 2x 
- Атсвср) = 2 4 4х20 
Apoo 129 х9 
2 


à С-5 O 
Sustituyendo los datos: 0- Эв `` Ы! 


т 
Del Сар. 1 recordamos que: С = 10k ; S = 9k ; К = 20 k 
k y) 
Al reemplazar en (*): == ^ | 
Lk 
10 
20.- En la figura mostrada se puede reconocer que: 
La= ОА = 0=1 rad 


Luego, en el sector circular COD, se debe cumplir que: Ç 
х-1-1 > x-2 o<] x+1 


El área de un trapecio circular será: 


= 


Р) ее > эй 
21.- Del gráfico se puede establecer que el área del trapecio está dado por: 


5= (052) 2-5 zs E35 


A Tp 
Y por la fórmula especial: 0 = — 


22.- Nuestra estrategia consistirá en determinar el área de las regiones sombreadas en 
función de las magnitudes 6 y r. Veamos: 


2 
_ Өг ж 
5= 8. (8) 


2 
= 5—=202 > s, = 2e - &- = 35 
Análogamente calculamos las demás regiones, 
tal como se muestra en la figura. 
Luego la región sombreada es: A = 105 


Y de (*): а- (| И ` 502 


23.- Sustituyendo los datos en la figura, reconocemos que: 
О,окОА-Їд => 0-1md => OD=La=L=>:Lp=L-4 
Luego usando la formula del área del trapecio circular: 
L+L-4 
s=|— |4 = 22L - 4) О 


Pero: S=20 = 2(21.-4)=20 


L=7 


24.- Puesto que la figura dada es simétrica respecto de OC, podemos establecer que: 


20) r? өг? 
( 3 > $,-—...(1) 


2 
Y del trapecio circular ABDE: 


25, = 


шилний! = 5,3488...(0) 


5, 
Dividiendo (2) + (1): s. =8 
1 
25.- Sea 0 la medida del ángulo central. 


AO=2+x;AB=x+2 ~~ 0-1:0 


En el sector COD: 2=x-1= x=3 


El área Sp calcular: Sp = а : 
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2)-(x-1 3 
Aplicando la fórmula especial se cumple: 6 = C =» Ө= = (1) 
5020! 
Y del sector OCD, se verifica que: 8 = 2 07 (2) 
-1 
De (1) y (2) tenemos: . 2m TE > x-x-6-20 
z Х--2 (absurdo 
Сото (1)= (2): Z = 251 5 2-x-6=0 = (1-3(x+2)=0 = 5, v ) 
Finalmente el área del trapecio circular viene dado por: 
(x *2)* (x-1) 542 4 21 
as [EA E =» A= (5+ үз S: A= 5 


26.-De la condición del problema tenemos: 


6-2R 
2R-R0-6 > 0= в — Q0 
De la figura mostrada, el área del sector circular Га = К 
está dado рог: 
1 0-2 2 
2К9- --- (2) 
1 2 (6-2R) 
Reemplazando (1) en (2) : 2 R: N x. 2 


6R-2R?=4 > R?-3R+2=0 > (R-2(R-1)=0 = R=2móR=1m 


6-2(2 6-2(1 
= —_ ааа ó „ A ud 
2 1 
El mayor ángulo central mide 4 rad. 
27.- Por dato : L, + L, + 2a =P 
Transformando esta expresión, multiplicando por 5, cada miembro tendremos: 
LAL Ë 5 
| 15 яма - 2 

2 2 

z L 
= 242 +25 = Ра = 24 - Ра+25 = 0 (Ec. cuadrática) Л 


Esta ecuación tendrá solución en los reales, si: discriminante > 0 


2 E А р2 
=> P - 1620 = S< тє 28 Suse Te 
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28.- Nuestra estrategia consistirá en determinar el valor mínimo que tiene el área del 
trapecio circular. Luego determinaremos los valores de x que lo hacen posible, a conti- 
nuación calcularemos los valores de a y b que se corresponden con dicho valor y final- 
mente se determinará la medida del ángulo central 6. 


En el gráfico mostrado calculamos las longitudes de arco: 


a=RƏ ^ b=(R+4)J0= RO +48 
а 


=> b=a+40 => 0= 4 E AG) 


A continuación calculamos el área S del trapecio circular: S= Ex .4 ...(2) 
Sustituyendo los datos para a y b, se obtiene: 

S = 2[210 - 40x + 7x? - 30x] = 14%-140x+420-S=0 ...(*) 
Puesto que el discriminante debe ser > 0 , tendremos: 

(-140) - 4(14)(420- 5) >20 = 3502 420-5 - 5270 58-70 
Sustituyendo este valor en (*), descubriremos el valor de x: 
1422 -140x+350=0 => х -10х-25-0 =>  (x-5)-0 > х-5 

Con este valor encontramos: a = 210 - 40(5)=10 л b= 7(5)? - 30(5) = 25 


Finalmente reemplazamos en (1) y obtenemos: Ss 2819 . NE 3,75 


APLICACIONES MECÁNICAS l 


29.- En el sector OAB, se verifica que: 


L = OR а. 
= = (без, 


L 
En el sector O,OO; L,-0(R-r) > L= REN > "x == 


donde: Lc = longitud recorrida por el centro de la rueda. 


Y: p = perímetro de la circunferencia del móvil. 
ЦЕ – ғ) 
11 Е L(R e T) 
Luego: n= — = —°*— $2 n- 
ES 2nr 2nr 2nRr 


Longitud de Arco 


30.- Convertimos 8 a radianes y a continuación determinamos el número de vueltas de la 
rueda para lo cual reconocemos que su centro recorre una trayectoria idéntica a la cir- 
cunferencia del piso. 


Trad 0n 
-0 180? 180 rad 
L 
Luego: L- 180 JI => Hn => 
„Өл. 
E 1805 ӨК 
© 2nr — 860r 


31.- Sea 5 la longitud de arco recorrido por el atleta. 


Como: s=vut -» 8-117,6. Эт ).36s = s=176m 


o Trad | 14л 
Sea: Ө= т / АОВ = 56°. 180° ^ A 
Pero recordando que: 5-0К > R= $ = Z = 178 = R=180m 
457 45 


El diámetro de la circunferencia es igual a: 2R = 360 m 


32.- Los discos A y B tienen un punto de contacto, entonces se cumple : 


O. -0д-7д = Op 0. = 0p=90%.5 


Los discos B y C tienen un eje común de giro (O), entonces se cumple : 
e@c=0p=90. 3 =54 01 foc s 


33.- Rueda menor gira 8nrad 


10 2л rad 
> пу = 4 vueltas 
пу 8л rad 


Entre las ruedas se verifica que: пу. R, = n, . R; 


Donde: R =3 ^ R,=4r 


Luego: (40)3)) =n (48) ~. n,-3v 
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34.- Por estar en contacto las poleas 1 y 2 verifican: L, =L, = 8-7 = Ө 


2 
= 06=609 = 6,- 30 
2 
Entre las poleas (2) y (3) que tienen eje común, se cumple: 0,20, => Ө, = 3 e 
2 
Como: L = €r, tendremos: L,-0,.r, = L= 3 0(12) = 80 


Finalmente la distancia que recorre el bloque es igual a la longitud de la cuerda que se 
envuelve en la polea 3: 


35.- Desde que las ruedas recorren la misma longitud, se verificará que el número de 
vueltas que estas dan, se encuentran relacionadas del siguiente modo: 


L IL 
Rueda menor: пу = "s ^5 Rueda mayor: п, = ЖЕ. 
e... L Ë L L na З 
De la condición: пү-п)у= лу ә mr mR = BnF ЁН RA 


36.- Se oberva que el centro de la rueda recorre la 
distancia: e = 90 - 2 = 88 cm. Luego aplicando la 


37.- Nuestra estrategia consiste en determinar la longitud «L» que recorre el centro de la 
rueda y que de acuerdo con los datos se puede determinar a partir de la relación conocida: 


L — арын he 
=> L= 2 , donde: L= ab + bc + Lg + de + 1с + Lo 


22 
L = 13 + 81 = 13 +8 7 = 267 


Luego: e = 267 <- 44n = 267 


Longitud de Arco 


38.- Datos: R=70cm г-20ст Incógnita: х= ? 


Debemos reconocer que la relación entre el número de vueltas y los radios es inversamente 
proporcional, luego: 


VUELTAS RADI 
De уа MA 70 
ESOO 22:22 m 20 
а 20 


211070 > 70а = 20(a + 100) 


Y efectuando operaciones, obtendremos: a = 40 


A partir de la siguiente relación, sabemos que: I a sa], 
Е . # vueltas=a # vueltas-a- 100 
espaciorecorrido 
# vueltas = 2n(radio) 


De donde: Espacio recorrido = 27 (radio). # vueltas 


Utilizando "cualquiera" de las ruedas obtendremos el espacio recorrido solicitado: 
im 
x=21 (70cm).40. 10009 > x = 2n. 28m 
Haciendo uso de la aproximación para z dada en la condición, tendremos : 


x-2(2 8m = 25117671 


Finalmente: 


espaciorecorrido 


39.- Se sabe que: ft vueltas Басо геи. 


Luego en relación al disco móvil diremos que, 
cuando este retorna por primera vez al punto 
P, su centro habrá recorrido la longitud de 
circunferencia de radio (R + r) 


2n(R4r) 


# vueltas — "nr аа) 
Pero, comc:R -60 y га 
Luego al reemplazar en (*) 
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Se tendrá que: # de vueltas = S $ de vueltas = 7 


40.- Para determinar el número de vueltas solicitado calcuremos primero las vueltas que 
da sobre los lados del triángulo 


_ espacio perímetro 44 | "A 
# vueltas З = 777 = eni) “Эх - # vueltas = 23 -7 
7 


Ahora calcularemos las vueltas que da la 
rueda en los vértices del triángulo . Para 
ello basta con apreciar la figura adjunta 
en donde se nota que la rueda da un nú- 
mero de vueltas que viene dado por la suma 
de los giros que ella experimenta cuando 
pasa dp un lado a otro, teniendo en los 
vértices a su centro de giro. 


п=п-а+л-В+7- Ө =3л- (a + В +0) 


n= 3n-n=2n rad 
n = 1 vuelta 


Finalmente, el número de vueltas que en total da la rueda el recorrer el perímetro del 
triángulo, será: 


# vueltas = 8 
Método abreviado 


Bajo el supuesto que lo anterior se ha comprendido, te sugiero resolver lo mismo del sgte. 
modo: 


Xlados4 Ye (a+b+c)+2 
e +c)+ 27У 
#V = Эл 5 #V = — Em = #V = с лы 
Р” ЫТИТ AL 0-6 
277 22 
2.4.1 
7 
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ти 00000 — Fa 


tan А + tanC=2 => 5.22 = a + 2 =2ac 730) 


Pero: Е р (2) 
М 2S bue Бот? 208 
Юе уен (1) bac 200 0522-85-15 = 


Luego: csc А . ese C =2 


02.- Sean : BC = a, AC = b, BA = с. Sustituyendo en la condición dada: 


2 
cotC+cotB=4 > bf -a > b +c 


a 
-1 + b 


м 


Por el teorema de Pitágoras: a 


2 
En (*): 2 -4 = а? =4аЬ => а= 160202 В c A 


Calculando y reemplazando a* en: Е = 16 ѕеп B. sen C. cos B. cos C 


b) [c (c (2 165262 lébe —— | 
r-1(2) (©) (©) È) = $3 a? = in -~ DESI 


03.- Construimos un triángulo rectángulo en base al dato de: tan 0 — 20 


Donde 2х2 = 212 + 202 = х= 29 
Reemplazando los valores de las RT en la expresión рага М, tendremos: 


н-2(21:42) -1 2 
3 (29 29 


21 


li 
o 
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2 
04.- Se pide: W = tan С- eA dac (13 C 


Graficamos el М con los datos: 


b a 
Teorema de Pitágoras: а2 + =b ..(* 
а? = 2-2 А с B 
Reemplazando еп: 2 sen А = csc C, 25 = b = 2ac=b? ... (2) 
bfey 2 дед, 
En; м= 5.2 (С) -25 .— de 
( ) a 2 a да? 2а? ( ) 
2-2 028 ТАРАГ! 
Ws = — 3t ME 
77 08.73 2 


05.- Sean a, b y c los lados del triángulo rectángulo en progresión aritmética, tal que: 


DAA b=x у ё=х+г B 
Como: Бэй => B>A , 
"n 274208 2 
También se cumple que: с =a" + b 
=> (x+ )2= (x-r)2 + 2 = 4xr=x = x=4r A b C 
ger 5r - Wa 25 
Luego: ѕесВ = v = зү ^ SecB = š 
06.- Sustituyendo los.datos en el gráfico original podemos reconocer que: 
a 
En el À ABC: tan Q = 3 | 
a 
a 
EnelhCBD: — tan8- = | 
2А 2 [] 
Sustituyendo en la condición dada: A 5 D з B 
а а lla 
(E ASI AENA "= s=) 25 n = 168 
Gu 9 24 
07.- Sustituyendo los datos en el gráfico original podemos reconocer que: 
B 
a 
En el ХАСВ tenemos: tan 0 = p <! Nab Р 
Por el teorema de Pitágoras se cumple que: 
IN a 
а? +02 = (2 Jab > а? +12 = 4ab A b 
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aY a a 2 
5 r +1=4p% pero tan 8-5, = tan'0-4tan041-0 
4s ly - 41 1 £243 
Resolviendo: tan 0 = he ias el = tan 0 = 45243 
201) 2 
tan0=2+43 ó tan0= 2-45 -  tan0-22- уз 
>2 <1 ! 


08.-Sustituyendo los datos en el gráfico original podemos reconocer que: 
m+a m 

Colt A гап ёл 

a a 


m+a m 


L : 
перо 2 Я 


M= 
\М=1 
B 
09.- Construyendo el rectángulo ABCD y trazando su diagonal AC, nos muestra que: 


AB=DC=a ,BC-AD-b, m Z CAD =a 


b 105. 21 AK 

Segú dición: ta== = 1,05 = — = — = — 

gún condición: соға = = 5 1 20 ^ 20k 
El perímetro es: 24 + 2b = 492 = 2(20k) +2(21k) = 492 


= 82k ENS k=6 


=> а = 20k = 20(6) = 120m A b= 21k = 21(6) = 126 m 


Por el teorema de Pitágoras en el ADC tenemos: 


diagonal: d= Va? +b? =V120?+126? => d= /30276 ~ d=174m 


10.- De A trazamos una perpendicular a la prolongación de BD , observándose que: 


m m 


ѕепіӨј= — , cosas — , соев === 
n a n 
2 
Г dn : л 
Luego: tr” с 3, М-1 
an 
|a ES] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Sus so 


11.- Completamos los lados del №, con los datos: 


En el № ОВСА hallamos ВС: (ВС)? = (a) - (b - a. 


ВС = V2ab—b? 


En el № ABC, hallamos AC: (AC) = (ВС)? + b? 
АС = .?2ab 


Enel ABC, prolongamos AB, como se muestra 


para obtener la mitad de (2) ; es decir «8, 


En el h АВС: cot (8) = TAND 


12.- Sea el paralelogramo ABCD: AB = 8 т, E С 
АР = 16 т. BD es la longitud menor. / 
En el Ñ AEB: se traza BE L AD , además para a 
ángulos notables de 30° y 60° se cumple: 
A60 р 
A E D 


АЕ = 4m ,ВЕ-443т Е 


En el ABED tenemos: ED=AD-AE=16-4=12 
Por el teorema de Pitágoras: BD = VBE?+ ED? ууз y +12? = V192 m 
BD = J64(3) т ло  BD-843m 


13.- Sea el Ë. al que se refiere el enunciado, de casos a, b y c. 
Según datos: a+b+c=132 ..(i) 
a? + b? + с = 6050... (ii) 


Por el teorema de Pitágoras: 22 +=... (iii) 


De (iii) en (ii): c? + с = 6050, de lo cual: c = 55 

El problema se reduce a resolver: a+b=77 ..,de(i) 
а? + b^ = 3025 ... , (iii) 

Haciendo: а = 77 - b, reemplazando: (77-by + b^ = 3025 


Resolviendo: b = 44 => a = 33 = a, es el menor ángulo agudo. 


— 33 _ 88 
{ало = у= 4 
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53% 
14.- Reconocemos que el ABAE es de los notables: m ZABE = ET ZECH 


Por el teorema de Pitágoras: 


p 
BE = ex = pE 


2 


Sea a la medida del ángulo central: 


Trad 53n 


180° ^ 180 ad 


En el sector circular ВЕС: BE = EC (radio del arco ВС) 


> @=32ш ABE = 53% = G = 58. 


-BE .a- /5 > 3 і _ 53-51. 
> Lg = BE .a= J5 2.780 E Le= 560. 
15.- En el ХАВС dado se puede identificar que: 
12 11 
taie. с = к= сш = E S s= (S) 


De la otra condición: 10(6c-b)-b-c = 60c-10b=b-c 


61с Ш> БЭ) S GIP 


De donde deducimos que: c=11k A b=61k 
Por el teorema de Pitágoras: P= +с > (610)? =а? + (1 1k) 


а= 037212 1912 = а= 60k 


31 60k 
19221 5 


Reemplazando en (*) tendremos: x 


R.T. RECÍPROCAS 


16.-Efectuando la multiplicación indicada en la expresión original, tendremos: 


АМ [4c0s36".sec36"+9sen54" sec36° 
“Q cot18°.cot72° 


Por la propiedad de las razones recíprocas se tiene que: cos 36°. sec 36° = 1 
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Por la propiedad de las Co-razones trigonométricas: sec 36° = csc 54° 
= sen 54”. sec 36° = sen 54°. csc 54° = 1 


= cot 18° . cot 72° = cot 18°. tan 18° = 1 


: 40) 90) 
Sustituyendo estos productos en (7): Mz L — 


17.- Aplicando la propiedad de las Co-razones, se tendrá que: 


ѕеп10°= соѕ80° 
ѕеп20°= соѕ70° 
(+): š 
sen70 = cos20 
sen80 = cos10 


sen 10° + sen 20° +... + sen 80 = cos 10° + cos 20? +... + cos 80° 


ѕеп10°+ѕеп20°+.... + sen80° 5 
cos10%+c0520%+... + со8809 ` 


^  cot 72° = tan 18? 


Зх —15° 
Reemplazando en la condición del problema: meum) = J seex- 152) = 2 
Pero: sec609=2 = 3x-15°= 60° MA (х= 25° 
18. Tenemos: sen (50° + х) - cos (40° -x) + tan (x + 10°) . tan (х + 40°) 21  ...(*) 
Рог la propiedad de las Co-razones: sen (50° + x) = cos (40° - x) 


Transponiendo términos: sen (50° + x) - cos (40° - x) = 0 


Reemplazando en (*) obtenemos: tan (x + 10°). tan (х + 40°) = 1 


Transponiendo términos: tan (x 410?) = ЕЧРЕ 73008 

tan(x + 40°) 

Por razones recíprocas: тг” = cot (x + 40°) 
tan(x + 40?) 

Reemplazando en (**) : tan(x + 10?) = cot(x + 40?) 


.44(7) 


Por co-razones trigonométricas: х + 10° + х +40° = 90° => х= 20° 


20° 
Luego en : М = sec (3.20?) + со? 320) =2 + (43 y 
g 2 
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M=5 


R3 EJ 


19.- De la condición (1) despejamos: sen (x + y) = cos (85° - y - z) 


Por la propiedad de co-razones: x+y+85”-y-z=90 > х-2= 5°... (3) 


1 
De la condición (2) despejamos: tan 2x = 
jn (24 Реј 4 tan3z 
Por razones recíprocas: tan 2x = cot 3z 


Luego por la propiedad de co-razones: 2x + 32 = 90°... (4) 


3x—-3z215? 


Hacemos: 3(3) + (4): 2x + 322909 


р > 5% = 58 => + 217 
Sustituyendo en (3): 2]9 2 = 55 = ZION 
Luego: М = tan [2(21) + 11°] - tan (21? + 16°) 


"MOM аз б 
> М = (ап 53°- tan37 = 3-2 T Ор? 


20.- Por la propiedad de Co - razones tenemos: 


tan89”= cot91* 
tan88”= cot92? 
tan87”=cot93” | (multiplicando) > В = cot 1°.cot 2”.cot 3°. .. . cot 44° 


tan46”= cot 44? 
Luego: 


AB = (tan1?.cot1?) . (tan2?.cot2?) (tan 3°.сої3°)... (tan 44%.cot44?).(tan45% = AB=1 
UBOq л w W m 


Finalmente tendremos que: М = ay . tan (| АВ M=1 


21.- Según las propiedades de las co-razones: sen 10° = cos 80° 


Esto nos permite expresar M en términos del seno, así tendremos: 


ab(sen10”-1) + a? —b?sent0? absen10°—ab+ a? — b^sen10? 


= abísen10%+1)+a? + Б2ѕеп10° 7 T арѕеп10°+аһ + а? + b2sen10° 
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Usando la propiedad de las proporciones, tendremos: 


1+M  labsenl0%2a? 14M  2a(bsen+0%a) І 1+м a 
1-М ^ 2ab«2b^senl © 1-М  2batbseni0] | ^ т-м "b 


22. Como: т / В = 90° > m Z А +m Z С = 90° 


Luego por la propiedad de las co-razones: sen À = cos C 
2 
(sen A) (sen A) 2.32 
Reemplazando en (): (sen A) + (sen A) LE 


(sen A) 21 (sen A) 21 1 a) 
= 2(sen A)T =2.33 э (sen A) -35 =|$ 


Finalmente por analogía deducimos que: sen A= 13 


23.- Como: sen (39° - Ө) = cos (14° + 30) = 39°- Ө + 14° + 30 = 90° => 20 = 375 


Luego en el N DBC (notable) ` Ps 
Se observa: 5k = 30 D 
> k=6 x 
2 A 
=  x=4k x: 24 А С 


24.- Por co-razones trigonométricas: tan 80° = cot 10? л sec 70° = csc 20° 


Entonces en la condición del problema: csc(0 + 20°) = 2tan10°.cot20° . sen20°.csc20° 
1 1 
5 csc (Ө + 20°) =2 => 0-109 


Luego: М = cos 60° + tan 457 = M= > +1 53 M= 3 

25.- De la condición (1): 5a +2b + c + 20? - За = 90? > 2n + 2b + c = 70° 
= 2(a + b) + c = 70° 

Sustituyendo en (*) la condición (3): 2(30°) + c = 70° = CAOS 

De la condición (2): 4d+e=40° +e > d=10° 
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Finalmente remplazamos estos valores en la expresión dada: 


Dean [ae + 2009) + За? | zans MN 


R.T. DE ÁNGULOS NOTABLES 


26.- Colocando los datos en la figura original, reconocemos que: RODA es notable. 

= OD=4k A OA=5k 

También se observa que: OD = BE = 4k 
OA = DE = 5k 


Finalmente en el NOEB: tan Ө = 2 


27.- Reconociendo que el К ABC es notable, anotamos los valores de sus lados y ángulos: 
AB=4k , BC=3k 
Por dato: BC=CD 2 CD=3k 


4k 
L N ABC: 0--- 
uego tan & 
2 
tan Ө = 3 
28.- Del МАРЕ Notable, afirmamos que: DE-3k л AD=4k 


En el cuadrado ABCD: CD=AD=4k => СЕ-К 
De la figura: BF = 4k - k tan 37° 


BF = 4k E. E 
i si 4 
13k 
BF ws 
Luego: МАВЕ: tanx- —— =-2- 
AB 4k 
NO E 
ап x= 16 
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29.- Reemplazando los valores notables en la ecuación dada tendremos: 
2 2 
ү E , > AE 
2 2 2 
Efectuando obtenemos: х-2-х х 51 


30.- Recordando que: tan 60° = УЗ , sen 30° = 1/2, reemplazamos en la expresión dada: 
sec Ө = tan260° + sen 30° = sec 0 = ( 5] + i 


(“0” es agudo) 


o 
Ф 
[2] 
o 
| 
N | ` 
I 
@ 
ЧЕ 


Рего: x? = 49K? - 4k = х? = 45 > 


з «(43 \ Бү | 
(УЗ) 6 2 *(v2) 343-343-2 | 2 . W=2 
= 2 .. F 

4 


«(81-8(5 didis eo 


2 2 
o 4 o 
32.- Reemplazando el valor de x = 15”, tenemos: W = кап чут сыч) + cot^60? 
sen30? 
Recordando que: tan60?- J3 ; соѕ 45° = E cot 60? = e N. sen 30° = E 
q > ын , == v2 , = E , ь x 2 
1 № 
(43) +| == 2 3s 
Calculand w 2 1 ТР ME o UE 
1 Е = + | — = 6 +> =7+— = — 
alculando 1 T3 ES Т +3 3 3 
2 2 
Según condición: W = $ = 2 5 = 20) а +3 = 25 
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33.- Construimos el h ADB y reconocemos que: s 
5k=10 > k=2 ә BD=6 p 
Asimismo: AD=8 y DC=6 


Luego el A BAC es isósceles, luego: Ө = 45° 


— М = tan 60°. cot 45° = (V3) (1) 


M= 48 


34.- En el gráfico: 
Haciendo: ВО = ОЕ = М = AE-2n 


= МАРЕ es notable: DAE = u 
Calculamos: а = 45°- 53° ERA 
2 2 
cot (z ) cot = 3 


35.- Sean los números: (x -r), x, y, (x4 fr) los 
lados del triángulo rectángulo. A partir de la fi- 
gura podemos reconocer que el menor ángulo es 


E . ES x + r - 
el indicado con a, dado que él se opone al cateto mr 


de menor longitud, luego: 


— ass ж 7 
cosa = тт... 0 х 


A continuación aplicamos Pitágoras, para reconocer una relación entre х у r: 
(х- r3 = (x + r ° > x.Ü-2xrex! 2x! e rH e 2xr 
> X =4xr > а= Аг...) 


Finalmente reemplazamos (**) en (*): cos o: = & - 8 22 cos Q = 0,8 
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36.- Luego de graficar el enunciado del problema 
tendremos: 


6 
cos À = 0,6 = 10 


Dado que no aparece un triángulo rectángulo don- 
de intervenga el ángulo A, trazamos la altura СН. 


En consecuencia por "la propiedad fundamental" 
de las R.T. de un ángulo agudo. 


Podemos decir que: 


„А. 
AH 6 Р 4 
cosA = 46 = 10 => AH=6k A АС = 10k A 


Graficando una vez más el problema y reemplazan- 
do los valores obtenidos, concluímos que: 


== SN 4; 

HC =8k л BH =4k 
Finalmente: tan В = HC c BE ° "tan B2 A Í 
in nte: = BH ` 4k БЕ y B С 


37.- De acuerdo con el item 3.2.3 se sabe que sen Зх = cos 75° « Зх + 75° -90” 


Luego: 3x15? we: х = 5° 


38.- Al igual que en el problema anterior, se cumple que: 


2х + 25° + 5х - 5° = 90° => 7х + 20° = 90° 


Finalmente: 7x = 70 x um 10° 
39.- Trabajando con la condición dada : 
tan (x + 41°) . tan (2x - 31°)=1 = tan (x + 41°) = IEE Щу) 
Por lo visto y explicado en el item 3.2.1 sobre razones recíprocas, podemos afirmar que: 


1 o 
tan(2x-31*) = cot (2x - 31?) 


Luego al reemplazar en (*) tendremos: tan (x + 41°) = cot (2x - 31?) 
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Dado que esta relación corresponde a una razón y su co-razón,diremos que los ángulos 
dados son complementarios, por lo tanto: 


(x + 419) + (2x - 31°) = 90° => Зх + 10°= 90° 


— 3x=80° => x=26,6% . x = 26° 40' 


40.- Utilizando el mismo procedimiento del problema anterior, tendremos que: 


1 4х\ [por razones 
45) = tan (55) (recíprocas 
«(5) 
3 
5x —96? 4x 
Luego: cot 2 = tan (37 
Entonces: Эх Fe + 5х = 90° (рог tratarse de co-razones) 


= 15х - 288° + 8х = 540° => 23х = 540° + 288° 


= 23x=828 . RK 
41.- De la condición dada: cot 2x = tan 3y 
Luego por ser co-razones: 2x + 3у = 90? ... (1) 
Y por condición del problema: 2x - y x10? ...(2) 
Restando (1) - (2) m.a.m. 4y = 80? 4 y=20" 
Y reemplazando en (2): PS AN 251012 S 2E ISO EI БЕ 
Finalmente: el mayor ángulo es: 20° 
42.- Se sabe que:  sena-cos2B=0 = senac-cos2f 
Luego: a+2ß=90° ...(1) 
Análogamente, si: sen В.сѕс 4a = 1 
deducimos que: pda = (2) 


A continuación trabajando con (1) y (2) obtendremos: 
a + 2(4a)=90° = 9а = 90° 
Entonces: a-10 y В=40° 


Finalmente: а + В = 50° 
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43.- Por razones trigonométricas de ángulos notables, tendremos: 
tan (a - b) = 1 e a-b=45 
tan(a-b)- J3 => а--609 


Luego, resolviendo el sistema anterior, obtendremos: a = 52? 30' y DEVIS! 


oon In^ T 
Finalmente: D - E de = = 7 
44.- En el triángulo rectángulo BAD: tan 60? — 187 = a Раб 
Finalmente, en el triángulo rectángulo CAD: 
ЖДУ. 
ѕеп 30° = 5-5 =P g = 2р > 1 PEA). E el 
45.- En el triángulo rectángulo ABC 
29120. 1 E 
sen 30° = p = p, = у 200 
Еп el triángulo rectángulo CAD 
5 _ 33 
соѕ 30° = “байв, 
. 200 43 
Luego: X” т сов 
_ 400 
3 
i 46.- Reemplazando el valor de "8"en la expresión tendremos 
2 2 
43 | [2.8 3040) 
cot“ 60? + sec^ 30° 3 3 y y 
e 2 5-4 2 = AA 
3+12 
ats. . 5 25 
= ES 2 ES Ig 18, E= 6 
1 
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TEOREMA 1 


01.- Con ayuda del siguiente gráfico, podemos deducir 
el valor de «х», así: 


x=b-m 
Pero: 


m = a cos a (usando el teorema 1) 
Finalmente: x=b-a cosa 


02.- Graficando el enunciado del problema ten- С 
dremos: 4» 


Z ACH - 0 (Por ser complemento del Z A) 

m 

Finalmente aplicamos el primer teorema en el 
triángulo sombreado, obteniendo: 


03.- Con ayuda del gráfico siguiente, podremos trabajar en dos triángulos rectángulos 
parciales, así: 


En el triángulo (1), calculamos el cateto adyacente a «0» 
m = az cos Ө 


En el triángulo (2), calculamos el cateto opuesto a «0» 


h-bsen0 
Finalmente: 
х-т-ї 
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04.- Reconociendo que: AD = DC = BD = 3a 
Encontramos: BG =24 y GD =a 


En el AGHD: tan(ZDCG) = tan Ө - ËP: ...(1) 


En el triángulo GHD: 


HD = а cos o y GH = а sen Q 2 Б Ч < 
asena senal 
Entonces en (1): tan 0 = E OaS -— (2) 


Por dato: cos a + 3 = 3 sen o; luego al reemplazar en (2) tendremos: 


sena 1 
3sena m ап Ө= 3 


tan Ө = 
Observación.- Demuestra que © es un ángulo obtuso 
05.- Area del cuadrado = (6 зар = 64 => баШ 5 => ша? 
Asimismo se observa que: 2т=8/2 = m= 442 


FC RE HQ 


Reconociendo que: М СНР ~ N AMP: AMS АР х 


! 
ON 
y 
pe 
б 
b 


A continuación recurriremos a la variable auxiliar 0, la que nos permitirá relacionar aün 
más los lados conocidos con el que buscamos. 


En el triángulo AMO: х= т ѕеп Ө... (1) 
En el triángulo ВР'О: 5 = тсоѕӨ... (2) 


Dividiendo (1) + (2) tendremos: tan Ө = 3 = 3/1 
Finalmente: еп (1) х = т sen Ө 


х= LEN; E х= 


06.- En el triángulo TOR: ТО = І. sen а (Teorema 1) 
En el triángulo РО5: 05 = L sen P. (Teorema 1) 
De la figura: Т5-ТО -Q5 

=  k-Lsena-Lsenf 


k = L (sen a - sen В) 
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07.- De acuerdo con la teoría de los ángulos inscritos vistas en Geometría, diremos que: 
m 2 ВОС=2 т 2 А = 20 


A continuación, aplicando el teorema «1» en el trián- 
gulo OMC obtendremos que: 


MC = R sen 0 


Luego: BC =2MC (MC=BM) 


BC = 2 Rsen Ө 


08.- Colocando los datos en la figura dada, aplicamos los teoremas de resolución en el 
triángulo rectángulo ABC: 


() 4k-4sena = k=sena (0) 


(®) x+3k=4cos0 > х= 4 соѕ а - ЗК... (2) 


De (1) en (2) tendremos: | x = 4 cos Q - 3 sen Q 


09.- Tracemos DE 1 АВ 

En el A BED: ВЕ = д sen a ; ED = g cos а 
Asimismo: АЕ = ВА - ВЕ =p -q sena 
Рог semejanza de triángulos (АВС у AED): 


BÉ LAB. „5 Ша _ 
ED АЕ qcosa  p-qsena 
Т “рд cos о. е 


К^ редзепа | 


10.- Aplicamos los teoremas en el lh BQC y el à CDQ, 
estableciéndose que: 


R cos o - PQ = К - В sena 
нэ PO = R(sería + cos а - 1) 


2 
Pero: ѕепа + cos а = M 


PO = R(M - 1) 
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EDITORES 


11.- Sustituyendo los datos en la figura original, identificamos: 


лору. En 
| 
е! 


9k 
El BEA, donde: ВЕ = Зк = ВЕ = 3k cos 53° = 5 


12k 
Enelli BFE: EF = 3ksen 53° = —- 
5 “Е 
Enel h СНЕ: НЕ = НЕ - EF TAS 
12k - t 
Luego: HE = 5k- WE 18% 53° GF 
z B 5k A 
Además se observa que: CH = BF = 5 
9kY (13k Y 
Por el teorema de Pitágoras: CE = сн)? +(НЕ)* = 15 БЭ = CE=ky10 
2, 
СН Б i 1 
а= — = = 5у10.со50=9 сг. W=9. 
cos CE Лок J/10 cos 
TEOREMA 2 


12.- Graficando el enunciado del problema, tendremos que: 


Area Trapecio: AS (852), КОП, 


Por el teorema «2»: h-mtan0...(2) 
Pero:2m+b=B => 2m=B-b 


B-b 
= mi.) 


A continuación reeplazamos (3) en (2): 


Finalmente sustituiremos el resultado en (1): A = (832). (552) tan 0 


2. h2 


13.- Graficando el enunciado del problema, consideremos que: m Z CMB = 0, luego en el 
hz МВС aplicamos el teorema 2. 
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BC = a tan Ө 


Y del N ABC: 
tan A = ВС 2121900 = tan A = 28 


ТАВ 2а 
Se tan0=2 tan Á 


14.- En el N ACD: Aplicamos el teorema 1 


AC = 2R cos a 
En el N AOC: Aplicamos el teorema 2 
AC = h sec а 


Luego: 2К соѕ о = h sec а 


2R cos а. sec а = h sec? a 
cos а. sec Q 
1 


ud 2 
RE 9 sec C 


К = 05h sec a 


15.- Aplicando los teoremas de resolución de triángulos en el triángulo rectángulo ABD 
y a continuación en el triángulo rectángulo ABC, tendremos: 


a+atanf 
a 


со @ = 


Luego de simplificar, tendremos: 


АА cota - #ап В = 1 


16.- Sea ВС = а = AD = 2а 
En el ACBD: BD = a tan а 
En el N ABC: ВА = 24 + a tan Q 


2 
En el ABC: cota = ВА - 22+ 4апа 


BC a 


=2+tana > іап2а + 2 апа -1=0 В atana D 2a A 
tana 
Resolviendo la ecuación cuadrática: tan а = -1 + 42 


Pero a es agudo, entonces: tana = 42 -1>0 
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17.- En el lh. BEC hacemos: ВЕ =a => EC=atanf 
En el DEC: РЕ = ЕС. tan В = a tan f. tan f 
= DE-atan/f 


En el há AEB: m Z BAE-f => AE=a.cotf 


Enell& AED Ө SE atan” В 
пе АЕР: tan Ө = ДЕ “220 
- tan 0 = tan? 


18.- En la gráfica, ubicamos «Ө» en el A DCE, en 
el cual por la relación 1 a 2 de los catetos se reco- 
noce: 


ө= 57 э 0-45 Ёл 


Se pide: sec ©; que por de arcos complementarios: 


sec а = csc (90? - a) = csc (22) 
< 


De la figura: „ sec Q = 410 


19.- Considerando que el lado del cuadrado mide 2L e identificando los ángulos más 
adecuados, la figura dada queda segün como se muestra: 


En el à MPE: 


2Ltan(x —y)+ L 
AC — + 


ES tanx-2tan (x- y) = 1 
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TEOREMA 3 

20.- En NX CMO aplicamos el teorema 3. 
OC = R csc 0 

Luego: AC- R csc 0 + R 
АС = К (csc 0 + 1)... (1) 


Ahora, en el N ВАС aplicamos el teorema 2. 
AB = AC. tan Ө... (2) 
Finalmente reemplazamos (1) en (2): 


AB = R (csc 0 + 1) tan 0 


21.- Recordemos primero la propiedada geométrica, en donde 
conocidos a y b se podrá calcular x a partir de: b 


ab 


sab 


Ahora en base a esta relación encontremos la medida D 
de EF el cual aparece en la figura adjunta: 


_a(2a) 242 A 
DA” за E 2a 
a 
= EF= 2a 
B : C 
Análaogamente, calculemos: GH. F 
2 2 
($а) 32 2а 
ОН = 777 ер ЧЕ, = GH = 5 
aa За 
De la figura: 


Area A EFG = Area ò ВЕЕ - Área ВСЕ 


a 2, АГЕ 
h ? тээ qe 5 pe 
AEFG 7 Vae 2 


58? coto. — 32? cota. 


а? а? 
Asers = g “ota- 75 cota= 45 


242 
Aperc = 45 “ota 
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22.- Aplicando los teoremas de resolución de triángu- B 
los rectángulos en el b BAM y el Ë MNG, tendremos: 


x cot B = xtan o: + a sec В x 


= x(cot f - tan a) = a sec В 
asecp 


m 
Finalmente: x= otp- ana A xtana M asec В € 
p ab == 


23.- Por dato se sabe que O es centro del A ABC. Por resolución de triángulos rectángulos 
se tiene: 


AO = r. cc E OC=r.csc S р OB = r. csc Š 


Por ser AO media proporcional de OC y OB: 


TI = ¡riescB rene > acá - esc 8 ose 


C 


Invirtiendo: sen = sen 2 - Ssen> 


24.- Desde que AC = CD, podemos reconocer que el 
AACD es un triángulo isósceles. 


Empleando los teoremas de resolución de triángu- 
los rectángulos, en el N ABC y trazando la altura del 
AACD, se puede establecer que: 


x — 2a cot 0 


25.- Instalando los datos y haciendo que: BD = ED =a 
Enell& DAB: DA-DBsena-asena 
АВ = DB cos а = а cosa 
Enell DEC: m Z ЕОС = m Z ABD =o 
CD = ED. seca =a sec a 


> СА = СЮ + ОА = а ѕес а + а ѕеп о 


АС аѕесо + пѕепо С р А 
Еле СВА рае - E TEA 
AB acosa 


cot В = ѕес20 + tan a 
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26.- De acuerdo con la propiedad de las tangentes geométricas, se verifica que: CT = CB. 
Asimismo en el À ATO, se observa que: АТ = r cot 0 


E rcotO+x 
Además: csc 0 = E => xcscO-x-rcotO 


=  x(csc8-1) = rcot0 


r cot 0 


^ csc0-1 


27.- De acuerdo con los datos: AOD es un cuarto de 
circunferencia. Asumiendo que el radio de la cir- 
cunferencia es 2r, procedemos a identificar los la- 
dos conocidos. De este modo podemos establecer 
que: 


r( 5-1) 
r 


со10 = cot0 = 43 -1 


28.- Completando una semicircunferencia y prolongando MN y BO encontramos que 
Z OBN y < OMP son congruentes. 


Enel PNB: NB = 2R cos Ө 

En el POM: OM = R cot 8 

Luego, en la figura: AM + OM = AO 
2Rcos0 -Rcot 8 = К = 2cos0+cot0=1 


Por consiguiente: {М = 1 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


29.- Reemplazando datos y aplicando los teoremas de resolución en la figura dada, se 
puede establecer que: 


A Leo 
т AED=mZABC=Qa , sea: AC=a | 2 
Enel МАРС: AD=asena ^ CD-acosa а 
Si: К = área de la región triangular ADC | 
AD)(CD 
= к= LLE „1 (a sen o) (a cos o) 
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a s. AE n 
> 19 йн “Со 2 X senacosa 
Enel К ACB: CB=AC.cota=a cota 


Sea: 5 = área de la región triangular ADC 


2 (АСХСВ) .A4acoto _, S= a” cota _ k cosa 
ar 2 2) senacosa ` seno. 
! Ed 
S=k esca 


30.- Nuestra estrategia consistirá en determinar los valores de la tangente y la cotangen- 
te de los ángulos dados por medio del cálculo de áreas de cada triángulo dado. 


cota 
De la figura: S= E 1 2200) 
3ctgB)(3 
Además: 45 = Баву) (2) 
Dividiendo las relaciones (2) + (1): 
9со cotp 4 
-4 -— 
cota cota 9 


De donde, obtenemos: cot B- 4k = tan В ^ cota=9k = tana= 


9k 
lao 7 ID `? 


Jak 24 2Jk 


Luego: = = — = AT B M= 
4./9К 1 49k—1 36k -1 


Әк з 3Jk 


31.- Observando la relación de áreas, podemos afirmar que: AD = 2DB. 


Si hacemos: BD =b = AD -2b ABC=h 


bh 
=> s=% =2205-% > AD=2 
2 2 
b 
Enelb DBC: tan Ө = n .(1) 
h 
En el h ABC: tan8- = nsi 2) 
AE 2 1 
Multiplicando (1) x (2): tan^0 = з > tan Ө = 
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32.-Construimos el ХАНВ, podemos establecer que el 
área de la región triangular AOB. Luego: 


4.4sen26 
F 2 


S = 8 sen 20 A MA H 


33.- Tal como se ha hecho en los ejercicios anteriores, aprovecharemos la fórmula del 
área de una región triangular para determinar el valor de la razón trigonométrica pedi- 
da. Con este propósito trazamos la altura EH del triángulo ABE y, colocando los datos 
en el gráfico se establece que: ED = k = DZD: 

€ 2k E k D 
2 3k3k) 9 „ El 
Área AABE= — = 7 K ac db) 


! 1 
Pero: Área ЛАВЕ = > (EBXEA). sen Ө ... (2) 


3k 
Por el Teorema de Pitágoras, tenemos: 


Enelh ECB — ЕВ- Jor? +(2k = Y13.k 
Enelh EDA = EA= JE +(3k}? = Jio e A 


1 9 
Igualando (2) y (1) tenemos: — (413 ю(410 k) sen 0 = 2 Га 
=> 4130 .sen0 = 9 


34.-Sea AB=a ; РЕ = h y tracemos ED LCA 
Enelħ АВС: AC=a.csco 
Enel à AED: AD =й. csc a 
En el h АВС: mZFAB-90?-a (1) 
En el h AFD: m / РАР +а= т Z FAB... (2) 
Reemplazando (1) en (2): 

т / ҒАР = 90°- 20 =>  mZFDA-2a 


De este modo: ЕР = AD . cos 2a 
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= FD=h.csca.cos 20 
Según condición: Área región AABD = Área región A ADC 


(acsco)(hcsco. соѕ20) 


ah 2 20507 
? = = %сө$20.сзе ох =1 e W=1 


35.- En el & BCD: BC = BD sen Ө =a sen 0 
Tracemos BH 1 AE 
EnellÀ AHB: т Z ВАН = Өө 


HB = АВ ѕеп Ө = Б ѕепӨ = ЕС = р ѕеп Ө 


: ЕСХВС 
En el À ECB: Area Ë ECB = кош) 
2 b e Ө 
Área b. BOB — авег0) 
2 
Área № ECB = ab ѕеп 9 


2 


7 Área lh ECB = lab sen'o 


36.-SeaCD=k => BC=4k ~. AD = 4k 


Trazamos AG//BD y prolongamos CD 
hasta que se intersecten en el punto G. 
Siendo ángulos opuestos por el vértice, se 
observa que: 


m ZBFA =m ZEFD= а 


Siendo ángulos correspondientes, se ob- 
serva que: 


mz GAE-mZEFD-a 


Enel EDA: БА-245К 


EnelN ADG: AG = Y17 k 


Calcularemos el valor de la tan a a partir del cálculo del área de la región triangu- 
lar AEG: 
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(ӨНӨӨ. ET 22. ОВИЕ T 
2 2 485 


6 6 
гапа = = =» Үү- se s W=3 
7 7 


37.- De la figura: hcot o + hcot B = b 


Factorizando: (cota + cot B) =b 


b 


= E EIE 
cota + cotf 


Luego el área de la región triangular (S) será: 


bh b E— — hcota—— —34———— hotp ———4 


s= си Ч S= "(cot a. + cot D) FINE i 


38.- Inicialmente, calculamos el área del triángulo MDN, así: 


 base-altura _a:a _ a e) 


A AMDN 7 2 2 ...... А 


Y de acuerdo con lo visto, tendremos: 


AAMDN 
Luego, igualando (**) con (*): 


cd 


seno = E = ѕеп Ө = de 


A partir de este resultado construiremos un triángulo 
auxiliar en donde la hipotenusa sea +10 y el cateto 
opuesto a 0 sea 1. Allí resultará evidente que el otro 


cateto es por Pitágoras, igual a 3. 
P 8 g 4 10 1 
Finalmente: cot 0 = š 
22 г 
cot 0 = 3 3 
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ÁNGULOS VERTICALES 


01.- Con la ayuda del gráfico y la propiedad de los ángulos alternos internos, la condi- 
ción del problema queda así: 


tan & - tan B - (ап Ө = 1 


ГЭР” 


© 
Кә] 
wola 
lI 
AO aja ы 


= 


a 
II 


iá i ! E 
02.- Del triángulo superior, tenemos: cos 30° = "Ad Ru 


3 
Finalmente en el triángulo inferior tenemos: 


mi _ — 3 
cos 15° = ra X= oB 


03.- Finalmente: 


h43 -h= 60m 


дай 
A A 60m B 
Ж-с--В8 t 
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04.- Elaboramos un gráfico en donde indi- 
camos que el objeto y su imagen equidistan 
del lago, quien hace las veces de un espe- 
jo- Luego en el triángulo sombreado, ten- 
dremos: 


sec 20 = тт 
x = H sec 20 


05.- Haciendo un gráfico adecuado como el mostrado, nota- 


mos que es posible aplicar allí el teorema de la Bisectriz: i 
# x m j 5m ¡Estatua 
554 ©? x=4k a | 
A continuación aplicamos el teorema de B 
Pitágoras en el triángulo rectángulo ma- 3 g m ¡Base 
yor así: = Бы 
2 2 2 2 i + i 
(5k) = (4k +92 — 25k - 166 = 81 
Luego: 9k-81 > É=9 > k=3 
9 3 
De este modo: x = 4(3) = 12 = tar2a =% - ал20 =; 


06.- Al graficar el enunciado del problema tendremos: 


De donde deducimos: 


tan 16' – Эти D ME Ium 
по gp 
x 15 mm 
^ х= 322 т š 


07.- Con la ayuda del siguiente gráfico, observamos que 
resulta conveniente trasladar el ángulo dado al trián- 
gulo rectángulo SAO. 


cos 30° = Ë = r= R cos 30° 


r = 6370 x SE 2 r5 5516 km 
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n= +1 ын 
= 5 + = 
43 E: Y 
43 
- 43 43-1 (3-43 T 
"mau" Бн 2 ( 
Finalmente: 
1 000т 


h = 2,366 m x 900 


2 h=2 366 т 


09.- Construimos el gráfico, según el enunciado. 

En el triángulo rectángulo sombreado se cumple: 
(2,5) = (4K? + (2,5 - ЗЮ)? 

= (2,5) =16K + (2,5)? - 15k + 9 


Reduciendo: Ї 25 
3 =25- 
252 = 15k => k= = ў E 
5 5 9 "7 Mosca 
Luego: х= 2 - 3k = 2-5 = 10" 


х= 0,7 т 


10.- Elaboramos una gráfica, en ella se observa: 
hcota=3h+htana — cota - tana = З 
Elevando al cuadrado: 

(cot o. - tan ay? =32 


= cota {ап20 - 2 (апо. cot e = 9 


tana + соо = 11 
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IL- En el gráfico elaborado se debe verificar que: tana = 2 


Asimismo: 5k=20m = k=4m 


También: x = 4k - 3k cot a = 4k - ЗК. 


tana 
1 
=  x=4(4)- 3(4). БТ 16-6 
x=10 m 
12.- En el ARST: RS = ST cot 60° 
RS = 53 рч - 
ES 

En el Ë PST: cot 30° - 5 2 43 = 222 

543 

x = 10m 

13.- Luego de elaborar el gráfico, reconocemos que: е = 600(cot B - cot o) ; e = v.t 


1 1 
= e= la)" 


= е= 600 т 


600т 60min 1km 
6min ` 1h  1000m 


Luego: v= 


v=6 
I——— —— — 600 cot B —— 


14.- Al elaborar el gráfico según el enunciado, se pueden reconocer tres triángulos. 


Enel APRS: RS = PR tan 37° > RS = ae(2) = 27 


©. БЕ = А DE 
En el КРЕТ: cot 53° = = RSrST 
E 3 36 
4 27+h w CA 37 ОП Л 
> 27+h=48 h=21m P 36m R 
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15.- Suponiendo que el avión se mueve en 
el mismo plano vertical que contiene a los 
puntos A y B, se tendrá que: 


h cot 0 = h cot ñ - h cota 


Ж, 
=> ОЧ 3 6 
ќап Ө = 6 


16.- En el gráfico elaborado la antena está representada рог CD 
En el h ABC: h =i nB ew) 
EnelNABD: h+15=dtano ... (2) 


h+15 
Qu; 15-08 


Pero: tana = 0,76 y tan B = 0,19 


h+15 
nme 


17. En el № ADB se verifica que: 


Š = 16 cos 0. ѕеп Ө 
25 x = 16.2 sen Ө. cos Ө 


x = 16 sen 20 


18.- Elaborando un gráfico correspondiente del contexto en el que se desarrolla la situa- 
ción, podemos reconocer que el triángulo rectángulo formado es un triángulo rectángu- 
lo notable. Veamos: 


Punto máximo 


Хо 
EA a AO Г] 
куз 
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19.- Sea A el punto desde que se soltó el objeto y B el 
punto en el que se volvió a visualizar. Entonces elabo- 
ramos el gráfico correspondiente, tal como el que se Objeto 2A 
muestra al lado, dende: m ' | 
LJ 


h = 60 . cot 60? . tan 30? 227 


Obtenido a partir de la resolución de triángulos rectángulos Pes QB 
23 4 
3 
s 


BB 
5 ra (FF) = 20m 


h=20 


ÁNGULOS HORIZONTALES 
20.- Sabemos que: 
N 1/4 МЕ= № me E 
Luego, en la figura: 
АРВ = 45? + 0 = 45° + 11? 15' 
АРВ = 56^15' 


m АРВ = 56%15' 


21.- Por Física sabemos que: 


-- Velocidad angular 
- Angulo en radianes 


0 
o= 9 ө 
t--tiempo 


Siendo A la posición del amigo observado y P y P’ las 
posiciones del observador 


T 
8 4744. 1 vuelta 60 
= PO 0,15 х 2n rad. *1тї. O E 
15 
An) vueltas М . gp Vueltas 
= Ээ E min. ^A @= 507 ніп, 


El carrusel da 50 revoluciones еп un minuto. 


50 RPM 
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22.- Tratándose de desplazamientos 
rectilíneos, lo conveniente es elaborar un 
gráfico de todos ellos, tal como el que se 
muestra al lado: 


x +20 m = 40 m 


x=20m 


23.- En el ABCA reconocemos que: СА = 32 km, CB = 24 km 
Asimismo, en el BID: DI=BI=40km = IC=1l6km М 


Enel МАНЕ: АЕ = (ЕН)? +(НА)? 


= АЕ= J122+162 =20 km 


También: tan 0 = — = — 


=> 0- 37 
Finalmente el auto se encuentra 
en la dirección S 37” O respecto 


del punto de partida y a una dis- 
tancia de 20 km. 


24.- Elaborando el gráfico correspondiente a los 
desplazamientos efectuados, logramos identifi- 
car que: 


1) х-1042-42 sen 22 30' 
x=10 J2« 42. гн 2542 


2) y 2104242 . cos 22%30" 


y-10424 42. LIT =5 (2 + 42) 


k ESE 
y -x = 10 km SE 
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25.- Elaboramos un esquema de acuerdo con 
los datos proporcionados en el que se pue- 
den establecer las siguientes observaciones: 


1) El AABC es isósceles dado que: AB = BC 


2) Asimismo, por ángulos alternos internos: 


0 
Ө+а=20- а => 20-0 = а= 5 


Por lo tanto la estación A respecto де С 


se encuentra en la dirección: 


520-с)/О = 5 > O 


26.- Uniendo el punto de partida con los puntos de 
llegada de cada móvil, se forma un triángulo en el que 
son conocidas las medidas de sus lados. Asimismo se 
puede reconocer que estos valores verifican la siguien- 
te relación: 


(58) = (4) + (4,2)? 


= Dicho triángulo es recto en P. 


B+2B= 5 2 B= Erad 


27.- Graficando el enunciado, siendo: 

P el punto de partida 

R el punto de desvío о 
T el punto final de la lancha. 

Dato: PT = КТ = А PTR es isósceles. 
== ТРЕ = BAT = 306 

Así: а = 15? 


La dirección es: 575°Е 
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28.- De acuerdo con el enunciado, las perso- < 
nas ubicadas en A y B se desplazan G гад 
rectilíneamente hasta encontrarse en C. Se 4 
observa que sus direcciones forman los án- 
gulos de medida 150° y 30°. 


Por lo tanto el menor ángulo formado por 
ellos mide 30°. 


29.- Al hacer la construcción gráfica, reconoce- 
mos la presencia de un triángulo rectángulo no- 
table uno de cuyos ángulos agudos es: 53°/2. 
Aplicando la proporcionalidad de los lados: о 


ЈО = 200 ; IG = 100 J5 . Y enel № IHG: E 


53 к уш 
IH = IG. 10045. = IH = 200 ын 2 
«(3 2 "р A > M p 


2690'=53/2 i 


GH = IG.sen 10045. у СН = 100 
(2):595-5 | 


Finalmente en el AJHG: 


JH  JO«IH _ 200+200 


cot 0 = 
ЭР GH Tea 100 


cotB=4 


30.- Este tipo de situaciones problémicas requieren de una buena dósis de paciencia, Ya 
que la estrategia consistirá en trazar, sobre un esquema, las direcciones más usuales, 
cuyas prolongaciones nos indicarán sus respectivas direcciones opuestas. 


1 
La dirección opuesta al NE, E es la dirección: sojo 
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31.- Se sabe que а = 11°15’ es el ángulo que re- N Ning 
presenta la medida de un ángulo en el sistema ^ 
sexagesimal entre dos direcciones contiguas. 
De la figura: El mayor ángulo “В” será: 

В = 180° + 40 = 180° + 4(11?15^) 

В = 180° + 44° 60; 


1° 


В = 225° 


32.- Tal como hicimos en el problema 20, elaboramos las direcciones correspondientes 
para cada proposición. Se verifica que el ángulo formado por dos direcciones sucesivas 
es: a = 11915". 
a) El mayor ángulo es: 

360? - бо = 360? - 6(119157) = 292,5? 
b) El menor ángulo es: 

180° - 4a = 180° - 4(11°15” = 135° 
c) El menor ángulo es: 


90° + 4a = 90? + 4(11%15”) = 135° 
Por lo tanto tenemos: 


aF b)V «Е 


PROBLEMAS TRIDIMENSIONALES 


33.- Situaciones problémicas de este tipo exigen 
la elaboración de un esquema gráfico 
tridimensional, en el que se puedan colocar los 
datos correspondientes. En nuestro caso el pla- 
no horizontal es el lugar donde se hacen los tra- 
zos de las direcciones náuticas. 


En el A PQR: (143 Y + (ny? = 80? 


= 4f =6400 =>  H=1600 


h-40m. 
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34.- Sea QR =a 
En el ХОЁР: PR = QR. tan a =a tana 
En el N PRT: TR = PR tan a = а ага 


QR 
En el ХОВТ: cot В = TR 


ü 


= cot p = 
В а(аг^@ 


cot B = cota 


35.- En la figura: m 4 IHD = m Z DHF = 45°. 


Asimismo reconocemos que el ADFH es rectán- 1. e, 7-09 
gulo e isósceles. 
En el ХНЕВ: 


HF=h,.tana => HFE = FD = ВС 
En el hHDA: HD = h, tan а 


En el А НЕР: Por teorema de Pitágoras 90°- 
(Нр y = (HF y + (FD y 
= e tan? a = h? tana + h”. tana 


= h = J2h, 


" h -h 2 _ һ(У?-1) 5 
En el À ВСА: tana = DW = = апга B TR t Zi 


=  tana- 442-1: que permite elaborar el gráfico adjunto. 


seca = 42 


36.- Sea РО = 3 42 т 
En el МВАО es isósceles = АО = АВ = h. 


ћ 


En el КВАР > АР = AB cot 60° > АР = B 
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En el КАРО: Por el teorema de Pitágoras. 
(AQ) = (АР) + (PQ 
, HM 2 
=> d.a (342) 


2 
=> 25. =18 = h=3.3m 


En el МОСОР: 
ОС = СЮ cot30? =h. 43-343. 3 =9m 
Aplicando el teorema de Pitágoras : (PC)? = (ОС)? - (PQ)? = (9) - (3 /2 Y = 81 - 18 


= РС= JG  .. РС-34/7т 


37- En la figura: AR=xm ; DR=ym 


Según datos: AB=720m ; CD=9m 


En el МСО y el Ë GRF tenemos: 


EE 
Na I x. U 


En el Ë BRF y el A BAC tenemos: 


180 ^ 75g" 4" 
САР 7,20+x 
Demy —“= 72 


9(7,20) + 7,20y = 9(7,20) + 9x 


56у = 9x 


38.- Por dato: AP = 60 J2 
Como: IN AMP es notable PM = 60 
También: 

A PMB es notable 


MB = 45 m 


39.- En el À AMB: 

Hacemos: MB = 4k 
AM = 3k 

= НК = Зк л РК-2К 


Pues: tana = 


ш|кә 


Ë PRE’ = МН'ВО 


282 1 
4k - BQ 
BQ = 2m 


La sombra mide: 2 m 


40.- Sea: CD = h ; AG = H 

Еп FDC = FD = ћ cot 0 
En Ñ FGA = FG = H cot 0 
En Ñ FDG — ез isósceles 


= FD = FG sen 45° 


1 
hcot0 = Н cot 0. 72 


H= J? h. 
AB AB AB 
G BG "BD 


H-h  h(/2-1) 
hcotO — hcot0 


En À CBA: tan a = 


tan Q = 


= (42 -1).tan0 


Razones Trigonométricas en Situaciones Contextualizadas R5 
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RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE UN ÁNGULO EN POSICIÓN NORMAL 
01.- Graficando según los datos del problema, reconocemos que: 


x=6 ; y=-1 


Luego: r= 46 «(Y = 437 


Finalmente: E- 437 SAN en 


Е--43 


02.- Elaboramos el gráfico correspondiente indicando el ángulo en posición normal о. 
En el triángulo rectángulo PHO se verifica que: 


r= OP = J(-2 +32 = 


Л 
Luego: csc a. = 4-- а ^ seca = L= x= 
Ур їр “ж 
Reemplazando en btenemos 
Ж | 
413 2 1 9} 
“ID: Que 94 мге 
3 . 


03.- De la condición: 9 tana - 16-0. =>  tana= 3 A tano = -$ 


л A 
Dado que: 77<9<4п = a«cIVC > апа <0 > {апа = == ...(*) 


беа Р = (xp ; yp) un punto que pertenece al lado final del ángulo о en posición normal. 
Luego al aplicar la R.T. de (*), se puede establecer que: 


=4 
tana = de = um. = = zr 
Xp Xp +3 Xp = 3 
Haciendo: Yp=A4A ; Хр-43 
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ES 5 B. +43 _ = 
esegue quc 2. cota = ^ rte etn 
3 
Finalmente, obtenemos: = 3.9 = = =-2 
4 4 
У = -2 
04.- Efectuando como sigue: - 0,25 = sen x + sen?x + sen x +... 


1 МИТ: 1 3 
E = ѕепх [1 + senx+sen"x+sen"x+...] = а = зеп | = senx=- 
pn) 
EL š 


4 
Como: ЭП << on — xG ДУС 


Por el teorema de Pitágoras: 


xp = dr? - (yg). = Хр = J32—(-1)2 -242 


Luego: W = 42 (sec x - cot x) 


"n"términos 


1 
Luego: sene; | i nog === 


1 i 3 íl 
7 20-1 2н-1 


1 1 = 
= ЗВ ==> 1- = 56005257: t) 


Сото: ѕеп Ө <0ycos0<0 => BE MC 


Luego de (*): y=-n ,r=2n+1 , x<0,siendo (х; y) un punto del lado final de «Ө» y r 
su radio vector. 


== х2 = Qn +1) - n? = (2п + 1)(п + 1) = x=-4/3n+1 . Jn-1 


L 3 М- Е 208 uno oo — В М- 3n41 = 
Ёл — /3и-11(-43н-14н-1 -43н-134н-1 a © 8n41 7 
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Eng 40 Sena: 1 l 
06.- Como: (cosa) = (sec ay > (cosa) 3 = (seca)? = (cosa) а 
1 3 
4 Бепо — 7-7 е = y 
Luego: З y =  senü--, ,QE IVC 


= x-27.(3y-40 > х-2410 


Finalmente, reemplazando en M tendremos: 


AECI — aa 


SITUACIONES GRÁFICAS 


07.- Nuestra estrategia consistirá en determinar las coordenadas del punto de intersec- 
ción P; resolviendo el sistema de ecuaciones dado: 


x+3y=-7... (1) 

5x +2y=4 ... (2) 
Resolviendo (1) y (2): x=2; y=-3 
Al graficar, se deduce que: r = V13 


2 
Finalmente: W = tan Q + seca = E zi E 
— wad de BE 7 E W = 175 

2 2 4 4 


08.- Utilizando la ordenada del punto <D> y haciendo que: 4k = 4 
k=1 > OA=0B=2 


De la figura: C| — 2 2-3 |: Punto del lado final del ángu- 


lo en posición normal "6" 


== 
3 221 
Luego: M=5| — -6 Е =6-5 М =1 
r^ 
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09.- Sea OA = OD = R, radio de la circunferencia. Reconociendo que el triángulo AOD es 


isósceles, trazamos EO 1 AD. De este modo se evidencia que EO es altura, mediana, 
mediatriz y bisectriz interior del AAOD. 


Hagamos que: AB=BC=CD=k 


Enelh COB = OC = OB = pe 
Enel CFD = CF=FD= 23 
Enelh АСВ = СА = GB = m 


Гард 
Finalmente: W = tan0- tan ф > W= ку? e Eid - 115 
. zi zt агар) = 2 .. uM 


10.- Sean P y Q dos puntos que pertenecen a los lados finales de los ángulos В y o. Tenien- 
do en cuenta que la gráfica corresponde a la función: у = -2|x|, evaluaremos así: 


Six=-1 = у--2| 1 |--2 
=> PE) 

Six=1 => y=-2|1|]=-2 
= Q= (1; -2) 

De este modo deducimos que: 


ОР-г-45 A OQ=r, = J5 


-2 
= semp um ^ seca- 45 


; e GP = = det - SUE 
Finalmente: WM 45 sen В 75 ©?) Ed 2 W=3 
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11.- Nuestra estrategia consistirá en determinar 
las coordenadas de los punto de intersección 
entre los lados finales de los ángulos dados y la 
circunferencia. Para este propósito asumiremos 
que el radio de ésta mide 3a, con lo cual se puede 
utilizar la relación dada entre los segmentos OA, 
AB y BC. Luego se tendrá: 


Punto P: cot6- 2 x YS --45 
Punto Q: tanó= CET = se O 
Luego: M=-4/5 + 10.7 => М--/5-45 ТА М-0 


12- Enel OCD: 2 = (r-a) + (Оа)? 


2 
= =r -2ar +a + Да 5 2ar = 54? 


5 
Luego: i3 Nadie paras a 
3 
De este modo: Pa; 2 a) 
цэ =-2 
перо: cot 0 = cot 0 = - 3 


si 
3 
=a 
2 


PROBLEMAS CONDICIONALES 
13.- Aplicando la propiedad dada, las coordenadas del baricentro B será: 


= - 10 
В.(:15486 бина. A 
3 3 y 


Elaborando un gráfico de B y sus coordenadas, 


aplicamos el teorema de Pitágoras: I d 
De este modo se tendrá que: | y =4 
W = 5(sen a - cosa) = w-s[2-$] 

Wz-7 Du wc 
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14.- Sobre el gráfico dado, indicamos el 
ángulo trigonométrico «О» reconocemos 
que el .4 HAB es notable, nuestra estrate- 
gla consistirá en hallar las coordenadas 
del punto D. 

Enel hh ОНС: HC = 6.tan 37° = 


Por congruencia entre КСР” y Ë CHB: 
HC- RCZ 


Se pueden hallar las coordenadas de «D»: 


D = (-7 ; 6) 
Calculamos: tan © = $ = E ^ otas g 
Efectuando: W= $ + t W= = 
15.-Sitanax0 => g&elCóIVC ....(1) 
Sicosa >0 = we ICóIVC ....(2) 


De (1) y (2) podemos concluir que: 
ae IV C 226715) 


Del dato: ше Ol 


P(x,; ye) 


= 22csc e £ "VAR iin 


Como las bases son no nulas e iguales, la igualdad se verifica si los exponentes son 
iguales. 


uego: сс = == > escuna = E (a) 


De (3) y (4), aplicamos el teorema de Pitágoras y determinamos que: xp = 3 


3 
= W=5c0sai-4cota => ran] 
Z WEB +3 2: W=6 
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16.- Como: 1їап0-0 => 0B0E€ICÓMC 
iu)sen0«0 => ӨєШСӨбТУС 
De (i) y (ii):0€ ШС = cosB<0 


2 2 
= | cos 8 | = - cos Ө = - cos O > з > cos 0 <- © 


2 
El máximo valor de cos 0 es: cos 0 = "3 = x=" 2729 


Por Pitágoras: y -37-(2)-5 


Pero: у<0 = y=- 5 - sen Ө = v5 
17.- Analizando cada proposición tendremos: 

i) |sen0| -вёпл 0 = sen8>0= BE ICÓNC 

ii) |cos 8| --со50-» соѕ Ө <0 = Be IICÓIIIC 


De (i) y (ii) concluimos que: 6€ IIC 


= |tan0|-2-tan0-1,3 =  tan0= 


5  (-3) 
L : M= = + = T M= 
uego A 


18.- Si: [cos B|=-cosB = cosB<0 = Be HCÓIIC ... (1) 
Si [cotB]=cotfB = cotB>0 = Be ICÓóMNIC ...(2) 
De (1) y 2) se concluye que: Be ШС = secf «0 


2 
Si: |sec =2 = -secB=2 = secB= — 


7-1 
Por el teorema de Pitágoras: ур--43 
_ _ 3 
= W=senf.tanf= тай. 233 
2 -1 

м 3 
Finalmente: W=- E ET W =-1,5 
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19.- Nuestra estrategia consistirá en utilizar las condiciones dadas para determinar el 
valor y signo de tan (0/2). De este modo sec о se determinará por medio de la relación 
dada. Veamos: 


Si |сѕса| = -сѕсо = cscoa «0 = ає lICÓIVC... (1) 
Si |seca| 2seca. = seca>0 = ae ICÓIVC ... (2) 
De (1) y (2) se desprende que: а € IV C 

De la 3ra condición: [csc а - соёо | = k 


Sustituyendo el primer miembro: kan Y =k ...(3) 
sia e IVC => E «ac2m > 31 « = TU elC > lani = -tan % 


a 
En (3): -tan 2 = ku => tan 3) =-k 


2 


1+ tan 
De la sugerencia: sec Q = 


SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


20.- Del dato: sen 0 > 4 с05ф-5еп0 


a) Por definición la raíz cuadrada es mayor o igual a cero, luego: 


л 
sen0»0 > ӨєІСӧПС > > scm 


b) De esta misma condición se puede afirmar que: 
со5ф-5600»0 = cosó»senO0 


Y por el paso (a), podemos afirmar que: cos $20. = 6€ ICÓIVC 


c) Según condición: ф-0 > E «ф«2т 


= W= tan0 + сф > W<0 -— М es siempre negativo 
— Ü Àl l —h. a—-.—V, 
@=IIC,<0 @sIVC,<0 
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л 6 
21.- De la condición: n<8<2x => > < 2 <T 


ө 6 
Luego: y € JG LL сөс es (+) 
De la otra condición : 0O<a «n 
Sumando 2r en cada miembro: 2n «214 0 < Зп 


Dividiendo entre 2: T< 2830 2 Эл = EO € HIC 


2 2 
Entonces: tan °. 2) es (+) 
Finalmente el signo de M será: М=(+)+(+)= (+) 
22.- Por definición de valor absoluto: |sen8| =-sen6 = -ѕепӨ> 0 


=  sen8«0 => ӨєШСбӧӨөє IVC... (*) 
De esta conclusión: csc 0 < 0 
Luego de la condición: csc0.cos0>0 = «cos0«0 => ӨВє ПСбӨє ШС... (**) 


De (*) л (**) concluimos que: Өє HIC = 180° < 0 < 270° 


9 e e 
Dividiendo por 3 se tiene: 60° < 3“ Z0 => 3€ LE „= sen es (+) 


0 0 8 
Asimismo: 45°< тшс 67,55 = 4€ Цар согу es (+) 
0 9 
Del mismo modo: 90? < p П 1257 БО 459 < 1807 


0 o ө о gs, 
2 (E+as ) cnc E Ber (Esas ) es (-) 
Finalmente el signo de M será: М =(+).(+).(-) -~ M=() 


23.-Como: i)sen0«0 => Өє MIC vV IVC 
1)со10«0 >  O0cIICvIVC 


3 
De (i) y (ii) se puede concluir que:  0єЇУС = ri СО coe (5) 


КИ - à Зл Ө ө 0 
a) Dividiendo (*) por 2, se tiene: pm < 2 8-2: e IC = sen cg (+) 
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20 4n 20 20 
b) Multiplicando (*) por 2/3, se obtiene: z < в $3. е ШС = tan g^ (+) 


Dividindo t) Be e ullum 21:21 8 € ic B. 
c) Dividiendo (*) por 8, se obtiene: 1651 се a5 = sec + = (+) 


24.- Colocándolos ángulos en posición normal para 
ello trasladamos el origen del sistema. 


a€lIIC = |cota|=-cota 
Өє ШС = |cot0| =cot 6 
Se dice: 


H = cot 8 + (-cot o); aplicando definición de R.T.: 


к=п (ege). "= . бн 2а. 


25.- Nuestra estrategia consistirá en analizar radicandos que figuran en los términos de 
la desigualdad dada: 


M-sec0 <0 < J-sen8 
i) sen0>0 = «ва 6e HICóIV C 
ii)-sec 0 «0 = ѕесө>0 = BEICÓIVCE 
De (i) y (ii): 80€ IVC 
Luego el signo será: M=(-)+(-)(+)=(-)+(-) К. М =(-) 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS CUADRANTALES 


26.- Los fundamentos en los que nos basaremos, para la resolución, provienen de la 
definición de raíz cuadrada. Así tendremos que: 


Si: cos В = уѕепе — /ѕепа >  cosB20 л sena20 ^ sen020...("*) 


También: sen 0 > sen a ... (**) 


Puesto que: а, B, Ө son ángulos cuadrantales ubicados en el intervalo [0° ; 270°], las 
relaciones de (*) y (**) se verifican si: sen Ө = 1; sena = 0; cos В = +1 


0-909 , a-218* , В=0° 
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Luego: cos (а + В + Ө) = cos(180° + 0° + 90% = cos 270° = 0 ~. “cos (а +B m Ө) = 0 


27.- Analizando los radicandos de la expresión “M” , se deduce que: 
а) 0-220 = 022 


= 2<0<4 
b) 4-020 > OSA 


El menor ángulo cuadrantal que pertenece а [2 ; 4] es: mrad = 3,1416 rad 


= К=ѕепл+ іапл+ соол > R=0+0+(1) ~x К--1 


28.- Como: sen a = tan Ө + 1 л a y Ө son cuadrantales, podemos inferir que: 


T 
2 
bjtn6-0 => Ө=0 ó m 


a)jsna=1 > а= 


Dado que 0 es positivo: 0-7 
- gu uU ” | 
небо: „МО © ома 0-1 . e 
T 1 
tan— 
4 
29.- Al inspeccionar la expresión “M”, se puede reconocer que: 


л Зл 2 
а) ЭЕ. ; — >0=0 б а=п > соѕа= +1 v соѕа= -1 


n п 
b Bx0, х, 27 — B= ó В=35 ә cotB=0 A сс =0 


A continuación inspeccionaremos cada término por separado: 


B= Усоёф-совс => cosa=-1 =>  q«-m E E 
qa 
б 
л 
C=.[cosa—cospB+send = sen0=1 - 0-7, = C=0 
_— C— = 2 
A 0 
л 
А = Јапа +senf+cos8 = senB=1 = pu = Ae 


Finalmente: M=1+0+1 дА M=2 
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RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COTERMINALES 


15 
30.- Como: sen a =- 17 Y “€ ШС 


а) De la definición del seno: y=-15 л r=17 


= 22 =17- (- 15)? => х2 = 8 = х= -8(х < 0) 


49-77 


b) Luego como “a” y "6" son coterminales: 


-15 15 
= апа= апо = == = = 
-8 8 


с) De la figura: а-0-2л = tan(a-0)-0 


Finalmente: M= 


31.- Sean “a” y “B”, (a > B), los ángulos coterminales dados, nuestra estrategia consistirá 
en establecer las relaciones existentes entre estos ángulos que nos permita determinar el 
número (n) exacto de vueltas que los diferencia, para que sea posible identificar al menor 
de ellos a partir de sus valores. Veamos: 


a) De la 1га condición: a + В = 1320 ... (1) 
b) De la 2da: condición: 900? < а < 1200? 220102) 
с) Por teoría se sabe que: a-B=360n , neZ ...(3) 
Efectuando (1) + (2) y simplificando: а = 180° n + 660° ...(4) 
Reemplazando (4) en (2): 900° < 660° + 180? n < 12002 


Е SES SED 
Reemplazando en (4: œ = 180° (2) + 660° = 1020? 
Reemplazando en (1): B = 1320? - 1020? = 300° E. «300%: es el menor» 


32.- Decodificando la proporción establecida en la condición del problema, tendremos: 


13 
e = 46B= 136 2 8 > 25|-512(0 559 В = 23% 13211) 
Y según la otra condición, se debe cumplir que: a. — В = k(360?) ...(2) 
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13 
Sustituyendo (1) en (2): в- 33% = k (360°) 


20 
э  3¿0=K360) => а= 5949), ke Z 


De (1) reconocemos que o. es el mayor, luego según condición del problema: 


1100° < a «1300 = 1 100° < k(5940) < 1 300° 
= 1,85 < k «2,18 = ЮЭ? 


Finalmente el mayor ángulo mide: а = 2(594°) ~. а = 1 188° 


33.- Procediendo como en el ejercicio anterior, sean ©. y B los ángulos coterminales posi- 
tivos, tal que a. > B , entonces se cumplirá: 


a-pB-k(360), kez 


7 
Dt Тас: E 2 Lj" Z B э 5P-B=K360> 


mie 


э 128-8869) = B=K14) 20) 


Pero también de la condición: 1 200° < a – В < 1 500° = 1 200° < k(360?) < 1 500° 
= 333<k<4167 = k=4€ Z 


En (°): B = 4(144°) л а = 576° 
34.- Sean a y В los ángulos coterminales negativos, tal que a > B de la condición: B = 7k y 
a = 5k , lo que por ser coterminales verifican:7k - 5k = 360°n — k= 180°n 
Además se sabe que: 

540° <a. - В < 900° = 540° < 7k - 5k < 900° = 540° < - 2k < 900° 

= 270° <- 180% < 450° > 3<-2п<5 

De donde reconocemos que: n = -1 (único entero que verifica la desigualdad) 
Finalmente el mayor de los ángulos mide: 


a = 5k = 5(180°) (-1) ~.  «--900* 
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MISCELÁNEA 


35.- A partir del gráfico notamos que los valores de x e y son negativos; por ello al utilizar 
el dato de la tangente y expresarse bajo la forma de una razón, tendremos: 


15 - Y 
tan Ë = ПБ = 10 = а == 3 
De donde: secp- 13 P ep ЇЗ 


18 | 52228 
-3-2 -1 
= M= 6 š = 6 
' А ES nl 
36.- Por dato: sen а = 0,25 = 100 = 4 


Como: a. € I Q, podemos reconocer que el valor de x es 
positivo, tal como se indica en el gráfico. Luego apli- 
cando Pitágoras encontramos: 


x 1-1 16 


x15 > х= 45 
2 
Finalmente: csc a + cot? o = 4 + ko =4+15 53 csc a + cot? а = 19 
37.- Del dato: Л «соёо =8 > 1«cota-64 Y, 
соё а= 63 => cota = +./63 


Como: а € Ш Q , entonces cot & es positiva 
Luego: cota = +63 


Asimismo: r = сай + (- 463 y 


т^ = 1 + 63= 6% э r=8 


3 вё 
Finalmente: (8 sec ay -18-5- £; (8 sec 0)? = - —— 
-463 63/63 
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38.- Haciendo uso de los valores de las razones trigonométricas de los ángulos 
cuadrantales, tendremos: 
-1 
AN m ——h 


2 3n 


п mus 2 
a sena + 2übcos0 — Б sen 


(аЬ)? соѕ720° + 4ab 
a, 
1 


а? +20b+b? (a+by 
Efectuando, obtendremos: R= Uy заар 10 = ОЛ daba IP 
2 _ CE _(a+by 
= ^d +02 2ab F4 ui (a by кез 


1/8 -sen Q 


39.- Efectuando, las potencias de potencias, tendremos: — (cosa) ' = (cos o) 


Dado que trabajamos en el campo de los números reales diremos que : Si las bases son 
iguales, los exponentes también lo serán: 


> sena.- -3 ‚у puesto que: ЭЛ «ал = acIVQ 


A partir del gráfico : х2 -(1)-8! > 22-63 
х-463-3-7 
22 Nc 
8 


Finalmente: Cot A - cos Al = ү 


277 


cota- cos Q= вай 


40.- Del gráfico podemos calcular "К", рага lo cual aplicaremos la distancia entre dos 
puntos; así tendremos : 


К? = (24)? + a? = (4) + (ay? = 40-16 
Luego: a=2, y puesto que: R? = 5а? = R=2 5 


Ahora por definición tendremos que: 


Sem e = 5 = = = 2 cos 02 EE m. 4 
ROR 2117" R `R 2.5 
Finalmente: sen? о + cos? Ө = 35 + 16 = 25 sil БА sen? a + соѕ2 Ө = 1 
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LÍNEA TRIGONOMÉTRICA SENO 


3 
01.- De la СТ. se observa que para el rango de variación de 6: л < 0 < PE la linea del seno 


varía de modo que: 
= O»sen0-»-1,esdecreciente 
> 0 <- Зѕеп Ө «3 


> 5 <5 - 3 ѕепӨ < 8 


5-3 sen Ө 
анас 
4 


= m 2 2 We 
4 


02.- Como: 30° < Ө < 150°, en este rango de valo- 
res la linea del seno varía de modo que: 


1 
= y Ssen0<1 = 1< 2 sen0 < 2 
= 4<2sen0+3<5 
V  ToƏIzIU 
M 
M € [4; 5] 


03.- De la C. T. se observa que para el rango de 
valores de 6, la linea del seno varía de modo que: 


= -1 <ѕеп Ө < 0, es creciente 
Sustituyendo e] seno por la expresión dada: 


4(x—2)+3(x+1) - 0 
sm Эс 


= -12<7x-5<0 


= -1 


Circunferencia Trigonométrica 


-7<7x<5 = -1<x< 3 Bu xe(u3) 


04.- Nuestra estrategia consistirá en determinar el rango de valores de |2x| y a partir de 
éste reconocer el intervalo de valores correspondientes del seno. Veamos: 


si: xe [-35;0) э 2хє | 22 > |2х|є (24 


Зл 
= O< sc 


De la C.T. tenemos: -1 < sen |2х| < 1 


0 < 1+sen|2x| < 2 
—— хас rr = 
Wiín w Wmáx 


п л 
05.- Para este caso procederemos como en el ejercicio anterior. Como: - © < x < ле Ја 


linea del seno varía de modo que: 


1 232 
= - y <senx< 2 
2 1 
> 0s sen x< 2 
> -1 < 45еп2х-1 «1 
T M 
min máx 


M, Mes 70 


06.- A partir de la condición dada para los valores del coseno se puede deducir el rango 
de valores del arco x correspondiente, que trasladado a la C.T., es como se muestra: 


De este modo se concluye que: (х 1-7) E Е 


2 
Вр 222772 ty = 
También de la C.T. se observa que la variación p ty 
del seno para este nuevo arco varía de modo que: 


0 € sen (x-3) <1 


07.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión para W, de modo que sea 
posible analizar su variación a partir de una expresión equivalente. Veamos: 


W=-senx- \/(вепх -созху - COS X 


= Wz-senx-cosx-|senx-cosx| ...(*) 

Si: хє (т; 5n/4) => Senx>cosx = senx-cosx>0 
5 |sen x - cos x| = sen x - cos x 

Sustituyendo en (*), tendremos: 


W = - sen x - cos x - (sen x - cos x) = -2 sen x 


Si: en 0 2 
incre — 0>senx>- 2 
= 0<-ѕепх< J2 = 0«-2senx «242 х Welt; 2/2) 


08.- De la figura (1) se puede establecer que: 


-1<tan0<1 = -1<2tan0+1<3 ...(*) 
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En la figura (2) se muestran los segmentos dirigidos que señalan la variación del seno 
cuyo arco se encuentra definido en el intervalo dado por la expresión (*). Luego: 


sen(-1) < sen (2 tan0+1) 51 Ку: M e [- sen 1; 1] 
ak ` saa 
M 
09.- Trabajando con el intervalo de definición del arco se tiene: 


8л 6+2 T 
—)= —— т) = sen— 
sen( 3 ) =sení Б ) 3 


sends =sen gie. =-sen E 
6 6 


л T л 
De la С. T se observa: -sen 7 <sen | + | <sen = 
6 6 3 
| ae а 1 3 
Sustituyendo la condición: - 2$ 53 & 3 
42-158-43-42 
(a) máximo = 43 +42 
LÍNEA TRIGONOMÉTRICA COSENO 
10.- Según los datos tenemos: M = 1 + cos x + cos2x 
Wu Ч, 
Completando cuadrados obtenemos: M= (cosx+2) 5427 


Sabemos рог la variación de la línea coseno: -1<cosx<1; Үхє R 


1 1 3 
Sumando 1/2 a cada miembro: E < cos x + 2 < > 
1127 A 
Elevando al cuadrado: 0 <(cosx+) < m 
Sumando 3⁄4 cada miembro: Ss Ч) EN ЧЭ 
umando cada miembro: До Sosa + "EU 
M 
M e [3/4; 3] 
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Зы. 


11.- Por la variación de la línea coseno sabemos que: - 1 < соѕ 9 <1 , У Өє R 


Multiplicando por "7"a toda la expresión: -7<7c0s0<7 
Sumando -3 a cada miembro: -10 <7cos 0-3 <4 
ь 7со50-3 
Dividiendo por 2 a toda la expresión: -5< — ре < 
» 7сов80-3 
Comparando esta expresión con la propuesta: aS, $ 
Concluimos que: й--5 л b=2 SE a+b=-3 


12.- Sea la circunferencia trigonométrica. 
L De la figura (1) se observa: cos 1 > cos 3, es correcto. 


H.De la figura (2) se observa: | cos 4|» cos 5, es correcto 


Ш. De la figura (3) se observa: cos 2 > cos 3, es Incorrecto 


Ш 
13.- De acuerdo con la condición del problema: 33 «0«2n1 


Y de la C.T. se observa que en este intervalo la variación del coseno está dada por: 


0 <соѕ Ө <1 (creciente) 
= 0 > - 2 cos Ө > -2 
= 3>3-2cos0>1 


d: 3-2со50 3 M. 8 3) 
= A <s 22 € 


Circunferencia Trigonométrica 


14.- De la conan ión dada, efectuamos la división indicada, y obtenemos: 


2 
= —— + 
со50-1 


«- (1) 
Asimismo, si: Өє IC => 0 < соѕ Ө «1 


Sumando 2 a cada término, se tendrá: 1 < соѕ Ü + 1 < 2 


1 1 
Elevando a la -1 toda la desigualdad: phe cid 1 
1 —— 2 2-0 инээ 3 2 
> 35 DUE ë ha =т= cos041 ` L- 2 
Reemplazando (1) en (2): 2«W «3 х W e (2; 3) 


15.-Procederemos según como se hizo en el Prob.7. Empezaremos determinando el in- 


T Ра : 
tervalo de valores del arco (х |-2) para el coseno. Para ello, utilizaremos el intervalo 
dado para x en la condición del problema. Veamos: 
5л. 
-— «ут > п5 |х|< y = 
Ahora evaluamos el coseno en este intervalo, 


para lo cual empleamos el recurso gráfico de la 
C.T., de donde reconocemos que: 


У2 


E 


> cos (х l-2) 2-1 (decreciente) 
-2< 2 cos Íxl-3) <- #2 


dk 


2cos(Ixi-2) <2 ЕА We [42;2] 


16.- Reconocemos que la expresión W, se puede 
transformar completando cuadrados: 


W = cos((sen O + iy -1) 
Se sabe quesi: 0€ R => -1<sen6<1 


= 0O<sen0+1<2 > -1<(sen0 + 1)?-1<3 
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De la C.T. se observa que al evaluar el coseno en el intervalo correspondiente a su arco, 
encontramos que sus valores están comprendidos entre los siguientes límites: 


cos 3 < cos [(sen O + mts TIT > We [со53; 1] Я W min = cos 3 


17.-Nuestra estrategia consistirá en encontrar una expresión equivalente a la propuesta 
para M, la cual sea posible de construir a partir de las condiciones establecidas por la 
R.T. que en ella se encuentra. Veamos: 

1 
a) Analizando el denominador de M, se plantea que: 2 соѕ а - 1+0 = соѕа + = 


b) Para poder efectuar la división indicada, transformamos «M» como sigue: 


7 

Х(2сово-1)-2 2 1 7 1 

M Po- T = 2cosa-1* 2 Каа or 2(2cosa-1) * 2 
c) Sabemos que: [-1 <соѕ0<1)} - Ë! = -3<2соѕа-1<1- {0} 
_ S 1 fa 86. 
E 2cosa-1^ 3 Ў ~ 2cosa-1 T 
7 7 7 7 
bd EU TERT e м 3 $ 2(2созе 51)**° 
да. 7 =! „.. `7 эы, Жы ЖЕ Су, 
> S< Wosa 1) 2 8 ' 28280011) 263 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS: TAN - COT - SEC - CSC 


n 
18.- Como: 0 < 0 < "i trazando la línea secante 


en la C.T., tenemos: 1 < sec 0 < J2 . Luego: 


4m —3 4m-3 
sec Ө = > 1<—— < /2 
2 2 
Multiplicando por “2”: 2<4т-3 217 
Sumando 3: 5<4m < 242 +3 


5 
Dividiendo por 4: 4 < т< 
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É 


лл 
19.- Reconociendo que: 6 € Ha , trazamos la linea cosecante en la C.T., observándose 


que ésta tiene valores comprendidos entre los siguientes límites: 


1<сѕсӨ < J2 


Elevando al cuadrado: 1 < сѕс20 <2 


3 3 

Por condición: csc20 = EX 15 «2 
n+1 n+1 
1 T 1 4 E n+1 e 

Elevando a la -1: 273 <1 

3 
Multiplicando por 3: 2 <n+1<3 

1 1 

Sumando -1: 2 <n<2 38 ne E 2] 


20.- Para determinar el intervalo de valores del arco x, que verifica la relación dada en 
la condición, nuestra estrategia consistirá en graficar en la C.T. el resultado del análisis 
que hagamos de la condición establecida. Veamos: 


1 <2- 43 tanx<1 == -3<-f3tanx<-1 


3> f3tanx>1 = 43 sanze B 
De la C.T. se observa que los valores de x, en el 


intervalo de 0 a z, que verifican esta relación 
están comprendidos en el siguiente intervalo : 


п.л 
ЭР E a 


21.- La sec x no toma valores comprendidos en ( -1; 1), por lo tanto para que no se 
verifique la igualdad se debe cumplir que: 


2т+1 
3 


= -2<т<1 - me€et(-21) 


-1<secx<1 = -1« «1 > -3<2m+1<3 -э -4«2m «2 


22.- Si 9 € IIC, se verifica que los valores de la secante en dicho cuadrante están compren- 
didos en el siguiente intervalo: 


x+3 y 
=> - œ < sec Ө < -1 > =s G EL 
x+2 
E 1«-1 -7 e2 
Б +1<-1 = -œ< me 
H 2050 El 2 
=s <x+2< => E 


CHE 
xE ( 27 2) 


23.- Tal como se vienen resolviendo los casos anteriores, construiremos la expresión de 
W a partir del intervalo de valores para el que está definido el arco x. Veamos: 


Por condición del problema: ж «x «2n SS ues 


Graficando este arco en la C.T., vemos que la secante tiene valores comprendidos entre 
los siguientes límites: 


E "eL. > -2 E = TES «2 

3 3 
= 2>-2Бес2® >4 > -1> 1- 2lsec 2 >-3 
= -1>-3 55 We (3; -1) 


24.- Este modelo de ejercicio se resolverá aplicando la misma estrategia que empleamos 
para los problemas 14 y 17. Esto lo iniciamos analizando la extensión del arco 0 y desde 
este intervalo reconocer el intervalo de valores del seno, lo cual nos permitirá llegar a la 
expresión dada. Veamos: 


Como8eIIC => 0 <ѕепӨ<1 ...(*) 
Transformamos la expresión dada efectuado la división indicada: 


sen0 +2 1 : 
senO + 1 кш sen8+1 mise 0 ll 
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1 1 3 1 
c <P> = LL СО 


Ahora en (7): 1<sen0+1<2 = 2 E co 2 — 


3 
Debido a la relación (1): = <çcsep=2 = РАТЕ сѕс2ф <4 


EI 


25.- Sabemos quecsc 0 no toma valores en el intervalo ( -1; 1). Luego, para determinar 
los valores de x, que no verifican la relación dada para la cosecante, nuestra estrategia 
consistirá en evaluar a dicha R.T. en el intervalo que no la define. Veamos: 


-1«cscO0« 1— -1< 55 < 1 restamos (8) а cada miembro 


-> 3/2 Ён, la 1 <1 
2 2x+3 2 5 2x43 


= 1<2х+3<5 


> -l<x<1 . El є (3351) 


26.- En este caso, lo conveniente es determinar el intervalo en el que se encuentra defini- 
do W, de este modo sus valores extremos se constituyen en los valores mínimos y máxi- 
mos que puede tomar. Nuestro procedimiento se iniciará expresando las relaciones 
auxiliares del seno verso y coseno verso en términos del seno y coseno, luego evaluamos 
los valores extremos en base a los que toman éstos en la recta numérica. Veamos: 


ҮҮ = 5(1 - соѕ а) – 4(1 - ѕеп В) => W = 1 - 5 cos 0+ 4 sen В 
= М 1-51) + 40)=10 ^ waai 5(1) + 4(-1) =-8 


= Мх + Wmín = 10 + (8) х 


27.- Empezaremos nuestra solución analizando el radicando de la 1ra condición, sus 
conclusiones serán utilizadas en el análisis de las siguientes condiciones. Veamos: 


i -соуу20 = covy 0 = 1-ѕепу<0 => seny21 
Esta relación solo se verifica para: seny=1 = у= zd Pme ee 


ii) Como: 7«y«9 => у= ЭЛ 


iii) De las conclusiones anteriores, se desprende que: exsecx=0 =  secx-1=0 


ES secx=T = x= 0.2 An... 
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Dado que: 5«x«7 UE 


5 
Finalmente podemos concluir que: x + 2y = 2л + (| л Mi+2y= 7л 


ÁREAS EN EL CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO 


28.- Nuestra estrategia consistirá en seccionar la región dada en dos triángulos y deter- 
minar las áreas de éstos determinando las longitudes de sus bases y alturas correspon- 
dientes. De la C.T. reconocemos que: 


PH=sena л PR = |соѕ о | = - cosa (a e TIC, cos a < 0) 
A'H-AO-HO-1-PR = AH=1+c0sQ (HO = PR) 


Los triángulos son: APA'O y АРВО. La base y altura del primero son PQ y A'H; para el 
segundo son PQ y PR respectivamente. Luego las áreas son: 


PQ.AH РО.РВ 


S=Saparo t Элрво = S= 2 dt 2 


(25епо)(1 + cosa) 1 (2seno)(-cosa) 


PU 2 2 


= S= sen а + sena cos Q - sen Q cos Q 


S = sen 0. 


29.- En base al procedimiento seguido en el ejercicio anterior, podemos calcular el área 
de la región triangular indicada reconociendo que su base 7 altura coinciden con las 
líneas del seno y coseno respectivamente. Luego: 


_ |sen8| | сов0| 
A 2 


Como: 0 e ПС = sen8>0 ^ cos8«0 


ks (96058) 


*) Aunque la expresión obtenida para el área presenta un signo menos (-) adelante, esto 
no debe significar que ésta sea negativa. El signo del área es positivo y esto se confirma 
porque en la expresión dada, el seno es positivo en el 2do. cuadrante mientras que el 
coseno es negativo en el mismo. 
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30.- Este ejercicio es una variante del anterior, por tal motivo determinamos la base del 
triángulo y su correspondiente altura. De la figura: 


Base: |2sen Ө] ^ Altura: |соѕ 8 | 
Luego la altura estará dada por: 


_ |2sen8].|cos0| 
Кагыша 


5 


Como: 6 e ПС =  sen0»0 ^ со80«0 


d S = -(sen Ө. cos 0): 


31.- Reconocemos que los triángulos tienen de base comün a |cos 0|. Asimismo pode- 
mos reconocer que existen dos triángulos rectángulos congruentes cuyas alturas miden 
sen 0. Luego de la figura se puede establecer que: 


S=S, +5, 


[cos6| | сов0 |. | sen8| 
uic дЫ mr 


Сошо:0є ИС => sen >0 ^ со50-0 


_ (—cos0)+(—cos0)sen8 


Luego: S 
—cos8 -1 
> S= — (1 + sen Ө) 7 S= > cos0 (1 + sen) 


32.- La estrategia consiste en seccionar el gráfico original, reconociéndose que las partes 
son triángulos que tienen por base al radio de la C.T., es decir, de medida: 1. Luego se 
establece que: 


1.|sen8| 1.| сов0| 
Como: 0 € IC =  sen0»0 ^ со80»0 


. MB (sent cost) 
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33.- De la figura: 


|cos0|(2|sen0|) 
5 = A 


Como: Өє IVC = sen Ө «0 л cos 98 > 0 


Luego: S= (sen Ө. cos Ө) 


S = sen Ө cos 8 


34.- De la figura tenemos: 
a) Como: 8 € ШС, sen8 «0 = РТ = |sen0|=-sen@_ ; OR--csc8 
b) Como: 0 e IIIC, cos0 «0^ tan8>0=> РО = |cos0| =-cos0 ; 50 = - sec 0 


También: АО = ап Ө ; QV=1 
(SO(AQ) (OR)(QV) 
: IE 


Finalmente: SE SASOQ + SAROQ 55 


_ (сѕесӨ)(капӨ) | (-csc0)(1) 


5 
F 2 2 


Сэ 8--2| 1 вегӨ | 1 Ї yl ѕеп20+ cos? Ө & 
© 2 | соѕ0 со80 ѕепӨ 2 | cos ӨзегӨ 


S= d sec? 0 csc0 > 


35.- De la figura: 2S = 58!) 


Como: 8e ШС = sen8«0 = 25 = (- sen Ө) 


Como: ЭЁ «g« E > zu <ѕепө < 2 
3 2 
= лс — 32 
42 43 42 43. 
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36.- A partir de la figura reconocemos que: AT = tan Ө 


En el RA'AT, aplicamos el teorema de la base media: 
1 

OR = > = BR 9 
2 


Enelh QB'O: ОВ’ = cot@8 


x 
| OR.QB Mr 
Saorg = 2 бе 2 . 2 an со 
1 
сЭй 
sena 
37.- De la figura tenemos: AR = tana = 
cosa 
Además: РО = |cosa| = - cos al (a. € ШС => cos a. < 0) 
También: РН = ОО = |sena| --sena (ae ШС = sen a < 0) 


En los triángulos rectángulos BOT y los trián- 


gulos rectángulos BUP: tan 8 = 8 - IS 


BO.PU _ 1(-coso) 


rid E BU 1+(ssena) x 
=s 3 TO.AR L al —cosa sena 
ARTO 2 2 (1-вёпа) cosa 
¿TI AE sena 
ARTO — 2” 561021 


38.- Trazando la línea cosecante y coseno, se pue- 
den identificar la base y la altura del la región 
triangular sombreada cuya área estará dada por: 


(1| csc6])| сов0| 
M RA 7 


2 
Donde: [cos 0|> 0. = s= (-esc@y-Ceos9) 


s= cot 0-cos 0 


2 S= 


(cot 0 - cos0) 


кәре 


в? Е Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos TRASS 


39.- De la figura tenemos: 
а) ОК = |csca | =-csca (ae HIC = csca<O) 
b)BP=cota (ає ШС = cota>0) 


Luego: 


OR)(BP (—csco)(coto) 
буг S , = S= 2 : 


1 cosa 
seno, ` seno, 


=> S=-2. 5=-5 сова. свео 1 


40.- Hallaremos el área de la región identificando 
las coordenadas de sus vértices y aplicando el or- 
denamiento propuesto en el resumen, de este modo: 


0 -1 
cos0 -ѕепӨ 
S= 1 1 =} [} сов0+2-2 зепӨ+соз6| 


E: 2 2 2 2 
0 -1 
ши З сов - seno +1 


=T=-4j; N=3⁄4; M=1/4 


M+N+T=3/4 


41.- Podemos reconocer las coordenadas de los vértices: P (cos œ ; sen о), Q (cos a ; - sen o), 
T (sen a; - cos o), U (sen о; cos a) y 5 (csc o. ; 0). Luego el área de la región triangular QSU 
se calculará en base a la matriz: y 


cosa -sena 
- sena "m : 


cosa| cosa 


EN 
+ 


¡ar c A 


CSC a. cos a, | CSC a 0 0 S 


0 ¡cosa - e - SEN A . CSC а 


— —D 


с 


2 2 
I = -ѕеп а + csc а. cos а ; D = соз а - sen Q. csc A 
D-I 


= 2S=D-I => S= m 


Circunferencia Trigonométrica R7 |357 


cos? Qa — sena CSC a + senza — CSC OL COS OL —csca.cosa 1 “cosa 


эЗ WEA чоло Ет AAA AE 
> S. ooa S - -1 cota 
MISCELÁNEA 


42.- Apoyados en los gráficos de la C.T. se puede establecer que: 


I. cos 25? » sen 25? = LE 
П. сѕс 40° > ѕес 40° => П.у 
Ш. | cot 27? > tan 27° =: Ш. Е 


43.- En base al gráfico elaborado, podemos establecer que: 
Lsen3>sen4 => V 
П. sen4>sen5 > V 


Ш. sen 3 > sen6 => V 


7 4. АЛ "EXE 
Todas las proposi 
N ra LS 


44.- En base al gráfico elaborado, podemos establecer que 

L Dela figura: [cos 2| < [cos 3| = Е 

П. Dela figura: [cos 290° | < |sen 290° | 

Pero: 290° e IVC = cos 290° > 0 = sen 290° <0 
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= соз 290? < - sen 290? = cos 290° + sen 290 <0 = ILF 


Ш. De la figura: [зеп 1| > |sen 3| => HEF 


45.- Trazamos las líneas de la secante y cosecan- 
te de los arcos x, y x; según como lo establece la 
condición. Luego, de la figura: 


L Sec Хү > sec x, > F 
Ш csc x, < csc x; = F 
III. | sec х; |< |sec x} E F 


46.- Para resolver este ejercicio graficaremos las 
líneas del coseno y la tangente de los arcos co- 
rrespondientes y segün la condición del proble- 
ma. De esta figura tenemos: 
LAP=tanx AQ-tanx 
tan x, » tan x, ..-- FALSO 
IL TV-cosx; л UW = cos x, 
УМ = [cos x, | ^ WN = | cos x; 
WN = |соѕ x, | 
[cos x,| > [cos x, | .... FALSO 


UL BS =cotx ^ ВЕ = cot x; 


^. cot x; > cot x; .... FALSO 
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47.- De la figura: a = cos Ө d = csc 0 
b = sen Ө e = tano 


с=ѕесӨ — f-cot8 


cos0.sec0+sen0.csc0+1 
tan 0.cot0 


Luego, sustituimos en la expresión dada: M= 
M=3 


48.- Debemos notar que: «-Ө» es ángulo agudo. 
Trazamos BH 1 RQ y OT 1 BH. 


Aplicando resolución de triángulos rectángulos: 
К QHB: BH = 4. sen (-0) 
À ОТВ: TB = 1. sen (-0) 

En el lh OHB: BH = HT + TB 


Reemplazando: d sen (-0) = 1 + cos (-0) 


2 - 4 14050 
Según la sugerencia: d= ~ nő 
-(1 + cos 0) 
dz —— 
-sen 0 


49.- Podemos reconocer que existe una congruencia entre dos triángulos: 
À PHB ~ БООВ: 


|со88| 1+|sena| 
17/2 —— p 


= 2cosaQ = 1- senal 


Transformando, se tiene: 


= 2 = seca - tana 


E seca - tang. = 2 
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50.- De la figura por semejanza de triángulos rectángulos: y 


Como: 8 € ПС 
зеп Ө>0 лсо$Ө «0 


. _sen0 
= 1-cos8 


d 


51.- Luego de trazar las líneas del seno y coseno, 
hacemos: PM - x. Al disponer de las líneas se 
logra visualizar un triángulo rectángulo isósce- 
les. Es así que se puede establecer la siguiente 
relación: 


x42 + |sen 0| = 1 + |соѕ 0| 


Como: 0 € IIC 
= sen0>0 л cos0«0 
= x42 +sen Ө = 1 - cos Ө 


У РМ = 1-sen6- cos Ө 


52.- La identificación de las coordenadas se hará en base al gráfico, en el que se puede 
reconocer que los pares ordenados verifican una disposición simétrica respecto de los 
ejes cartesianos. Veamos: 


(cos Ө; - sen Ө) 


De la figura, las coordenadas de M son: (- sen Ө ; - cos Ө) 
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DEMOSTRACIONES 


01.- Trabajemos con el primer miembro, para lo cual debemos reconocer que: 


cosx- 1-веп?х => со8Х- (1 + sen x)(1- sen x) 


(1+ ѕепх) + (1+ ѕепх)(1 –ѕепх) _ LL+serrá)[(1+1-senx)] _ Эф 
(1 + senx) * (1 +ѕетт) СР 
02.- Sea: 
N = (sen x - cos x + 1)(sen x + cos x-1) = N = [sen х -(cos x - 1)] [sen x + (cos x -1)] 
Por diferencia de cuadrados: N = sen2x - (cos x - iy z(1- соѕ2х) - (1 - cos х} 

= N = (1 - cos х)(1 + cos х) - (1 - cos xy? = N=(1-cos x)[1 + cos x- (1 - cos x)] 
Factorizando: N - (1- cos x)(2 cos x)- (1- cos x). 2cos x 


Luego reemplazando en el primer miembro de la expresión: 


а 2е05% )2совх 
"T - 2cosx 


03.- Sea: M = (1 - sen x + cos xy 
Desarrollando el trinomio al cuadrado: 


М = 1 + ѕеп2х + cos^x - 2sen x + 2 cosx - 2 sen х. cos x 


Agrupando convenientemente: М = 2(1 - sen x) + 2 cos x(1 - sen x) 
Volviendo a factorizar: М = 2(1 - sen x)(1 + cos x) 
сойх 
04.- Partiendo del primer miembro: V = сох. csc2x - cot^x . csc^x + csc^x-1 
Factorizando: V = cox. сѕс2х - соЁх(сѕс2х ed => We соЁх . csc^x - сойх 
————— 
cot? x 
Finalmente factorizando, tendremos: Ve cot'x(csc2x - 1) = cot$x 
2! 
cot x 
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05.- Recordemos que: sen2x = 1 - cos^x = (1 + cos x)(1 - cos x) 


Luego, efectuando en el primer miembro como sigue, tendremos: 


senx_ 1+соѕх | ser (1-соѕх) 


Е \ > -2 
1+соѕх 1-со5Х 3! 
Simplificando, obtenemos: a coan 
ѕепх 


06.-Nuestra estrategia consistirá en transformar el primer miembro haciendo las si- 
guientes operaciones: 


2 
sen Х 
N = tan?x - sen?x = N = tan?x - 7 .cos?x 
cos X 
2 2 2 2 
= N = tan “x (1 - cosx) = N= tan “x . sen“ x 
Е tan2x - ѕеп2х = tan/x . sen?x 


07.- Se sabe que: sen^x + cos'x = 1 - 2sen^xcos^x 
Elevando al cuadrado a ambos miembros de la igualdad tendremos: 


(sen*x + cos*x)? =(1- 2sen2xcos2x)? 
senŠx + 2sen*xcos^x + costx = 1- 4sen2xcos2x + 4sen x cos*x 


2 2 4 
2 зєп хєсо5 х = 1-4sen?^x.cos!x42sen xcos^x 


08.- Efectuando la suma indicada en el primer miembro de la igualdad tendremos: 


= 1-— sena + 1 +sena 1 ЖЕ М) 
сега 
(1 + ѕеги)(1 — sena) 


2 
= E= ——- -1- sen2a - 2 tan?a = ҸЕ < - 1 - sen?a - 2 tana 
1-ѕеп?а cos” a 


= цг 2sec?a -1- sen?a -2 tana 


Y recordando que: secía - tana = 1 


= “E= 2(вес?а - tan?a) - 1 - sen?a 


= E-1-sen?a 2 Е = соѕ2а 
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09.- Efectuando la adición indicada en el primer miembro de la igualdad tendremos: 
s- (1 —senxy +(1 +senx)* 
^ (1-senx)(1-senx) 
Aplicando las identidades algebraicas: (a+ by + (a - by = 2(a? + p) 
(a + b(a-b) = à - P? 


2 2 2 
m изе x) "rm 1+ѕеп? х -a| | Е. x| 
1-sen*x 1-sen х cos X 


Recordando que: L -sex => S= 2(2.sec2x = J) т S -4secx-2 
cos X 


10.- Efectuando las operaciones indicadas del primer miembro de la igualdad tenemos: 


2 2 2 2 2 2 
S = cot“x + cot“x . cos х + tan х + tan'x . sen x 


Utilizando las identidades pitagóricas y las de división, se obtiene: 


2 2 
2 cos X 2 2 sen x 2 
S = cscx - 1+ 37 -Cos x+sec x-1 + o - sen x 
sen Х cos” x 
Efectuando y agrupando: 
4 
2 2 cos! x sen x 
S-secxcscx-24 > + mm - 
sen“x cos x 
6 6 
2 2 cos X+sen X 
= MSc X. ESE 2 oas o 
sen Х.С05 x 
А 6 6 2 2 
Recordando que: cos x + sen x = 1 - 3sen'x.cos x 
2 2 
2 2 1 —3sen x.cos x 
ES S = sec“x . csc“x - 2 + 2 2 
5ёп Х.СО5 x 
Efectuando la división indicada: 
S=sectx.cscx-2 + ѕес?х . csc2x - 3 ЗА S = 2 sec . csc2x - 5 


SIMPLIFICACIONES 


11.- Recordando que: Sec x . csc x = tan x + cot x 
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EDITORES 


- 


Reemplazamos en "M": 


2 
M- — алх) «| 


tans cotx- cot 
cscx secx 
2 2 
: AS cot x tan x 
Reduciendo la expresión : M= | : J + [ J 
cscx secx 
2 
Cosx senx 
Expresando a términos de sen х y cos х: М = PE + en 
senx cosx 
Simplificando la expresión : 


М = cos^x + se 2 


nx 


12.- Expresando en términos de sen x y cos x , se obtiene: 


senx , E совХ | гн 
M = | cosx cosx senx ерх 
1+senx cosx +1 
2 -2 
2 mao” (E 
cosx(senx-rT) senX(cosx-r1) 


1 y? 1 y? 
Simplificando: M= | | Ч Es 
cosx senx 


Aplicando la definición de exponentes negativos para expresiones reales, tendremos: 
M = соѕ2х + sen2x (Identidad) ~. M=1 


2 2 
sec х = 1 + tan'x 


Sumando 2tan x a ambos miembros se obtiene: 


13.- Recordemos que: 


sec^x + 2tan x = 1 + tan2x + 2 tan x 


En donde el 2do. miembro concuerda con el desarrollo de un binomio al cuadrado: 
— 


sec2x + 2 tan x = (tan x + 1)? zl) 
También recordemos: сѕс2х = 1 + cot^x 
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sos 


Restando a ambos membros 2cot x, se tiene: 


?x -2 сох = 1+ сох - 2 cot x 


esc 
Cuyo 2do. miembro es también el desarrollo de un binomio al cuadrado: 
= csc2x - 2 cot x = (cot x - 1)... (2) 
Reemplazando (1) л (2) en la expresión original de M, obtenemos: 
_ (tanx+ 1? 3 (cotx— ЇР 
7 tanx+1 cotx-1 


Simplificando: М = (ап х + 1cot x- 1 


a M = tan x + cot x = sec x.csc x 


14.- Transformamos la expresión original escribiendo en términos de seno y coseno, 
obteniéndose: 


senx 
cosx +senx. 
M= cosx 
senx. 
cosx 
sen?x * cos? х 
Efectuando las operaciones indicadas y simplificando: M= m 27 
se 
A а КЕ уы: 1 
Sustituyendo el numerador рог la identidad pitagórica: М = —À 


М = сѕсх 


15.- Transformamos el numerador en términos de seno y coseno y, el denominador Іо 
transformamos adecuadamente para factorizar la tangente. Veamos: 


(1-cosx) (1-совх).сов x 


м = Senx.coszx ѕепх,соѕх 
ё tanx -S£BX cosx 
` cosx 
—cosx 
1 сов ) [а —cos2 x)] 
Factorizando en el numerador y denominador: M= 


tanx[1- cosx] 
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a е . ѕепх.соѕх 
Simplificando y transformando a seno y coseno: М = ^ m 
cosx 
M=1 


16.- Efectuamos las operaciones indicadas y obtenemos: 
2 


M = sec x.csc x - sec x + COS х.5ес“х - COS x.csc x 
AA S 
tanx+cotx secx cotx 


Haciendo las sustituciones indicadas, la expresión queda así: 
M = tan x + cot x - sec x + sec x - cot x 
Reduciendo términos nos queda: M=tanx 


17.- Sabiendo que: 2 sec x . cos x = 2 , nuestro siguiente paso consistirá en completar 
cuadrados en los numeradores de la expresión dada: 


_ (secx+cosx) -4  (secx+cosx) -1 
"^ secx+cosx-2 secx + со5Х + 1 


Aplicando la identidad algebraica: -b= (a - b)(a + b), tendremos: 
wa (secx+ees1=2)(secx+cosx +2) — (secx--eosx t T)(secx + cosx - 1) 
1 secx+cosr=2" _ѕесх+сөэх+1— 


Luego de efectuar las simplificaciones indicadas, nos queda: 
W = sec x + cos х + 2 - ѕес х - соѕ х + 1 
Finalmente, reducimos términos y obtenemos: W = 3 


18.- Nuestra estrategia consistirá en sustituir ѕес?х y csc^x para poder obtener una ex- 
presión en términos de tangente y cotangente. Para ello es necesario recordar que: 


1 + tan2x = sec2x A 1 + соЁх = csc2x 
6 2 2 6 2 4 
cot x + 3(1 + cot" x).cot x41 cot x *3cot x+3cot x41 
BPO е ЖО, =? = Wes A аа 
tan” x - 3(14 tan? x).tan^ x+1 tan' x + ЗЕап x + 3tan x41 


Logramos reconocer que los términos de la fracción obtenida corresponden a los de la 
identidad algebraica del binomio al cubo: 


(а + b) = а? + 3 b + 3ab^ + ° 
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(cot? x +)? (csc x? COCHE 
IOWUE we Ө =, SEL — = 
(tan^ x +1) (sec? х}? sec? x 


Transformando esta expresión a seno y coseno, obtenemos: 


6 
cos x 208277 8. Ww 
= We 6 E = È 
sen X - 


19.- Nuestra estrategia de resolución consistirá en investigar toda la expresión como si 
estuviese constituída por dos términos, los cuales serán trabajados de un modo inde- 
pendiente. Veamos: 


6 6 2 2 x 
M = sec x - tan x - 3 sec“x tan'x + ап x.(sec x - tan x).(csc x + 1) 


v 4. 5 —— “иг. 
a) Determinemos a qué se reduce el término (A), para lo cual vale recordar que: 
secx - tan2x = 1 5212) 
Luego de elevar al cuadrado, se obtiene: sectx + tan x = 1 + 2 sec^x tan?x 
Y elevando (*) al cubo se obtiene: secÓx - tanx = 1 + 3 sec^x tan?x 
Esto nos permite reconocer que la expresión (A), se reduce a: 


А = 1 + 3 sectx аах - 3secx tax. = А =1 pes (П) 


b) Trabajamos ahora con la expresión (В), en donde todo lo transformamos a seno у 
coseno: 


_ 2serrf (sm) (2502) _ 2cos’x " 
85 COS x cosx senf = B= cos? x B= 2 (20 
Finalmente de (1) y (2), obtenemos: W=1+2 5 W=3 


20.- Efectuamos la multiplicación indicada en el denominador de la expresión dada: 


4 4 4 4 
(tan х+ѕеп x-—tan x.sen x) 


=> M= 
(tan? x ^ sen? x) 


Ahora transformamos el denominador para poder factorizar tan?x: 


tan x + ѕеп“х – лап“ х.ѕеп“х tan! x * sen! x- tan^ x.sen* x 
=> ME 021 = М= 2 2 ) 
sen х tan X.(1-cos 
tan2x— 5 -cos? x (Eat 
cos X sen х 
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Después de efectuar la sustitución indicada, efectuamos la división y obtenemos: 


2 2 2 
M = tan “x . сѕсх + соёх : sen2x - tan^x . sen x 


Transformando convenientemente a seno y coseno: 


ser x 1 соѕ x 
M= . . sen y -t ?x . sen? 
cos” x "mou эл 8. 


sec? х-1 
2 2 2 2 2 2 2 2 
= M = secx + cos“ x - (ѕес х - 1)ѕеп x = М = вес х + cos x - tan'x + sen x 


А 2 2 2 2 
Y reconociendo que: M = cos х+ѕеп x + sec x—tan x ga M=2 
dc р k. 


21.-Nuestra estrategia consistirá en sustituir las relaciones auxiliares según sus respec- 
tivas definiciones. Veamos: 


ч (1 —cosx)[3 —(secx-1)]+2 4(86сх-1) 


Ч 3-2cosx 


(1 —cosx)(4 —secx)+1+secx 


Reduciendo términos obtenemos: W= 
E s ob Оз 3—2cosx 


s 
Electuando las operaciones indicadas: W = 4-4cosx- ex + secf gosi +1+ Rx 


3-2со5х 
2(3- 7 
Reduciendo términos: W= a 2 W=2 


22.- Efectuando la potencia indicada, se obtiene: 
1 
М- 3 (1 - Зѕеп2х . сов х) "3 (sen*x + cosx - 25еп2х . соѕ2х) 
ме ,  —h. , — —  Ə>,a əa — — _—_ _ maaua 
Efectuamos la multiplicación en el primer término, mientras que en el segundo aplica- 


mos la identidad auxiliar para la suma de las cuartas potencias del seno y coseno: 


1 1 
= 3 - sen2x . cos?x - A (1- 4sen?x. сов х) 


Efectuando la multiplicación indicada, se obtiene: 
E sen? cos x senza Cos x uni Me 4 
M= = - Tecos X - — + COS. X = М= 5-1 23 М = 17 


E 
4 
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23.- Trabajando en términos de senos y cosenos obtenemos: 


cosx  semr | 1 
ховх созк созді: (Lhbsenxl-seng) 
senx cosx 1 cos x(1 + senx) 


senx 1 —senx 1 - 
= ME ос бо л M=secx 
cosx cosx cosx ы 


24.- Nuestra estrategia consistirá en sustituir las relaciones auxiliares рог sus corres- 
pondientes definiciones, para lo cual recordamos que: 


vers x = 1- cos x A covx=1-senx 


_ cosx 1-cosx " senx -cosx 


1+senx cos? x cos” x 


Transformamos el término indicado, multiplicándolo y dividiéndolo por: 1 - sen x 


1-8ёпх  1-cosX seny- cosx 
MS — LTD A NT 
cosx cos“ X cos X 


Efectuando las divisiones indicadas: 


x senx x 
=5 dMo-l..880x , . 1 . ex зэх хөв 


2 3 3 
cosx  COSX  cos?x cos Xx cos” X cos х 
2 2 
= М = sec%- tan x+ S 2x - веб x + tan x . sec2x - See x 


Simplificando y ordenando nos queda: 


M = tan x (sex -1) 57 M= {ап?х 
“ЭР Macs 
tan? х 


25.- Sustituyendo cada relación auxiliar por sus correspondientes definiciones, nos da: 
М = (1 - cos xy + (1 - sen x + 2(sen x + cos x) 


2 
= М = 1 + cos/x - 2cos x + 1 + sen2x - 2sen x + 2sen x + 2 cos x 


ES 2745 (ѕеп2х + соѕ2х) Sd M=3. 
— P  sT— 
Í 
R8 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 8:069 


TE 


A  — 255 SEE 


PROBLEMIZACIÓN CONDICIONAL 


26.- Nuestra estrategia consistirá en aprovechar la condición dada y a partir de ella 
obtener una relación que nos permita reducir o valuar la expresión dada. Veamos: 


De la condición: sen20 + sen Ө = 1 — sen Ө = 1- sen?0 
= sen Ө = соѕ20 => sen20 = cos*0 
Luego, sustituimos (*) en la expresión dada: M = sen20 + cos?8 х M=1 


27.- Tal como procedimos en el problema anterior, empezaremos nuestra resolución por 
las condiciones dadas. Veamos: 


De la condición: ser x + sen x = т 
Dividiendo por sen x: senx41-2mcscx ... (1) 
De la condición: cos3x + cos x = n 
Dividiendo por cos x: co2x+1=nsecx ... (2) 


Ahora conviene efectuar (1) + (2): sen2x + cos?x + 2 = m csc x + n sec x 


28.- Efectuando las operaciones indicadas en la condición, tendremos: 


(1+senx)(1—senx)+(1 + osx)(1— cosx) 


E» 
(1 - cosx)(1 - senx) zs 
1—sen?x 41- cos? x 2 1 
= “0 -совх)(1-560х) ^ = (1 - cos x)(1 - sen x)= 17 - 58. (ly) 


Para poder aprovechar esta nueva relación, será conveniente elevar al cuadrado a la 
expresión a calcular, esto es: 


М? = (1 - sen x - cos x)? = М? = 2(1 - sen х). (1 - cos х). . . (2) 
Reemplazando (1) en (2), obtenemos: 


22 . V 
M = к? $- M =k 
29.- Desarrollando las potencias indicadas, obtenemos: 


6 


3 2 2 2 3 6 
W = sen x+ 2sen x.cos`x+ cos х + sen x -2sen x.cos x + COS X + cos x +2 cos x sen x + sen x 
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Agrupamos convenientemente y factorizamos: 
2 2 2 2 6 6 
W = 2(sen x«cos x)22sen x. cos x(sen“x + cosx) + sen x + cos x - 2 sen x cos x 


Sustituimos las expresiones entre paréntesis por 1, y nos queda: 


W = 2 + 2 sen-x-c6S x + sen x + cos x - 2 COS x 


— y  oE"—Oo o o .— - 
Reemplazamos la expresión indicada por la identidad auxiliar correspondiente: 
W = 2 + 1- 3 sen?x.cos^x = W = 3 - З ser? x соѕ2х 320101) 


ЗУ? D 2 1-k 
De la condición: 1 - 2 ѕеп2х соѕ2х = К = ѕеп2х соѕ2х = m 


..Q) 
1-k 3 
Reemplazando (2) en (1): W=3-3 > T W=>3(1+ k) 


30.- Nuestra estrategia consistirá en transformar, de un modo controlado, la expresión 
dada para «M», tal que sea posible identificar en ella un término que pueda ser obtenido 
de la condición planteada. Veamos: 


М = senfx + cosx =>  M=1-2senx cosx =  M=1-2semx.cos'x ... (1) 


N n yh  hÇ 


De la condición dada trataremos de obtener el equivalente de la expresión indicada: 


sen х + со5х= 42 > (sen x + cos x)? = (4/2 y? = 1+2senx.cosx=2 


1 
Finalmente despejamos y obtenemos: sen x. cos x = 2 с (2) 
1Y 
Luego reemplazamos (2) en (1): = M=1- 2(3) 
1 1 
= М-1- 2 E! Mz 2 


31- Nuestro procedimiento consistirá en transformar la expresión dada en términos de 
зес уу сѕс х. Para ello es necesario recordar que: 


1 + tan'a = seca A 1 + cota = esa 
Aplicando estas identidades en la condición dada: 


2(1 + tan2x) -(1 + соу) = | > 2 + 2tan2x - 1 - соёу EM 


R8 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos E RACSO 


> 2 tan?x = соу = 2 tan?y = сох 


Aplicando рог 2da vez las mismas identidades en cada miembro, tendremos: 
2(sec?y - 1) = ese?x - 1 = 2sec2y -cscx = 1 мар  W=1 


32.- Procediendo como en la resolución del problema 30, transformamos de manera 
controlada a la condición dada. Veamos: 


4 4 
3 cos x—sen X 
Se tiene que: aa ЛД 
cos Х—5еп x 


“sen x) 
-(cos^x— sen x)(cos^ x  sen*x) 


Transformamos el denominador: 


1 
Despejando lo que queda: E cosx + sentx 
1 
Aplicando la identidad auxiliar correspondiente: = = 1 - 2 sen^x . соѕ2х 
! 2 2 т-1 
De lo cual podemos deducir que: senx.cosx- 726 ... (1) 


Ahora trabajamos con la expresión «M», en donde aplicamos la identidad auxiliar: 


М=1+1-3 ѕеп2х. сох =  M-2-3sen.cos^x 5. (2) 
Reemplazando (1) en (2), tendremos: М = 2 - ¿3D T: Mz gue 
5 2m 2m 


33.- En este caso resulta conveniente sustituir la condición dada en la expresión solici- 
tada, obteniéndose: 


2 2 
sen x—versx  Ssenx-+vers х ay S [senx — vers х] —[senx + vers x] 
7 sen x-vrsx  Senx-versx < sen? x - vers^x 


Apliquemos, en el numerador, la identidad algebraica: (a - by. - (а + by = - Aab 


En el denominador sustituiremos el sen^x por su identidad pitagórica asi como reem- 
plazaremos la relación auxiliar versx por su correspondiente definición. Veamos: 


2 —4.sen X.Vers x z —4.sen x.uers x 
"m 1-cos? x -[1- cosx? BI. 1 cos^ x -[1—2cosx- cos^ x] 
—4.sen x.DeTs x 
Eliminado los corchetes y reduciendo: W = 2,55 y (T—ces x) л W=-2tanx 
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34.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la condición dada de modo que de ella ` 
se obtenga la expresión «М». Veamos: 


Qo 29) 
ѕес х - сѕс х = а = (sec x - csc х) = a 
2 2 2 2 2 2 
= $ес х + с5с Х- 2sec x . csc x = а > 56СХ.С5ОХ-256сХ.С50Х-41-0-1 
= (sec x.csc x - 1p = +1 


Aplicando la identidad auxiliar en el primer miembro: (tan x + cot x - 15» = +1... (*) 


Identificamos en el 1ег miembro а la expresión solicitada pero afectada del exponente 2. 
Lo pertinente será extraer raíz cuadrada a ambos miembros, lo cual requiere analizar 
previamente el signo de la expresión buscada. Veamos: 


Сото: хє ПС = tanx+cotx<-2 = tanx+cotx-1<-3 


Extrayendo raíz cuadrada a (*): | tan x + cot x - 1| = ab» 


ЕЕЕ ЕЯ 
(ч) 


Aplicando la definición de valor absoluto: tanx+cotx-1=- va? +1 


~ M=- Ма2+1. 


35.- Expresemos W en términos de senos y cosenos, y tendremos: 


i -w 


_ a 
a) Г 4. (1 — sena cosa (senal + cosa) 
senal 


A continuación transformamos la condición dada en términos de senos y cosenos con 
el propósito de obtener expresiones equivalentes los términos que forman a «W»: 


senal 1 2 2 
= =1 =  sena-cos а =senacosa => 1 - соѕ а - cos Q = sen Q cos Q 
соз seng 


E 1 - sen à cos © = cos^a + cos a... (1) > 1 - cos а = sen © cos © + cosa. . . (2) 


_ (cos2 © + cosa) (sena + coso!) 


Reemplazando (1) en (*) tendremos: w 7 
1-cos Q 
cosacos a + 1) (sena + cosa.) sena.cosa + cos? а 
We INE нг гэх. —— Lu 
(1 + cosa)(1 — cosa) 1-со50. 

1-соѕа 

Reemplazando (2) en (*), tendremos: W= W=1 
1-со54. 
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36.- Lo que haremos es transformar la expresión dada para «W», en términos de tan x y 
cot x. Para ello aplicaremos las identidades correspondientes: 


W=1+tan?x + 1 + cox + 2(tan x + cot x) 


Aqui es conveniente que la expresión quede solo en términos de la tan x, veamos: 


1 1 
W =2 + tan?x + 2 ELS J 
tan x tan x 


б (° 
Debemos señalar aquí que la condición dada es en realidad una propiedad general de 
los números reales y positivos. De este modo queda claro que: 


1 1 
tan2x + эж 22 A (nxs рг 
tan x tanx 


Operando estas desigualdades podemos establecer que: 


W>2+2+2(2) = w28 $3 Уашын y 


pto 
37.- Nuestra estrategia consistirá en aplicar la condición en la expresión dada. Veamos: 


De la condición despejamos: tan а = 1 + sen a - (0) 


Identificamos еп W la expresión (*): W = sec о .сѕс © - sen Q + cos Q 


n F 

e 
Sustituimos (*) por la identidad : W = tan © + cot с - sen Q + cos Q. . . (2) 
Sustituimos (1) en (2), tenemos: W = 1 + sen Q + cot а - sen Q + cos Q 


N созо. 
Expresando en términos de senos y соѕепоѕ: W = 1 + + cos o, 


sene. 
W =1 + созо ( 1 +1) >  W=1+cota(l+sena)...(3) 
sena 
Reemplazando (1) en (3) tenemos: W=1+cota.tana ~  W-2 
= esci 


1 


38.- Transformando la expresión dada en términos del seno, tendremos: 


1 1+ sen*x 
+ ѕепх E W= = mb 
senx senx 


W= 


En la condición sustituimos сов х por su equivalente y tendremos: 
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3 2 3 
sen x - 1 - sen?x + sern x = 0 > sen x + senx + sen х = 1 


Multiplicando por sen x, nos queda: ѕег2х + sen3x + sen^x = sen x 
Despejando, tendremos que: sen ix = sen x - ѕеп?х - senx `... (2) 

1+ ѕепх —sen?x —sen?x 
Reemplazando (2) en (1) tendremos: У= >> 

senx 
Е senx + cos? x - sen?x 
Aplicando la identidad pitagórica: WC SE s 582(Ё) 
Р рав 
ѕепх 
De la condición inicial despejamos: cos^x - sen x = sen x 2-6 (4) 
seny + senx 
Reemplazando (4) en (3): Wi a . 23 W=2 
senx 


39.- Completamos cuadrados en la condición dada y recordando que las razones seno y 
cosecante son recíprocas, tendremos: 


sen2x + 2sen x. csc x + cs x = 7 + 2 


— 
=l 


Sustituimos el 1er miembro por un cuadrado perfecto: (sen x + csc xy =0) 


Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros: senx+cscx=zx3....(1) 
tL osx 
Expresando W en términos de senos y cosenos: W = cos x. m 2senx 
2 2 
: же е cos x+ 2sen x 
Efectuando las operaciones indicadas: МЕ 
senx 
2 2 2 2 
cos x--sen x+sen x 1+sen x 
senx senx 
A continuación realizamos la división indicada: W= cscx+senx ...(2) 
Finalmente reemplazamos (1) en (2): W=x3 


40.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada e identificar en ella 
una relación que sea obtenible de la condición establecida. Veamos: 


W = csc^x - 1 + csc x 5 W = csc x(csc x+1)1  ...(1) 


De la condición despejamos convenientemente: 
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cos af 1 Юн = csc x + 1 = sec x 

senx 

= Sec x-cscx=] ...G) v єє а:їсєсх:00 (ә) 

Reemplazando (**) en (1): W=secx.cscx-1  ...(2) 
----Ш2-- 


Nos concentraremos ahora en determinar el valor de la expresión indicada. Para ello 
nos apoyaremos en las relaciones obtenidas de la condición dada. Veamos: 


Elevando (*) al cuadrado tenemos: sec^x + csc?x - 2(sec x . csc x) = 1 
 T<—— h. Os. 
Por la identidad auxiliar nos queda: (sec x . csc xy - 2(sec х. csc x) - 1-0 
2x (27 -401-1) 
Resolviendo la ecuación cuadrática: sec х . csc х = мин» 2” 
21242 
= secx.cscx- ^, > sec x.cscx=1+ J2 
= sec x.cscx=1- J2 v sec x.cscx - 1 + J2 
Debemos recordar que: secx.cscxS-2 v secx.cscx22 


Sec Xx. csc Xx = 1 + 42. 


Reemplazando en (2): W = (1+ “Z )-1 Ад W= 42 


41.- Nuestra estrategia consistirá en despejar «a» y «b» de las condiciones dadas. 


4 4 

- жел sen A—2c0s 0. 

a) Despejando “a” de la condición (1), tenemos: а= LEM OR 
csc 


: : š E 2 
Aplicando la identidad recíproca para la csc x: a = sen*a. senfa - 2веп ©. сов 0. 


: 8 4 4 
Efectuando operaciones, nos queda: а = ѕеп a-2sena.cosa ...(1) 


cos? G + 4sen?a 


2 
sec Q 


Despejando "b" de la condición (2) tenemos: p= 


А : А 2 6 2 2 
Aplicando la identidad recíproca para la sec x: Б-сов а.. cosa + 4sen2o. сов 0. 


Efectuando operaciones, nos queda: b = соѕба + 4senía cosa ... (2) 
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2 
Sumando (1)+ (2) : a+b = senda + costa - 2sen*a costa + 4sen^a cosa ... (+) 
8 8 2 2 4 4 
Del Prob. 7, recordamos que: sen Q + cos Q = 1- 4sen'& cos о + 2sen acos © 


Sustituyendo en (*), obtenemos: a+b=1 


42.- Lo que haremos es transformar el 2do. miembro de la expresión dada de modo que 
adquiera la forma del ler. miembro, para luego determinar «т» por simple compara- 
ción. Veamos: 


En el 2do. miembro aplicamos la identidad algebraica: а +1? = (a + by(a? -ab 4 b’): 


ѕесх.сѕсх + т -(seex-tcsc X)(sec X — secX.csc X + csc? x) 


secx.cscx-2 ` _(seex-Cscx)(secx+ csc x)? 


š : : ai 2 2 
Aplicando la identidad auxiliar: sec^x + сѕс2х = sec^x . csc2x, tendremos: 


secx.cscxi+m (sec? х. csc? x — sec x.csc x) 
secx.cscx 4-2 ` (secx + cscx)? 


-— de: 80:6 +т _Secx-csCX(secx.cscx— 1) 
actorizando, nos queda: —— = ——— 360 
д q secx.cscx42 _ .seex-c& Xx(secx.cscx- 2) 


' B à Secx.cscx + m secx.cscx —1 
Simplificando se obtiene: = = >= 4 m--1 
secx.csc x +2 secx.cscx +2 


43.- Expresando el primer miembro de la igualdad en términos de senos y cosenos tenemos: 


(2- edid aj) 1+—1— (2 — cos? a) (cos? a+ 1) 
cos € “pest =s cos? 0+2 en?a =2+ 2 
1-22 sen Q k een € k 
cos? à 


Aplicando la identidad pitagórica en la expresión indicada, tendremos: 


(2—eos^&)(1 + cos? о) b. Д : N pei 
(2—cos^à) =Z + k => + COS (= 2 + k 
: 1 
Nuevamente aplicamos la identidad pitagórica: 2 - sena = 2 + t 
1 
Aplicando la identidad recíproca para el sen2x: 2 + L, =2 T 
-csc Q 
Finalmente por comparación obtenemos que: --cscla 
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44.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión original con el propósito 
de reducirla y poder despejar el cos x. Veamos: 


Aplicando la identidad por cociente para la tan x, la expresión se transforma en: 


(tana s um 
Teniendo en cuenta que: ѕеп2х = 1 - соѕ2х, transponemos términos: 
(tan a - tan b.cos xy =(1- cos^x)(tan?a - tan?b) 
Desarrollando las operaciones indicadas, tendremos: 
aa 2tan a. tan b. cos x + tan2b-cos?x = tanta - tar?b - cos?x. tana + cosx tan b 
Transponiendo todos los términos al primer miembro, tendremos: 
tar2b - ап a . tan b. cos x + соѕ2х. tana = 0 
Reconociendo que el 1er. membro es el desarrollo de un binomio al cuadrado, se tiene: 
(tan b - cos x . tana)? = 0 53 cos x= cota. tanb 
45.- Utilizando las identidades pitagóricas en los numeradores tendremos: 
ѕес2х-1  cscx-1 


+ = 4 + sec x 
secx—1 cscx -1 


Aplicando la identidad algebraica de la diferencia de cuadrados, se obtiene: 


(seex—1)(secx +1) , «sex 1)(сѕсх +1) ы mb 
_seex=T -escx=T L 


Al simplificar, la expresión se convierte en: 


N | = 


s Ç + 1 + csc x + 1 = 4 + sp x => csex=2 = sen x = 


Sm 


ES sen x + csc x = 


46.- Procederemos tal como se hizo en el Prob. 42, es decir, transformaremos la expresión 
dada en el ler. miembro de modo que adquiera la forma del 2do. miembro. Luego el valor 
de «m» se determinará por una simple comparación de términos. Empezaremos reali- 
zando la adición indicada: 


{secx – tan x)? +(secx+ tanx)? 


2 


> =m + т". (cot x)" 
sec Х—{ап x 
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Aplicando la identidad algebraica de Legendre en el numerador del ler. miembro: 
1«tan? x 
2 2 
2(5ёс x + tar x) 
1 


-m«m".(cox)" => 2(1 +2 #ап2х) = m + m" . (cot x) ^ 
Transformando esta ültima expresión en términos de cot x, nos queda: 

20 «2[cot x ) =m + m". (cotx) " => 24+2%(cotx)? m m" . (cot х)" 

& m =2 


47.- La estrategia será la misma que el del problema anterior. Empezaremos transfor- 
mando el 1er. miembro sustituyendo la sec^x por su identidad pitagórica. Veamos: 


l+tan? x 
2 2 
cosx(3ttanx-2sec x) 1-т ES cosx(l-tanx-2tan'x) 1-т 
2tanx+1 ^ secx 2tanx+1 ^ secx 


Factorizando el numerador del 1er. miembro, tendremos: 


cosx(1-tanxM2tanxFT) 1-m а ) 1-т 
= = 5 - tan = 
(2 tanx 1) secx E um 


lI-tanx 1-т 
Finalmente por la identidad recíproca: >= 
secx secx 


48.- Sustituimos en la condición dada la relación auxiliar exsec x por su correspondien- 
te definición. De este modo nos queda: 


sec x -1 + tanx+l=a = secx+tanx=a ... (1) 


De la identidad pitagórica para la tan x y sec x se puede deducir que: 


1 
secx-tanix21 > (sec х - tan х)(ѕесх + tanx)-1 =>  secx-tanx= —— — — 
secx + tan x 
1 
Y de (1), tendremos que: sec x - tan x = E (2) 
1 8-1 
Restando (1) - (2): 2tanx-a- Р zm tan x = 2a 
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49.-En este caso conviene expresar todos los términos de la expresión original en base a 
seno y coseno, para lo cual sustituiremos las relaciones auxiliares por sus correspon- 
dientes definiciones. Veamos: 


(1- соѕӨ)? 
2 
соѕ Ө 


_ (1 соѕӨђ? 


(х + 1 - sen 0)? + (1 - cos 0)? = = (x + 1 - sen 0)? = - (1 - cos Ө)? 


2 
cos” 0 


Ahora podemos factorizar el 2do. miembro, obteniéndose: 


(x + 1 - sen Ө)? = (1 - cos Ө)” ааыл) = (х + 1-ѕеп Ө)? = (1 - cos 0)? Ed 
x se К = ы Pan С ` | соѕ2 Ө 


Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros, tendremos: 
[x + 1- sen 6| = |1- cos 0] . [tan 0| 
Siendo: x > 0^ 0 € IC 


= |x+1-sen0| =х+1-5еп Ө; |1-cos0| =1-cos0, |tan 0| = tan 8 


ѕепӨ 
х+1-ѕепӨ = (1 - cos Ө). 5 > x+1- senU =tan0 - send .. x=tan 0-1 
50.- Nuestra estrategia consistirá en transformar, de forma controlada, la expresión 
dada para <M>, hasta que sea posible identificar entres sus términos a la condición 
dada. Veamos: 

senx * sen? x -sen? x —-sen? x senx(1+sen* x)- sen? x( 1 sen* x) 


=> M= 4 
COSX+cos” x - cos? x—cos” x соѕх(1 + cos x)- cos? x(1 + сов х) 


Factorizamos en ambos términos de la fracción y obtenemos: 


senx(1+ sen^x)(1 = ѕеп2х) senx (1-+ѕеп“х) cos?x 


= RI EV A 
M соѕх(1 +cos* x)(1 — cos“ x) эр 


= š = 
cosx (l+ cos“ X) sen x 
Reemplazando la condición dada en esta última expresión, tendremos: 
2 2 2 
M = tan х. tan х. cot x = M= tanx. cot x 


M=1 


ELIMINACIÓN DE ARCOS 

51.- Este tipo de ejercicios se caracterizan por que la tarea consiste en obtener una expre- 
sión trigonométrica independiente de la variable angular. Esto se logra apelando a las 
identidades conocidas y a la transformación de las condiciones dadas.Veamos: 


seny 


De la condición (1): 


a 
= = amier E 


ES 


COSX 
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De la condición (2) se deduce que: 
secxcscx =3 
AA A 
Por la identidad auxiliar la expresión queda as. tanx+cotx=3  ...(**) 


Si ahora reemplazamos (*) en (**) obtenemos una expresión independiente de «x»: 


Е + : -3 
Efectuando y transponiendo nos queda: а? + V? = 3ab 
52.- Se pide: F= (b-ay? 
Por ello restamos convenientemente miembro a miembro: (2)- (1) 
Obteniéndose: (2 - cos* x)-(14 sen*x) = b ser? x. cos?x - a cos2x sen?x 


1- (sen* Xx cos*x) = (b - a) sen^x.cos?x 


Por identidades auxiliares: 1-(1-2 sen?x.cos?x) = (р-а) sen?x . cos?x 


pr a NS Е= (2)2-4 


53.- En primer lugar de la condición se puede deducir que: 


senx соѕх senx а 
25 = — 
а b cosx b 


a 
>» tan x =— 

Nuestro problema se puede resolver fácilmente si ahora aplicamos en la condición dada 

una de las propiedades de las proporciones. Veamos: 


2 
sen х cos? x tan2 x 


Aplicando la propiedad de razones y proporciones en la primera igualdad: 


sen2 X+ cos2 x tan2 x 


a^ +12 Ф 


Reemplazamos (*) en (**) y además aplicamos Іа identidad pitagórica en el ler. miembro: 
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а? 


1 . Отит 
2 = 2%" | =? TR (8 ЗУ a (a +b )=b e 


54.- Nuestra estrategia consistirá en transformar las condiciones dadas hasta que sea 
posible independizarnos de la variable angular. Veamos: 


Transformamos la condición (2), expresándolo en términos de la tan x: 


1 (tanx—1? (1+tan? x) 


1 > 
2 p Мт —— = (b- 
a Ed " 1‹ 2-2 ` aan x нг аан x 


Luego e simplificar nos queda la expresión: (b - 1)(1 + tan?x) = (1 - tanx) 325) 


Ahora es conveniente dividir (1) + (*) para liberarnos de la variable angular: 


Z= 5 ^ aci I 


55.- Dividiendo (2) + (1): = tanx= š EN 


Utilizando el siguiente triángulo, podemos escribir la condición (2) en términos de la 
función «tan x», así: 


^t = 
AS tan х 2 tan x 1 = ...(*) 


p sen x.cosx-r => p. 2-- 
1+tan х тарх 


56.- Transformaremos las condiciones dadas de modo que sea posible establecer con 
estas las relaciones necesarias para poder eliminar la variable angular. Veamos: 
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De (1): 
De (2): 
De (3) + (4) y despejando: 
De (3) - (4) y despejando: 
De (1) x (2) tenemos: 


Reemplazando (5) y (6) en (7): 


tan x + tan x . cos x =4p => tan x + sen x = 4р 16) 


tanx-tanxcosx=4g = tanx- sen х = 4q ... (4) 


tan x = 2(p + д) ... (5) 
sen x=2(p-q) ...(6) 

tan?x .(1 - cos^x) = 16 pq 
(ап2х . ѕеп2х = 16pq  ..-(7) 


alp +47. 4(p - q)” = 16 pq 


p-f = {ра 


57.- Por tratarse de condiciones que tienen entre sus términos al seno y coseno, lo conve- 
niente es elevarlas al cuadrado, para luego agrupar convenientemente e independizarnos 
de la variable angular aplicando las identidades conocidas. Veamos: 


De la condición (1): 


= m 2 2 


De la condición (2): 
2 


(т sen х - п cos x)? = (т + 1) р 
sen?x + п2соѕ2х - 2mn sen x . cosx = m^4 2m + 1 216) 


(и ѕеп х + т соѕ ху =(n + 1)? 


= т?соз°х + n?sen?x + 2тп sen x . cos x =n + 2n+ 1 ... (4) 


Efectuamos la adición de (3) + (4) y factorizamos convenientemente: 


т (зеп х - cos2x) + n(sen?x + cos^x) =m 
n s r U U 


1 


2 (242m +2n +2 


——— 
1 


~ m-n*1-0 


58.- Si dividimos ambos miembros de la condición (1), por cos^x, tendremos: 


2 2 


sen'x-cos x a 
Барун `= 2 

cos X cos X 

Ч 2 а+1 

Despejando: tan'x = Ew 

25 2 Гк 

También:  cotx- —— 
a+ 


> tan5x-1-2asecx => tamx-1- a(l + tan2x) 


.. (3) 


2 
Б a*1| (iy. 
Reemplazando (3) en la condición(2): | = - E 1 = Db 
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De donde al efectuar se obtiene: Sala” +1 = b(1- ay 


59.- Lo conveniente es transformar las condiciones para obtener relaciones adecuadas 
que logren expresarse independientemente de la variable angular. Observa: 


De (1): tan?x (1+ tan?x) = т = Чап?х .secx = m? = (3) 
De (2): cob x(1 + сох) = пё = сойх. сѕс2х = nË ...(4) 
Multiplicando (3) . (4): secx .csCx= тё. n? ... (5) 


Por la identidad auxiliar se tendrá: (tan x + cot xy = тё. n? 


Dividiendo (3) = (4) y aplicando las identidades recíprocas: 


3 1 
tan” x. à. m? Ч. m in | п д 
—— LA >» а. х= селк = Ai Л CORNS = ar.. 
1 1 E nê E Bx ) 
gm E 
tan х sen x 
2 БУ: à 
mn META 
Reemplazando (*) en (5): (m. z) = т. пё л m + n? = m. m 


60.- Transformaremos las condiciones hasta que logremos aislar a «т» y «n». Veamos: 


_ (l+senx) (1 +ѕепх) 


De la condición (1): m= (1-senx)' (1 +senx) 


2 cosx 


1 (1+senxY h 1+senx 
= ER 2 = (| ME 
1—sen x 


2 
J = Ут = sec x + tan x...03) 


Reemplazando (3) en la condición (2), tendremos: n= (4т - 1) 


> 44a meda 
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SENO, COSENO DE ARCOS COMPUESTOS 


л 
01. Recordemos: sen х + cos x = o sen x бан | 
42 Ё л 2172 
> ша сн балл = senj x+ y Xx 
1 " 
Luego: M= 20 de M=2 


02.- Desarrollando los binomios y ordenando como sigue obtenemos: 


M = ѕеп218° + cos212° + 2 sen 18° cos 12° + sen212° + cos218° + 2 sen 12°. cos 18° 


M= (sen2 18° + cos? 18°) + (sen? 12° + cos? 12%) + 2(sen 18°. cos 12? + cos 18°. sen 12°) 
w, - v v —  ƏíƏ QS AX 
1 1 sen(18°+12°) 


Eifalmenie; M22 + 2 Gp 3085 2. 2(3) . eu 


03.- Escribiendo la expresión en forma apropiada obtenemos: 


2(sen50?.cos30?- cos 50?.sen30?) 
=> M = —s<— A  —  .—— .- 
472 (sen25?.cos45?—cos25?.sen45?) 


Luego aplicando las fórmulas de los arcos compuestos: 


MAZ sen(50°-30°) > meo 2 E 
Aa ` sen(25”-45”) 2 ` Esen20”) 
Finalmente al simplificar se obtendrá: Mz-42 
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04.- Factorizamos: sen (a + b) en los dos primeros términos: 
M= вєг (0 + b) - 2 sen(a + b). cos a. sen b + sen?b 
M = sen(a + b).[sen(a + b) - 2 cos a sen b] + sen?b 
A continuación desarrollamos el seno del arco compuesto, así: 
М = senfa + b) . [sena . cos b + cosa. sen b - 2 cosa . sen b] + sen?b 
Luego, observamos la presencia del desarrollo de un arco compuesto. 
M = sen(a+ b). [sen a. cos b - cos a .sen b] + sen?b 
Finalmente utilizamos una propiedad especial, obteniendo: 


M = sen(a & b).sen(a- b) + sen?b de M = sena 
putada U SS, 


sena - sen*b 


05.- Completando cuadrados, tenemos: 


2 


W = соз (о. + В) - 2 cos a cos f) cos(a + В) + cos 2 


a cosB - 08 0. соѕВ + cos?p 
Luego de agrupar convenientemente obtenemos: 

W = [cos (о. + В) - cos a. cos p? * cos^p(1 - cos^a) 

W = [cos o cos B - sen а sen f - cos @ cos PP + cos”B senza 
A continuación al simplificar, tendremos: W = sena веп^В + cos”B. sena 
Finalmente al factorizar «sen^a» obtendremos: 


W = sen?a (sen? В cos? В) zm W = seva 
nli ulii 
1 


TA : . 2 2 
06.- Escribiendo apropiadamente como sigue: W = sen y-sen х + 1 - sen y cos x 
—  ——OMTF 


Utilizamos una propiedad que nos permite utilizar la condición x + y = 30°, así: 


W = sen( y +x )ѕеп (y-x)+1-senycosx => W= 5 sen (y - х) + 1 -sen y cos x 
= 
30° 


Luego multiplicamos por 2 ambos miembros y desarrollamos el arco compuesto: 
2W = sen y cos x - cos y sen x + 2 - 2 sen y cosx = 2W = 2 -sen y cos x - cos y sen x 


Luego de agrupar convenientemente y aplicar el seno de un arco compuesto con su 
respectivo valor numérico obtenemos: 


2W=2-sen(y+x) = 2W=2-2 = 2W=2-1 w= š 
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07.- Escribiendo las condiciones (1) y (2) de otra manera, al utilizar las propiedades 
especiales de arcos compuestos, así: 


sen?x - seny =a...) соѕ2х - sen?y =p 0O) 


Sumando las condiciones (1) y (2: sen*x+cos*x - 2 sen2y =а+Ь 


1 


1-a-b 
Al efectuar y despejar en la igualdad anterior, obtenemos: sen2y = Е - (4) 
En (2) reemplazando (4), tenemos: cos^x - (=>) =b => costx = : ato 75) 


La condición (3) elevando al cuadrado en ambos miembros de la igualdad: 


.. (6) 


соѕ2х . sen2y =? 


Reemplazando (4) y (5) en (6), tenemos: 9 [| ша 


Al reducir, obtenemos: (1- ay --a ES (1 - а)? =b + 4? 


08.- Elevar al cuadrado en ambos miembros de la igualdad la condición (1) y (2) tenemos: 


(sen x + sen уу = т? > sen?x + 2 sen x sen y + sen2y = m. .. (4) 
270872 2 2 2 
(cos х + cos y) = п" =  cosx-«2cosx.cosy« cos = m ... (5) 


Sumando (4) y (5), luego agrupando convenientemente y aplicando las propiedades 
tendremos: 


2 2 2 2 2 
seréx + сов х + 2[cos x cos y + sen x sen y] + sen “y + cos y = т? + n? 
— M 


rss 2 eə> > ——Ə, h ¡$qE_AA»> Č 
zi cos(x—y)-p...de(3) =1 
2 + 2p = т? + п? it 20 + p) = m? +n 


TANGENTE, COTANGENTE DE ARCOS COMPUESTOS 


09.- Escribiendo la expresión <M> en términos de la función tangente, obtenemos: 


1 tan x.tan y 1-tanx.tany 1 
© tanx+tany tanx+tany Б 7 tanx+tany — tan(x+y) 
> 1 
Finalmente: = —— M=1 
tanz/4 
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күз зеп(А +В) 
10.- Si utilizamos: tan A + гапіВ = — 


cosA.cosB 
En nuestro problema obtendremos: W= зєв(20:40) E sen За. 1 
cos20.cosa cos3a ` cos2Q 


Agrupando como sigue: 


cosa cos3a cos20. 


sen3a 1 1 sen3a. í cos3a. + cosa 
=—— => W A) 
cos2a cos3a.cosa 


A continuación, utilizando arcos compuestos desarrollamos los equivalentes de: cos Зо 
y cos a. 


cos За = cos(2a + а) = cos 20 cos а - sen 20. sena 
Luego de sumar los resultados anteriores, obtenemos: 
cos Q = со5(20 — Q) = cos 20 cosa + sen 20. seno. 
> cos За + cos Q = 2 cos 20 cosa ...(2) 


sen3@%@ 2с0520.с050 
Reemplazando (2) en (1) tenemos: W= OET ЕЗ. 


Al simplificar tendremos: W = 2 tan За 


_ 2tanA + ЗіапВ – іапС(1 + tan A tanB) 


11.- Factorizamos como sigue: W 25 
tanA + 4tanB -2tanC(1- tanA tan В) 


- (1) 
A continuación operamos con el dato: 


tanB-tanA 
В-А-С => tan(B-A)-tanC => al = tan C 


Deduciendo: tan B - tan A = tan C(1 + tan A tan B) ... (2) 


2tanA + 3tanB —(tanB — tan A) 
tan A + 4 tanB - 2(tanB — tan A) 


Reemplazando lo obtenido en (2) en (1) W= 


Luego de efectuar y reducir obtenemos: 


. StanA + 2tanB 
^ 8tanA *2tanB 
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12.- Escribiendo como sigue tendremos: 3 sec x . csc x = 4[tan (x) - tan (x - y)] 


Desarrollando ambos miembros, el primero en términos de senos y cosenos y en el 
segundo la fórmula especial: 


ES дай mas ш =  3co0s(x-y)= 4. sen у. sen х 
senx.cosx cosx.cos(x — y) 


3 cos x cos y + 3 sen x sen y = 4 sen x sen y 
Luego de efectuar y simplificar, obtenemos: 


3cosx.cosy-senx.seny ~. cotx.coty- 3 


13.- Escribiendo en términos de la función tangente: 


tan2x + 2 tan^x . tan'y = 1 + sec y = tan^x - tan?y = 2(1 - tan?x . tan?y) 
1+ tan? y 


= (tan х + tan y)(tan x - tan y) = 2(1 - tan х. tan у)(1 + tan х. tan y) 


A continuación ordenamos apropiadamente, logrando: 


tanx + tan y tanx-tany_|_, 
1-tanx.tany | | 1+tanx.tan y Е 
Finalmente al reemplazar Іа segunda condición, obtenemos: 


tan(x + у). tan(x-y) =2 ч tan (x + y) = 2 
3 


14.- Efectuando los productos indicados tenemos: 
W = 43 - J3 tan 5°.tan 10° + tan 5? + tan 5°.tan 10° + tan 10? + tan 5°.tan 10° 
A continuación agrupamos y ordenamos: 
W = tan 10° + tan 5° + (2 - 43 ).tan 10%.tan 5° + V3 
Recordando que: tan (о + В) = tan о + tan B + tan с. tan В. tan (о + B) 
En el problema tendremos: W = tan (10° + 5°) + 43 = tan 15° + J3 


Finalmente reemplazando el valor de la tan 15°, obtenemos: 


W=2- 48 + Ja B w 


Ш 
N 
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15.- Luego de ordenar y agrupar apropiadamente, tendremos: 


"M „(1 - cot65?)-- cot80*(1 – cot 65°) MR . — cot65?)(43 + cot80?) 
1+ cot659—43 cot80°(cot65°+1) (1 + cot65^)(1— J3 cot80?) 


A continuación la expresión se expresa en función de tangentes: 


ES. 45?—tan25? tan 60?- tan 10? 
^ 1-«tan45?tan25? ` 1— tan60?.tan 10? 


Utilizando fórmulas de la tangente de ángulos compuestos obtenemos: 


W = tan(45? - 25?).tan (60? + 10% = W = tan 20%.tan 70? = tan 20%.cot 20° —. W=1 


16.- Por ángulos complementarios: cot 54° = tan 36° л cot 81° = tan 9? 
Al reemplazar en W tenemos: 
W = tan?36? - tan236°.tan29° + tan?9? + 4 tan 36°.tan 9° 
Escribiendo apropiadamente, obtenemos: 
W = tan?36” + 2 tan 36? tan 9? + tan”9 - tan236°.tan29° + 2 tan 36°.tan 9? 
W = (tan 36? + tan 9)? - tan^36".tan?9? + 2 tan 36%.tan 9? E. (1) 
Relacionando los ángulos 45? — 36? + 9? y recordando: 
tan(a + B) = tan с + tan В + tan с .tan f. tan (о + В) 
En el problema, tendremos: 
tan(36? + 9%) = tan 36° + tan 9? + tan 36?.tan 9?.tan (36° + 9?) 
tan 36? + tan 9? = 1 - tan 36° . tan 9? 2012) 
Reemplazando (2) en (1): 
W = (1 - tan 36*.tan 9? - tan236° tan? 9° + 2 tan 36? tan 9? 
Luego de efectuar y simplificar, obtendremos: 
W = 1 -2 tan 36° tan 9? + tan236° tan? 9° + tan236° tan29° + 2 tan 36° tan9? 
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17.- Observamos que: 2x=(x+y+2) + (x-y-2) 
Luego: tan 2x = tan[(x + y + z) + (x - y - z)] 


Aplicando la identidad de la tangente del arco compuesto, obtenemos: 


tan( ) + tan( ) eir 
_ tan(xty*z)*tan(x-y-z _ a-b _ 2а. 
fan 2x = 1-tan(x- y z).tan(x —y —z) = bn2= _a+b = -2b 
а-Р 
2 а а 
Finalmente: tan 2x = = tan 2x = t 
18.- Hallemos la relación angular: 
m 5n т 5n T тоо 
Er a) i [28 +o) 28 PV "bU EIN gn 2 


Aplicando la tangente en ambos lados es la igualdad tenemos: 


ас n 
tan tan [z o) 


51,9] - z-(z.- | E ЇЕ 4 
Е tan |£ 14 a) = tan 28 а "mm tan [Z o] 
4 14 
1 1 
5л act NP) 5л 

Luego de efectuar, obtenemos: an| 22-01 ==3=% ОО E E о)= 3 
28 1+ E 28 z 

2 


19.- De la condición: ѕеп(о – В) = 3.соѕ$[-(0 – В)] =  tan(a-P)=3 ... (1) 


1 
También: cot(a + B) = 5 WI» tan(a-p)-2  ...(2) 
La relación angular es: 2a = (a — В) + (a— B) 
Tomando tangente a ambos miembros: 


tan(o +В) + tan(a. —) 
1-tan(o + B).tan(a — В) 


tan(20) = tan[(a + В) + (0 – P) =  tan(2a)= 


2-3 


1-00 tanQa) = - 1 


Reemplazando (1) y (2) tenemos: tan(2o) = 
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20.- Recordando la Ecuación cuadrática: ax? + bx+c=0 


De soluciones (raíces) x; y x; 


b c 
Se cumple: Она Оа 
En el problema: Kx .x-Ex-i1-2k = Pha (1 - Юу +(-1 - 2k) = 0 


De la condición: ху = tan p, х, = tan д, tenemos: 


FANE 
X, + xx = tan p + tan q = m DE > 


xı- x, =tanp. tang= v" 


Luego de efectuar el ángulo compuesto y reemplazando lo anterior, obtenemos: 


к -1 
tanp + tang к? 
A жле — ле { 
1-tanp.ta 1+2k 
DEUM CU Ye E 
K-1- k - 1) 1) k- 
Finalmente: tan(p + 4) = б ЖЕ = tan(p + q) = тел tan(p + q) = id 


21.- Escribiendo apropiadamente el desarrollo de la tangente de un arco compuesto 
obtenemos: 


tan 24°+ tan21? 


3-249 fan ae A апын s 


tan(24°+21°) = 
1 


Luego de efectuar obtenemos: 1 = tan 24° + tan 21° + tan 24”.tan 21° > N=1 


tan 63?— tan3? 


En forma análoga obtendremos: tan(63?—3?) = ҮЭ: 


Уз 


43 + J3 tan63*. tan 3° = tan 63? - tan 3° 


= УЗ = tan 63? - tan 3° - V3 {ап 63%.tan 3° => M= J3 
Luego: NM?=1(43? . EM 
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IDENTIDADES ESPECIALES 
22.- Efectuando y ordenando apropiadamente, obtenemos: 
W =a sen x -a cos x + b sen x + b cos x 
W = (a + b)sen x + (b - a)cos x 
Construyendo un 4 cuyos lados sean: (a + b) y (b- a) 


3 b-a 
Así: tan Q = zo > E 
+a 


La hipotenusa se calcula por Pitágoras, multiplicando y dividiendo la expresión W por 


1 2(a? +b?), tenemos: 
b b-a 
W= Je +b?) — A E A 
Jua? +1?) рка? +b?) 
W= 2(a2 +b2) [cos ф . sen x + sen ф. cos x] 


Como se puéde observar la expresión anterior es el desarrollo del seno de un ángulo 
compuesto, luego: 


w = \/2(а? +b?) .sen( Ó + х) 


Wmín mínimo valor=-1 


Finalmente el mínimo valor de W será: w a =- u + 02) 


пи 


23.- Se sabe que: sen(1 + y) . sen(x - у) = sen2x - sen?y 
Aplicando dicha identidad en el problema, tenemos: 


a+b >| a+b (a-b 
sen == + == |sen — -| == 
2 2 2 2 


cosacosb + senasenb — (cosacosb —semasenb) 


a sena.senb 1 
Finalmente: W= «ME. 
2sena.senb 2 

24.- Utilizando las siguientes identidades: sen?a - sen?b = sen(a + B).sen(a — В) 


cosa - sen?b = cos(a + p) . cos(a — B) 


Aplicando dichas identidades en el problema, tenemos: 
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ѕеп(38° +8°).ѕеп(38° 8°) 3 2 " 
= cos(38°+8°).cos(38°—8°) = М = tan 46°.tan 30°.tan 44 


Finalmente por ángulos complementarios, obtenemos: 


M = tan 46° . cot 46° . tan 30° ~. м= УЗ 


25.- Escribiendo apropiadamente en el numerador y aplicando una identidad especial 
en el denominador, tendremos: 


1 ento сов 10° |+ 3cos70° 
чин sen(55°+18°).sen(55°—18°) 


A continuación notamos que en el numerador aparece el desarrollo del coseno de un 
arco compuesto, también cambiamos: cos 70° por sen 20°, por ángulos complementarios: 


Mi 4(sen30°.sen10°+cos30°.cos10°)+ 3cos70° мж 4cos(30? -10*)  3sen 20? 
3 sen73?.sen37? Е sen73?.sen 33° 


En forma similar escribiendo apropiadamente formamos el desarrollo del seno de un 
arco compuesto: 


4 о, З о 
M= 55 сор ави ) M= 5(sen53?.cos20?-- cos53?.sen20^) 
ш sen73".sen 37° A š sen739sen379 


Finalmente, luego de simplificar y reemplazar los valores numéricos notables tendremos: 


$ 5.sen(53°+20°) a : Mz 25 
7 sen73?sen37? 3/5 < у) 


л 


26.- A continuación utilizaremos las siguientes propiedades: 


sen(a + b) sen(a +b) 
— A» O coto 
cosa.cosb 


tana + tan b= 
ѕепл.ѕепр 


En el problema, luego de expresar adecuadamente el denominador, tendremos: 


sen(a- b) sen(a + b) 


cosa.cosb sena.senb 


Wr sen(a+b) _ sen(a+b) 


cosa.cosb  sena.senb 


Efectuando el numerador y factorizando: -sen (a + b) en el denominador obtenemos: 
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sen? (a +b) 


үү = sena cosasenbcosb 
< 1 1 
—sení(a + b) ——əƏ — s .F 
senasenb cosacosb 
Luego de efectuar y simplificar, obtenemos: 
4 sen(a +b) 
= —sena.cosa.senb.cosb . = 
= W= costa) б W = -tan(a + b) 
sena cosasenbcosb 
27.- Se sabe que: cos(a + Б). cos(a - b) = cos/a - sen?b 


De la condición: tan x . tan y = cos^a - sen?b — tan х. tan y=(1- sena) - (sen?b) 


> sena + ѕеп2р = 1- ап х. tany... 
De las condiciones: tan x = cos(a + b) = cos a cos b - sen a sen р... 


tan y = cos(a - b) = cos a cos b + senasenb... 


Sumando (2) y (3), tenemos: tan x + tan y = 2 cos q . cos b 


cot(x + y).[tanx + tany] 


Reempl do (1) y (4 W tenemos: W= 
plazando (1) y (4) en nemo UE 


Finalmente: W = cot(x + у). tan(x +y) ~. W=1 
sen(a +b) 
28.- Se sabe que: tana +tanb = ——— , luego: 
cosa.cosb 
ре (1) sen(x + y) — ^ -— 1 ај 
BE = ей ЧЄ = 1: 
COSX.COS Y die y у= 
реб sen(y + z) 1 (5 
D C——————7 on E a Эа Г 
е (2) "e n sen (y +2) COS Y . COS Z 3 ) 
ре(з ERE Е. 
е (3): E s= =рѕеп(х +z) > COS X . COS z = .. (6) 


Multiplicando las expresiones (4), (5) y (6), obtenemos: 


1 
mnp 


-1/2 
(cos x . cos y . cos zy = COS X . COS y. COS z = (тпр) 
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(1) 
Q) 
(3) 
. (4) 


29.- Dato: tan 14° = al tan 52? - tan 38°] 


Expresando: 14° como <52° - 38% 


Se tiene: tan (52? - 38^) = a (tan 52? - tan 38°) 
. tan52°—tan38° | _ А 
Efectuando: E E S anam. = a (tan 52° - tan 38°) 
Simplificando: TEE = a 
P ) 1+tan52°.cot52° ^ 
=1 
Pues: 38° + 52° = 90° 
ы 1 
De los cual: a=> 


30.- En general: 


sen(x + y + z) = sen x cos y cos z + sen y COS X COS Z + Sen 2 Cos y COS x - sen x sen y sen 2 


Dividiendo a todo entre: COS x . COS Y . COS Z 
{ зег(х ++ z) 
Se obtiene: costcosycosz = tan x + tan у + tan z - tan x. tan y. tan 2 


En el problema: x=19 ; y=38" ; 2 = 33° 
ѕеп(19°+ 38°+ 33°) 


Efectuando: cos199.cos389.cos339 = tan 19 + tan 38” + tan 33° - tan 19”.tan 38°.tan 33° 
: Ne la = 
Como: ѕеп 90° =1 л fux = EX 
а £ jo o o o o_ 1 
Se obtiene: tan 19° + tan 38° + tan 33? - tan 19° . tan 38°. tan 33° = 205199 cos 389 cos 33° 
W = sec 19? . sec 38? . sec 33? 
31.- Segün el enunciado, los datos son: 
22+ y =2 .. (i) 
х-ѕеп Ө + у соѕ9 =2  ..(ii) 
Apartir de los cuales, рог propiedad de identidades se obtienen: 
1 
sen 0 = 5 ^ cos0- У 
Se pide: M =-/2 sen (e+2) 
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A — u= n 


Que luego de desarrollar, se transforma en: 


M = sen 8 + cos 8 b Mz z 


sen(a + b) 


32.- Recordemos: tana + tan b = 
cosa.cosb 


Luego en la condición: tan x- tan y + tan y + tan z = 2 sen(x + z) 


Finalmente al simplificar, obtenemos: 


sen(x + z) 


NIS 


= 2 sen (x + z) ES COS x . cos z = 
cosx.cosz 


SITUACIONES GRÁFICAS 


33.- De la figura: tan(a + p) = 5 = tana= 3 
2 tan(o. + В) + tana 12 


1 AAA, tim 
кап (0+6 +0) = 7 = тапа +)лапа х 


Efectuando, tendremos: 


A 
$i oo Мх 12 NS. 


LA eX арн 
х? х 
= 11x? = 12x? - 288 
|| 
Luego: х2 = 288 ~. х=12/2 B 3 


34.- En la брига: & +0=B => Ө =В- а 


Luego: tan Ө = tan (p — о) 
t = 
en d апр -tang 

1+tanf.tano 
58 
=> tam = 1^4 
б ны = 
3 3 


Finalmente: tan 8 = 4 
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35.- De la figura: tan o = ^  tan(Q + Ө) = 


Q | № 


4 
3 


Desarrollando la tangente del arco compuesto: 


tana + ап Ө 2 = +tan6 2: 
D ducc EM EP 
1-tano.tanO0 3 mano 27 
1-3tan0 2 A С 
a o = lltan8=3 
3 
tan Ө = 11 


asena 


36.- En la figura: tan (0 — Ө) = 3acoso | 


tana! — tan Ө tano 
1-tana.tanü 3 


= 


= (tan 0) . tana - 2 tan a + З tan Ө = 0 


(Ecuación cuadrática en tan o) 


| e A q= тэс 
Para que la ecuación cuadrática exista: ii о; 2a cos a 


C2Y. - 4(tan 0)(3 tan 0) > 0 


Simplificando, obtenemos: 


1 
4-12ta/020 =  tane<> 
3 2/43 1/43 
Luego 0 es máximo si: tan 0 — 28 = tan 30° . 9-309 


37.- Sea UR = ба, m Z PTS = a, m Z ОТО = В 


P 5a T 5a 
7 21 
En el Ë TPS: tan с = = = ze = Б (1) 
En el N TQU: tan В = or - 5 - 5 ЯВ) 


La relación angular de la figura es: 
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«+Ө+В=л > 060=1-(a+B) 


Tomando tangente en ambos lados de la igualdad tenemos: 


{апл — tan(a +В) 
tanda tos DIEI Re orare NEC pues: tanz-0 


tana +tan B | 6) 


Por lo tanto: tan Ө = 11 —tanatanf 


Reemplazando (1) y (2) en (3) tenemos: 


8 

e - 2 
"=D" e & tan Ө = -9 

2 


38.- Sea: OE=2r;0F=r;0B=2r;BC=4r , mZFDC=B 
Prolongamos el segmento DC y bajamos la perpendicular FG. 


La relación angular es: о + B = 45? ; de lo cual: 


а = 45° - ñ 
Aplicando tangentes: 
1-tanf 
tan & = tan(45° - f) = 
an & = tan(45? - B) 1+ ЯВ 


En el N DGF: tan ñ = 2 -2 


39.- Sea: ОА 10,H , ОВ LOH 
mZOj0,A=a , т/0,0,В = B 


O, 
10 8 
Еп МО,АС, => A | 
O, A 


Por Pitágoras: ОА = v10?-8? =6 
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2, 


PA 
Епе!МО,В, = бу 
B 


12 5 
; Por Pitágoras: ОВ = J132-52 -12  . senf= 13; Sos B= 13 


La relación angular es: Ө= о + В 


Luego: sen Ө = sen( a + p) = зеп Ө = sena sen f + cos a.sen В 
“Эрт, „-3 5,4 2 Ш 
inalmente: sen 0 = ata ja E lE 


40.-SeaB=mZEAB у 0=mZABE 
т Z АЕВ = т ZCED=a 
Por ser ángulos opuestos por el vértice. 
| En A ABE se cumple: a4«p40-27z 
a. —7 — (0 - p) 
tan a = tan[z - (0 + B)] 


A 2 
Desarrollando: tan(z - x); se obtiene: -tan x ; ya que: tan z = 0 


-[tan0 + tan] 


t = -tan (0 = t = 
an а = -tan (Ө + B) peo 1- tan8G.tanf 


28 


| Sea DE L BC — en el A DFC por Pitágoras tenemos: 


FC= /DC2-DF? = лз? -22 


' FC-3 х ЕВ= А” =3 


3 
Enel ABAD = tan0- = = 2 
6 (2) 
Enel Ë АВС = tanf- == = 2 =з 

reemplazando (2) en (1): tana = - 
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A — A A DEUS 


41.- Sea ЕЕ = 2020 = ВЕ-а 

ВЕ = ЕС = За = АВ = ба 
беа: m Z ВАЕ= а v т/ ВАЕ = В 
La relación angular es: 0 = В – а 
Luego: tan 0 = tan(p — a) 


Tw tanp- tana 1 
P» Au 1+tanftana p 


1 
En el ABAE = tan Q = 6 
j - (2) 
En el A BAF > tan В = 2 


Reemplazando (2) en (1) tenemos: 


tan Ө = ** 54253112 
11 13 13 
1+—— — 13 
26 12 
La hipotenusa se halla por Pitágoras: sec 0 = м8 


42.- Sea АВ = х, т Z ВАС = т 2 DAE = Ө, 


т 2 CAD = а NS 


Planteamos las siguientes relaciones angulares. 


® 
EnelhABC = {апӨ= i 
Enel h ABD = tan (Ө + а) = > .-- (1) B 15 Є >a D [Сул E- 
EnelhABE = tan(28+a)= = 
También se debe cumplir: Ө = (20 + a) - (0 + a) 


tan(20 + о) - tan(04 о) 


tan Ө = tan[(20 + 0)-(0+0a)] =>  tan0- Tatin(204 dj'ian(0 dj A) 
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6 3 3 
гары 2 ЖҮЗ E: 
Reemplazando (1) en (2): Dei 73 E E UR IR = = 2i 
x x x 
x 418-33 > хХ-9-» х=+3 8-х-3и 


43.- Sea: AB=x;mZCAB=a 


1 
Enel № АВС > tan 0.= E 
3 
En el & ABD = tan (0.+B)= = .. - (1) 


Enel МАВЕ х= (an p= Z 
La relación angular es: B=(a+fB)-a 


tan(a - В) – tana 
1+tan(a+B).tana ` 


132) 


tanf-tan[(a--p)- o] =>  tanf- 


Eu 2 
E ox. 7 EX "мг 
Reemplazando (1) en (2): "t ат => Ha > S 713 
ХХ х? 
PCM $ 1 
= Y+3=12 > x=AB=3 с апр == > 
6 m6 2 3 
be 1 EE а, 
La hipotenusa se halla por Pitágoras: sen В = 315 E: sen в= 3 =. 
IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DE LA SUMA DE 3 ARCOS 
cos(a — b) 
44.- Se cumple que: ———— =1+tana.tanb 
cosa.cosb 
Aplicando dicho teorema en el problema, tendremos: 
M = 1 + tan x.tan y + 1 + tan y.tanz + 1 + tan x.tanz 
M = 3 + (tan х. tan y + tan у. tan z + tan х. tan Z) 
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Como: х+у += = 90° >tanx.tany+tany.tanz+tanx.tanz=1 
Finalmente: (ма 
45.- Del dato: А + В = 90°- С =  tan(A + В) = tan (90° - C)... (1) 


Pero: tan (90° - C) = cot C (por arcos complementarios) 


En (1): desarrollando al lado izquierdo tenemos: 


tanA + tanB 1 
— = cot C = —— > tan А tan C = tan B tan C = 1- tan A tan B 
1-tanAtanB tanC 

= tan Atan B + tan B tan C + tan A tan C =1 БЯ JWI 


46.- Del dato: А +В = 180° - C 
tan(A + B) = tan(180? - C) ... (1) 
Pero: tan(180? - C) = - tan C (Por reducción al I C) 


tan A +tanB 


En (1): desarrollando el lado izquierdo tenemos: AE, tan C 


tan A + tan B = - tan C + tan A tan B tan C 
tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C 
=> W=tan Atan B tan C - tan A tan B tan C 


47.- Como: 
cotx-tany=m => 1-tanxtany=mtanx ...(1) 
coty-tanz=n = 1-tany.tanz=ntany ...(2) 
cotz-tanx=p => l-tanx.tanz-ptanz ...(3) 


Sumando las igualdades: (1), (2) y (3) obtenemos: 


3-(tanx.tany+tany.tanz+tanx.tanz)=m.tanx-n.tany+ptanz...(*) 


л 
Como: TO = tan х. tan y + tan х. tan z + tan y . tanz = 1 


Luego en (*): 3- (1)=m .tanx+n.tany+ptanz -. mtanx+ntany+ptanz= 2 
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sen x 


48.- Como: sen x + cos y . cos z = 0 = cosy.cosz 2710) 
Pero: х+у+2= 180° => sen х = sen(y + 2) 
sen(y +2) 
En (*): а == = tany +tanz=-1 ...(1) 
COS y.COSZ 


También si: х+у+2 = 180° > tan x+ tan y + tan z= tan х. tan y . tan z 
Por (1): tan x- 1 = tan x. tan y. tan Z х M=tanx-1 
49.- Agrupando convenientemente los ángulos, tenemos: 


_ sen[(x+z)+y)} _ sen(x+Z)cosy + cos(x * z).seny 


cos[(x + z) – y)] cos(x + Z).cosy + sen(x + z).seny 


Dividiendo el numerador y el denominador entre cos y . cos(x + z) tenemos: 


sen(x + 2)соѕу + cos(x + z).seny 


n COS y.cos(x + Z) m _ tan(x*z)-4 tany a) 
> cos(x + z).cosy +sen(x + z)seny 3 1+ #ап(х +2). апу `` ` 
соѕу.соѕ(х + Z) 
tanx+ tanz 2+3 
Pero: tan(x + 2) = "ай лал = 1—2(3) =-1, ..«(2) 
| mad LAM LL 
(2) en (1): HI IUE qv W=-1 


50.- Sumando miembro a miembro tendremos: 
tan А + tanB- К 


tan А + ап С = / 


tan В + tan С = т 


2(tanA+tanB+tanC)=k+l+m = tan Алап Btan C= КАБЫ" (1) 
ѕеп С 
AA A A 
De la condición: tan A+tanB=k => СА ЕВ ^ 


Luego: sen C = k cos A cos B 
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Análogamente: sen В = l cos A cos C 

sen À = nt cos Ë cos C 
Ahora multiplicamos las expresiones anteriores, obteniendo: 
sen A.sen B.sen C = Кт соѕ2А.соѕВ.соѕ2С 


tan A.tan B.tan C = klm cos A cos B cos C ... (2) 


De (1) y (2) obtenemos: klm cos A.cos B.cos C = кум 
2КЇт 
sec A.sec B.sec C = КЕЛЕ 


51.- Reduciendo aproximadamente las expresiones indicadas tendremos: 

* sen(B + C) = sen (z - A) = sen A 

* cos(B + C) = cos (п- A) = -cos A 

* cos C = cos[z - (A + B)] = -cos (A + B) 

* cos(B - A) + cos(A + B) = cos B cos A + sen В sen A + cos A cos B-sen A sen В = 2 cos A cos B 


. Luego en la expresión W, obtenemos: 


WE sen? A— cos? B—cos2C — we соѕ2В- ѕеп2А + cos^C 
—cosA.cosB.cosC cosAcosBcosC 


се —— 2 
_ cos(A+B)[cos(B- A)+ cos(A+ B)] 
= cosAcosBcosC 


cos(B+ A).cos(B- А) +[-соѕ(А+ B) 
cosAcosBcosC 


— We 


-cosC.2cosB.cosA 


Finalmente: W = СЕВ СОЗС 
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01.- Del enunciado del problema, podemos reconocer que: 


csc (90? - A) - х. cos А . cot (90? - A) = sen (90? - A) 
A ——ə—.h — O mam 
sec А tan A cos A 


Todas las equivalencias indicadas se deducen de la aplicación de reducción al IC ex- 
puesta en el caso 1 (item 10.1) sobre ángulos complementarios. 


Ahora, escribimos el problema como sigue: 
sec A-x.cos A.tanA = соѕ А = secA-cosA = x. cos A. tan А 


Por identidades trigonométricas, deducimos: 


2 2 
cla -cos A= хе A ЗА = Зэ TA = Sen =xsenA 
E 
Luego de simplificar: sen A , se obtiene: ОхзылА 
02.- Se pide: E = cos 1° + cos 2? + cos 3° +... + cos 179° + cos 180° 29200) 


Que también se puede expresar como sigue: 
Е = cos 179° + cos 178? + cos 177° + ... + cos 1° + cos 180° ... (ii) 
Sumando miembro a miembro, y aplicando: cos x + cos y = 0; cada vez que: x + y = 180°. 


Se obtiene: 2Е-0-0-0-..-0-2-сов 180? 


2E = 2 - cos 180° = 2(-1) Л 7 


03.- Por ángulos suplementarios, tendremos: sen = = sen 17 


Y por ángulos complementarios: | sen E = cos ф 
— os E. > сев Ж «ent 
12 12 12 12 12 


Reducción al Primer Cuadrante 157] 107] 


Y por ángulos complementarios: cos ES = sen i5 = соз + = -sen 41: 


Reemplazando en la expresión inicial, obtendremos: 


T 

COS a sen 
12 12: .. 2 
n um p 21-12] 0 
12 "712 


04.-а) Eliminamos el número entero de vueltas, para ello se descompone el ángulo a 
reducir en múltiplos de 2 z más un cierto ángulo. 


527 257 


sen 73 .cos -3 = sen (16+ 29) .COS (вет) 
25л 4 
sen +37 3 «СОВ 74 = sen Y cos 2 = (-) (+) = (-) 
-- —— 
шс LE 
b) Eliminamos el número entero de vueltas 
sen Xm .cot == = sen [e E" cot +) 
sen “сс Sur .cot EST = sen ал эб Г = (+) (+) = (+) 
5 “BL 5 
— — 
IC me 
2051 73m — 2057 737 
c) sen(- 3 )< Ola 10 — sen - cot 10 


Eliminamos el número entero de vueltas 


sen (©) cot = -sen (sas +35). cot (en нэн 
7 
sen (252) cot Eg = sen $ -cot (1+ 135) - (4) (07 
IC шс 
Finalmente, los signos serán: (99:49:04 


05.- Trabajando por separado con cada expresión, obtendremos 


R = cos (7269 + 90%) + cot (3607 + 65°) 


(eliminando el número entero de vueltas) 


R10 008] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


E 9 
EDITOREA 


К = cos90° + cot 657 = Е = соғ 65° 
c ET 


0 


S = sen (360 + 90°) . tan (720 + 65°) =  S=sen90”. tan 65° 
1 


Finalmente: R.S. = cot 65?.tan 65? Eu 5 


06.- Descomponiendo cada ángulo convenientemente: 
(5 ит +x=2m+34 +x = sen (17 +x) = sen (3243) 


() pr +y=8n+ 2 a = sen (337 +y) = HER (159) 


[9%] 


(*) 554 +x=13n +3% +х > cos (55%+x) =-с -cos Tex) 


| 
() 774 +у= 190+ 2 +y => соз (724) = = -cos (2+у) 


Reemplazando en lo que se pide: А - В, se бепе: 


A-B=sen (37-х) зеп (2 +y) - [-° es (Ar) ] [cos os(5+)] 


Factorizando (-) , y ordenando: 
As HE -[cos(37+x).00s(7+y)-sen(37 +x]sen( +y)| 
A-B=- | (32454233) = -[cos (z + x + y)] = -[-cos(x + y)] 


07.- Utilizando cada uno de los casos de reducción al primer cuadrante, tendremos: 


T 
sen (z + х) = - sen x cos (2+х) =- sen x cos (х-л) = - cos x 
sen Эл) = - COS x csc (t + x) = - csc x sec (Та) = = +С5С X 
3n 
tan (x-3) = - cot x * cot (2-3) =+tanx 
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2 2 
—senx)(—senx)+(—cosx)(—cosx sen x+ cos” x 
Luego: w= ae A E )( EM X ) => W = — -——— 


(—cscx)(csc x) - (- cotx)(tan x) —с5с^х +1 
: 1 r 2 
Finalmente: W= 2 Es W = - tan” x 
—cot x 


08.- Reduciendo cada uno de los factores al primer cuadrante, tendremos: 


Se observa que: tan (-2-а) =+со о sec (Зп - e) = - seca 
117. 3 = 
sen FTE = - cos QA cos (- 407 + Q) = + cos Al 
cote)(—seco)(—cose cosa 1 
wc 0 аз) = W = соіа sec e = y m W = csc а 
cosa sen  cosc 


09.- Reduciendo cada uno de los factores al primer cuadrante, tendremos: 


(.) sen (n -x)= sen x 


( : 991. A 9л а Wu Эта 
(.) со! (x 7) cot[ (Y x)| = cot (x z) Е x) 


ИЕ 6 ! 9л} .. 
cot Ë 7 | (tan x) zs cot ( 2 | tan x 
(.) соѕ (x - 367) = cos x (.) tan (13л + x) = tan x 
(.) (+22) = -cot x (2) cos (Та) = +sen x 
2 ? 
т, is ветот совх) ) — = osx _ 
(tarf)(-cotx)(senx). cotx.senx 
dic ЕЕ ^ (Ма 
m Sem 


Nota: Recuerda que V ke Z . 
R.T.(2kr + a) = R.T.(+ о) 


R.T. ES Dz +a] = + CO-R.T.(o) 


R.T (kn + a) = + R.T.(o) 
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10.- Utilizando los casos de reducción, tenemos: 


cot(19957 - Ө) = - cot Ө cos (2392.6) E cos (118. 32.6) = + sen 0 
sec(-804m + 0) = + sec Ө sen (-1615+0) = -sen (вол--2-0) = -cos 0 


Además se debe tener en cuenta que: 
239 = 60(4) -1= 4-1 Ed EU M 


(-cotO)(sen0) 


Luego: W = (сб со) = W=cot6.sen60 
W= ча? 9 : W = соѕ Ө 
= o E sen ERN = cos 


11.- Reduciendo al primer cuadrante, como sigue, tendremos: 


(*) tan (72 +a) = -cot a. (*) cot(175 1- a) =-cot a 
(*) sen(809 x + о) = -sen a (*) cot(72 п– о) =-cot a 


(*) sen (913- 2 = -cos 0 (*) sec (552+а) = csc Q 


(7 cota).(—cota).(-sena) T 


А 2. 1 
ЫЕ" (7cota).(-cos о). (csc aL) 9 sen = -7 
= — № —x BO => ,x=-445 
—4J5] 9 - 
Finalmente: M = 2 45. E Ч жт л M=-40+9=-31 


12.- Efectuando en la expresión la reducción al primer cuadrante, tendremos: 


1-sen(x- 27m) 1-cos(-107.4 x) 


k gm art n 
1-со[-х+231) 1-веп[—х+13®) 
(*) sen(x - 277) = -sen x (*) со5(-10л + x) = +cos x 
() cos [>+ 235) = -sen x () sen гэ +132 т) = = 4COS X 
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1-(=senx) 1-(cosx) 


= 1-(=senx) 1-(совх) P3 2 Ё Wa 


Luego: w 
13.- Para el calculo de «М», analizamos para «п» par y «п» impar, así: 
Si “n” par: ED" =1 
M= sen (пл-®) . CSC (+ z) > M= (+senz) (+сст) = ЕТ 
4 4 4 
Si “п” Impar: (-1) = -1: 
M = sen(m. 1) esc [na - E) = M= (sent) cc 2-1 
4] 4 А 4 


Finalmente: M = 1 


14.- Сото: х+у= 


NIS 


ser л у) tan(r + y) (cosy).(tan y) 


tang =  —_—-- == E A 5 зе 
cos[5+x).tan(35+x) Csenx).(-cotx) 
2 2 
oy Y 
E cosy | seny 
tan 0 = шат = (ап Ө = sx 
senx 
senx 


T 
Pero: х+у= 7 => seny=c08x = ќапӨ = 1 


15.- Reduciendo cada uno de los factores de la expresión «М» al primer cuadrante, tendremos: 


(*) sen(180? - о) = sen с (*) cos(a- 90°) = cos(90? - о) = sen о 

(*) tan(1260? + о) = tan(180? + о) = tan al (*) cos(540? - а) = cos(180” - о) = -cos а 

(*) ѕеп(450° + о) = cos а (*) tan(360? + a) = tan с 

3 _ (sena) (sena) (tano) m- ‚ (ЫН 
(7cosa)(cosa).tan с -cos Q 
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16.- sen (553 -0) = - cos 0 
cos (72^ ө) = - sen Ө 
En la condición tenemos:  k(- cos 0)(- sen Ө) = 2 


1 
! за Mc 
= sen Ө. cos Ө 2k (1) 


W = sen?0 + 2 sen Ө cos Ө + cos^0. . (2) 


Se pide: 
41 ү,1. 8 
(1) en (2): w=1+2 27) =1+ x E 


17.- Reduciendo al primer cuadrante, tendremos: 


T TN n 
sen (1253) = sen (187-2) = -sen y 


Reemplazando los resultados anteriores en W, obtenemos: 


Wz-2 


W =-sen 7 + (-sec3) - (пя) => W =-зесз 


18.- Aplicando el caso de reducción para ángulos mayores de una vuelta, tendremos: 


3000? = 8(3609) + 120? = сов(30009) = cos 120° = - cos 60° 


2000? = 5(360?) + 200° 
cos 300? = + cos 60° 


= cos(2000°) = cos 200° = - cos 20° 


Reemplazando: 
(—cos60°)—(—cos20°) 1 cos60°+cos20° 
EXE k (1) 


En la condición tenemos: сов60”-(-сов209) oa” 
e _ (—cos60°)+ (—cos20° ) _ _Cos60°+cos20° 
Sr pide: — с0560°(—соѕ20°) > 7 _соѕ60°+с0520° ` ` 2) 
1 
Reemplazando (1) en (2), tenemos: W= il 
413 
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19.- Sean los ángulos А = &-г; 8-0: C-a-r (ángulos en progresión aritmética) 
Como: А+В+С= 180° = За = 180° = а = 60° 
Escribiendo como sigue «М», tendremos: 


sen(180*-2B- C) со5(180°%+А + 2C) 
sen(B - C) Ч cos(B — C) 


аг -sen(2B+C)  —cos(A+2C) 
* ^ se(B-C) | cos(B-C) 


Reemplazando sus respectivos equivalentes en términos de a y r, tendremos: 


_ =ѕеп(За + г) —cos(3a + ғ) 
sen(—r) cos(—r) 
-sen(180^-r)  —cos(180”+r) 
= = = эуүтэж = 
—senr cosr 


Luego de simplificar, obtenemos: 


senr COST 
— + 2 
—senr cosr 


M= -1+1 л M=0 


20.- Reduciendo cada uno de los factores y reemplazando su respectivo valor numérico 
tendremos: 
43 


sen 420? = sen(360? + 60°) = sen 60? = — 


cos 240? = cos(180? + 60?) = -cos 60? = - 


tan 405? = tan(360? + 45°) = tan 45° = 1 


1 
sen 210° = ѕеп(180° + 30°) = -sen 30° = “л 
cos 225° = cos(180° + 45°) = -cos 45° = - ай 
tan 570° = tan(540° + 30°) = tan 30° = са 
2 
Ў (л 
= 227 | ә 
Luego: М= = | — MET 
- ay ps (5) 2 
2 2 3 
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21.- Si: 2 540° = 7(360°) + 20° luego: sen(2 540°) = sen 20° 
Del mismo modo: 


1910? = 5(360%) + 110% = со5(1910°) = cos(110%) = -cos 70° 


y 


2680? = 7(360°) + 160° 
26307 = 7(360°) + 110° = sen(2630°) = sen(110°) = + sen 70° 


cos(2680°) = cos(160°) = - cos 20° 


Reemplazando en W: 
| веп20°+2.[—соз70° Ë sen20°— 2sen? 20° 
i — cos20?«2[sen70* Y —cos20°+ 2cos? 209 
Ordenando y factorizando: 


ѕеп20°(1 – 25еп220°) 


sen20*(1—2sen? 20°) 
=. a — a mera ЗЭ гэх 
cos20°(—1+ 2 соѕ 20°) 


cos20*(1-2sen" 20°) 


Luego de simplificar, obtenemos: W = tan 20° 


CASOS PARTICULARES DE REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


22.- Trabajando como en el problema anterior, tendremos : 


COS-107 + Cos-30° + cos 507 + cos 90°... + cos 130° + cos 150° + cos 170° 


Q — FV— 
-cos 50" -005.30° -cos 10" 
Efectuando las simplificaciones indicadas obtendremos : 
cos 10° + cos 30° + cos 50° +... + cos 170° = 0 ; Pues: cos 90° = 0 


23-5:  A+B+C=180”, entonces: tan A = -tan (B + C) 
r A 


Á tan B+ tanC 
Desarrollando el segundo miembro, obtendremos: tan À = J tanB.tanC 


=> tan A - tan A. tan B. tan C = -tan B - tan C 
de donde : tan А + tan B + tan C = tan A . tan B. tan C 
E E de s PEI 
чере: tanA+tanB+tanC ~ tanA.tanB.tanC 
: cot A. cot B. cot C 


tanA+tanB+tanC ` 
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24.- De la ecuación inicial, transponiendo términos, tendremos: 


(2) " (23-22) 
tan 8 = -cot 4 
Usando la tranformación Il: tan (255) = -cot (# 32722) 
IV Q 
un (232) = а) 
t [on “| (25522) 
ап 8 = tan (547 


Уй 24-35 (38-25 
De donde, deducimos: Р. 


2a-3b=6a-4b => 5-4а 


25.-Como: A+B+C=180 >  sen(A+B)=senC = cot(A + B) = - cot C 
También: tan(A + B + C + C) = tan (180° + C) = tan C 


L o But “ама „де. 
uego reemplazando en M: = sec tan . (-cot C) 


= M=l-H#nC.cotC ~ M=0 
I 


26.-Como: x+y=n => senx-seny 


2х + 2у = 2л = sen 2х = -sen 2y 


Reemplazando еп М obtenemos: 


y 
2cotc ) 
—sen 2 Е 
ѕеп у 2 Тус ecu A) М-1-2-3 . M=0 


а мрн - 
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27.- Recordemos, si: x+y = mx = COS x = - COS Y 


5n 3n 7л л 


Entonces: COS. — GOSA => Cos — = - cos — 
8 8 8 8 


Reemplazando en “M” obtenemos: 


= COS + cos gs - cos 8 ` oss 5b -0 


senx =sen y 


Nota: Recuerda que, 5: х+у=л = нэн -0 


28.- Como: x+y=180 = senx=seny => tanx=-tan y 
Como: у+2 = 270° = cosy=-senz = tanz=cot y 
Luego reemplazando en “M” obtenemos: 


—senz 
ii — sen 


O * С? tan y). coti) = M=1-4.tany.coty 


Pero: tany.coty=1 > M=1-4(1) 2 M=3 


29-5: a + В = 270° = tana=cotB => tan(230? + x) = cot(40° - x) 
Si: a*B-90 = (апа = со В = tan(50° + х) = cot(40° - x) 


cot(40°—x) + cot(40°—x) 


En «М», tendremos: M = соң40°—х) ME 23 
30.- Сото: o«-«f-180 = csc a = csc В 

2741 т+2 2 2 
Luego: = ———— =  2m' -m-1-2m + Зт- 2 


2m-1 т-1 


A continuación al simplificar obtenemos: 4т-1=0 > m= 


amm 


31.- Sea: N = sen 120? + sen 140? + sen 160? + ... + sen 260? 
D = cos 20? + cos 30? + cos 40? + ... + cos 170? 


” та sena = senf 
W раА соза:-со8д-0 v cosa =-cosf 
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sena =-senf v sena +senf =0 


Si а + B = 360° Бра 


Entonces: sen 120°+ sen 140?-- sen 160°+ѕеп 180?-- sen 200?--sen 220?--sen 240? + sen 260° 
0 


= N = sen (270° - 10°) = -cos 10° 


D = cos20?-cos30?-- cos40?* ...-- cos160? + cos 170° 
Ü 


D-cosi70 =  D-cos(180?- 10°) = -cos 10° 


—cos10* 


; a LAN - 
Finalmente: M= Ур 


M-z1 


x 
32.- Como: sen © = cos(B + 0) => e + B + 0 = (4k +1) 7 ,Vke Z = р 2042 -20-4Кл-т 


tan (4k +1)5+0 


| _ -cot8 . 8 s 
со(4Кл-л-0) ^ cot0 F Mea 


33.- Como: A + B+ C = 180° — 2А + 2B + 2С = 360° 


Finalmente: M= 


= sec(360?- А) = сѕс(360° + В) = sec A = csc B => А+В=90° 
Luego: С = 90° ES El triángulo ABC es un triángulo rectángulo 


34. Como A + В + C=180° =  cos(A + В) = - соѕ С 


cos(B + С) = - cos А cos(A + С) = -соѕ В 
—cosC —cosA  -cosB 
pues. Me cosC ' emA ' cosB Y Mela 


PROBLEMAS GRÁFICOS DE REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


35-МВМО: tan(n-0)- EM 


= ВМ = R ќап(л – Ө) 
Utilizando la relación al primer cuadrante: 


ВМ = -R tan 8 


36.- En el gráfico, introducimos el ángulo 
auxiliar «o», notar que: a + Ө = 180° 


En el KABAH; calculamos BH, así: 
вн = 47222 - Ja5 -3 5 2 


Por propiedad, si: о + Ө = 180° 


= tan Ө = -tan а A 
A 
37.- De la figura: a+(-0)=x 
LM E 
> а=п+ y 137 +5 
л Ө 
sen( +0) Pt 2 2 
Luego: М- *= ` 
зеш cot— 
2 
Pero: sen(n + Ө) = - sen Ө 
0 
—2cot— 
6 —зепӨ 
ө (252 өө = > M= == m 
senO cor 
2 
Simplificando: М--1-2 х Msi 


38.- De la figura los ángulos a y Ө + л son coterminales. 
їаг(0) = tan (0-7) ~. tana- tan 0 


También a es un ángulo en posición normal 


а = tana =. 


ülanO-b > Wzb-2b 
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39.- Determinamos la longitud del radio vector OP = 122 +(—5)* 


Luego: OP = 13 

De la figura los ángulos z + © y Ө son coterminales. 
ѕеп(л + о) = ѕепӨ ~. -ѕеп а = ѕеп Ө ... (1) 

También Ө es un ángulo en posición normal 


ua ES 
dh. —— ^ = 13 


En (1): sena - - sen 0 =-(53) 


Finalmente: 13 sen a = 5 5: Үү -5 
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EDITORES 


01.- Escribiendo apropiadamente la expresión W, tendremos: 


W =3 + сов 4x - 2(2 sen5xp = W = 3 + cos 4x - 2(1 - cos 21)? 
A continuación aplicamos la fórmula para «degradar» cosenos, así: 


W = 3 + cos 4x - 2 + 4 cos 2x - 2 cos? 2x 
W =1 + cos 4x + 4 cos 2x - (1 + cos 4x) 
Efectuando: W = 4 cos 2x 


4 
02.- Recordemos: cos*x - sen'x = (cos^x - sen?x)(cos^x * ѕеп2х) = cos 2х 


Luego: M = 2 cos22x - 1 = cos 2(2x) E: M = cos 4x 


03.- Descomponiendo la suma de cubos como el producto de dos factores, tendremos: 


1 


ATA 
(sen x4 cosx)(sen? x + cos! x ^ sen x.cos x) 
M = = Ie ® 5 (2 sen х.соѕ х) 
зеп Хх + соѕх 


A continuación luego de simplificar lo indicado, obtenemos: 


M = 1 - sen х. cos x + Sen х. cos x f: M=1 
04.- Recordar: 1 + cos 2а = 2 cosa ‘=> 1-со820-2 senza 
2cos? а cos? Q cos? a 1 7 
>» W= = ———X-—V— 200-2 УГ = OM 77 E М = 4. sca 
25еп 20 (2send.cosa:) 4.ѕеп QG.cos' Q 


4 4 6 2 4 2 4 6 
05.- Recordemos: cos x - sen x = cos 2x => М = cos x-cos x.sen x + sen x.cos X- sen x 


Factorizando como sigue: M= cos^x(cos'x - sen*x) + sen2x(cos x - вёр х) 
4 3 8 2 
М = (cos х –ѕеп x).(cos x*sen x) ~ M = cos 2x 
¡AS it A Ma 
cos 2x 1 
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06.- Utilizando las identidades pitagóricas en los denominadores, tendremos: 


cosx senx 
MUT utu ec нн 
secX.sec X  cscX.csc x 


A continuación escribiendo en términos de senos y cosenos obtenemos: 


cosx senx 4 
M= 1 - 1 = со8 х -sen x 


3 3 
cos” x sen x 


Finalmente: М = (соѕ2 х+ѕеп2 х) (cos? x -sen? X) M = cos 2x 
1 cos2x 
2 
1+{ап x 
07.- Recordando: ѕес 2х = ——— 
1-1ал x 


Luego en el problema, tendremos: 


М = sec[2( £-2«)] => W=sec (Z-4a) 


42 W = csc 4a 


08.- Escribiendo apropiadamente la expresión tendremos: 


х 
М = tan?x. |-2283- = -sen2x.secx = М = іап2х . sen 2х - sen 2x . secx 
1+ (ап х 
Luego de factorizar «-sen 2x», obtendremos: M = -sen 2x(sec^x - tan?x) 


= M = -sen 2x(1) 5n M = -sen 2x 


09.- Escribiendo la expresión en términos de la «tan x», tendremos: 


tanx cotx tanx cotx tan? x 

EIU. —LTIJ A TRA mama? sns; 

(1+ tan“ x) 1+tan? x (1+tan x) (1+tan x) 

tan? y 
2 
a : tanx(1+ tan x tanx 
Factorizando como sigue obtenemos: M = o Alan 2) 2. ) > =S 
(1+tan х) ] t tan^ X 
Pero: sen 2x = 2 tant Ё М = 1. sen 2х 
1+ (ап х 2 
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10.- Se pide: W = cot 7” - 2 cot 14° 
Por propiedad de arco doble: cot x - tan x= 2 cot 2x 
En el problema: cot 7? - tan 7? = 2 cot 14? 


Agrupando convenientemente: cot 7? - 2 cot 14? = tan 7° 


W = tan 7? 
11.- Escribiendo como sigue la expresión: 


W = cos 2x - (sen x + cos x). (senx — cosx)? = W = cos 2х - (sen 1 + cos x).| senX-cosX 
«0 


Pero del dato: sen х < cos x = senx-cosx<0 
Luego en W, tendremos: W = cos 2x - (sen x + cos x).(cos x - sen x) 
Finalmente: W = cos 2x - (cos^x - sen?x) 

= W = cos 2x - cos 2x 2 W=0 


12.- Escribiendo en términos de senos y cosenos, tendremos: 


sen0/2 201250 
777) 20 20 1-4sen” —.cos 2 20 
М- T е ө 7 25еп 2 cos; 5 = M= 20 . cos“ — 
288555 2с05--- 2 


Finalmente, utilizando las fórmulas del doble y las identidades trigonométricas funda- 
mentales, obtendremos: 


2 
HE 2sen 2. cost 2 > 
Mas > = м-їпи:9 . ANS 


Ё 2 2 së 2 
13.- Escribiendo en términos de senos y cosenos y efectuando apropiadamente, tendremos: 


senx(cosx +1) 


E М = 1 + соѕ x + 
cosx cosx 


W = 1 + cos x + sen x + 


(cosx + senx) 
cosx 


W= (s cosa) (1) = W=(1+cosx) 
cosx 


Expresando los factores lo más abreviadamente posible, tendremos: 
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а ' 
W = 2 сов? . J2 sen EHE a W = 242 cos? (2) sen [x + F) sec x 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


14.- Resolviendo en el lado izquierdo de la igualdad, tenemos: 
= la senta)? + la cosa)? 
A continuación, utilizamos las fórmulas de «degradación» del doble, obteniendo: 


(1- cos 20)? + (1 + cos 2a)" 


AJN aj 


z 7 ral 7! - 
- 5 cos 20 + 4 cos 2a + 4 + 2 COS 20 + gcos 20. 


= 2-3 cos 20 + 2 cos 20 
= 2 - 3 cos 20. + (1 + cos 40) 
= 3 - 3 cos 20 + cos 4a 
Comparando con el lado derecho: m-3 ; n=-3 ;p-1 


т-п-р=3+3-1 = 5 


2 
1+ апа 
15.- Sabemos que: sec 20 = > 
1-tan Q 
Analizando el primer factor: 
1+tan? чое ? t tan2 
Se x anx n2x 
d+ $60 2:21, PES = 145e92u-— ——Gm = 1 +ѕес2х= — 
1-tan x 1-tan x tanx tanx 


Análogamente: 


tan2x  tandx  tan8x 
tanx  tan2x ` tan4x 


Мун! La Л. В 
Comparando tenemos: А = 1, В = 8,С =1 ~. А-С 


= tan 8x.cotx 


(1 + sec 2x). (1 + sec 4x).(1 + sec 8x) = 
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16.- Desarrollando en el lado izquierdo de la igualdad: 


2 ism 
5% asen 5 x юо | x | 
se 4 8 л 
= 5 = 4 cos? B 
Y 8 
sen — se 
s 5) 
= A=4,n=2 => VA-44 -. INED 
17.- Utilizando el triángulo del ángulo doble, tendremos: 
: а 14 
2tanx LS кап 
sen 2x = ==> ^ cos2x- — m7 2tanx 
l+tan x 1lttan' x 


Desarrollando en el lado izquierdo de la igualdad: 
1-tan'x 


2tanx 1-tan^x 2 2 
A|— —5s-|*B| ——,5-|* C20 = 2A.tanx & B-Btanx & C + C tanx = 0 
1+ ап x 1+ ап? х 


(С-В) tanx + 2А tanx +B+C=0 ~ р= С-В 
— м  — —— 
р 4 


- 


3 2А 4 
r=B+C€ > B+C = ғ 


2x 


18.- De la condición: cos 2х = 1 - 8 сов 2 (i-es 2 


) => cos2x=1- 2 (2sen2. сэ | 


1Х 
Беп > 
= cos 2x = 1 - 2 ѕеп2х = со5 2х = - соѕ 2х 


Finalmente: cos 2х = 0 23 М-3 


19.- Del dato, elevamos al cuadrado: (4 sen c - 342 cos ay = 5? 


16.sen?a - 2(4 sen a) (342 cos 0) + (3 42 cos ay = 


8(2sen^a) - 124/2 (2 ѕеп а cosa) + 9(2соѕ2 0) = 25 ... (1) 


1-сов20. sen2a 1+с0520. 

8(1 - cos 20) - 124/2 . sen 2a + 9(1 + cos 20) = 25 
8 - 8 cos 2a - 1242 sen 2a + 9 + 9 cos 20 = 25 
cos 20 - 12 4/2 sen 2a = 8 


Finalmente: W=8 


Identidades Trigonométricas del Arco Doble Els] 


1 
20.- De la condición: cos x - sen x= —————— => 2 cos2x - 2 sen х. cos x= 
(2cosx)m 
1 1-m 
= 1l+c0s2xr-sen2x=— = cos 2х - sen 2х = 
m m 
2 
2 1-m 
Elevando al cuadrado: (cos 2x - sen 2х) = ES 
2 
2 2 1-т 
= cos 2Х + sen"2x - 2sen 2x.cos 2x = E 
1-т 5 2т-1 2 
1-| — | =sená4x => sen4x= — T. csc 4r - = 
m m тт 280171798 


a |= 


21.- Escribimos convenientemente, para hacer aparecer la fórmula del seno del doble: 


3 
W = 1- + Q sen x cos х)? = W = 1- 2. sen?2x 


Finalmente reemplazamos el seno del doble, obtendremos: 


cosx  senx 
22% Сото —— = 
m n 


n 
= tanx=— 
m 


Reemplazando el valor de la tan x, en la expresión «E», obtendremos: 


2 
E 1 1-5 + [22] 
Ln 5 | 2tanx J m m 
E-2m|———3—|-«n| —— | > = 
n 


1+{ап^х 1+tan?x 


Luego de simplificar y agrupar convenientemente tendremos: 


m? - mn? + 2mn2 m? +mn2 
F Es az a k ЕЕ 
m *n m +n 
s m(m? SE n?) 
Finalmente: E= —>— & E-m 
m +n 
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SDITORES 


23.- Utilizando el triángulo del doble en el problema, así: 


2tana 1+tan?a+2tano uS 
2 2 x 
En el dato: k= —L+ tan; © -——lttana 5 
1 tan Q 1+tan” A—1+ (ап а 2a. 
1+tan?a 1+tan?a 1- tana. 
2 2 
SE e 1 
Eon. Р -Эвш 5 E w= 1 
2tan^a (1+ апо)? k k 
24.- Como: cos х. cos у = sen a --(1) 
sen x. sen у = cosa - (2) 
Sumando las proposiciones (1) y (2): cos x . cos y + sen x sen y = sen a + cos a 
Luego obtenemos: cos(x - у) = sena + cosa ...(3) 
Elevando al cuadrado la expresión (3): cos2(x - y) = (sen a + cos ay 


2tan а 


A continuación utilizamos la identidad trigonométrica fundamental obteniendo: 


1 - sen^(x -у) = sen? а+ cos?a + 2sena cosa 
1 


sen 21 


= 1 - sen^(x - у) = 1 + sen 2a 
sen'(x - y) = -sen2a 


25.- Hallemos la relación angular, así: 


277) 2055) =" T ЕНЕ! 
17 17 17 


Aplicando cosenos еп ambos miembros de la igualdad: 


cos [20-155 | = 21883) -n| өнөө 2( +x) | -- Ї -2sen? (0 


Reemplazando la condición en la expresión (1), obtendremos: 


2 
T1_>(11 .— ЭМ 
cos (2x-15,5) = 2(3) Ше 9 
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26.- Hallemos la relación angular: 


“(= ЕА 


Dy 
Reemplazando la condición en (1): sen 15 | - 20 +1 


os(a—b 
27.- Se sabe que: tan a + cot b = Е) 
соѕа.ѕепр 
Del dato: tan 2x + cot x = 8 cos?x 


Efectuando como sigue en el problema obtenemos: 


cos(2x -x cosx 
cier” +) -8cosx => —T— -8cosx > 1= 4 (2 sen X.cos x) .cos 2Х 
соѕ2х.5епх cos2x.senx ———=== =? 
sen2x 
Efectuando como sigue: 
1=2(2sen2x.cos2x) => 2sen4x=1 .. EMEEN 


sen 4x 


28.- De la C.T. se observa que: tan (8-х ) = сох = іап(Зл + х) = tan х 


En el dato: cot x - tan x = 2k 
cosx senx соз? Bu sen? x 
Р -2 = ЕЕЕ -k 
ѕепх COSX sen Xcos x 
cos2x 1 
De donde: | ——-— = =; Гала = = 
ѕеп2х k 
1+ tano 1-tan?a 
Luego: sec 20 — m. А СОЗО = ss уут 
1-tan*& 1+ апт с 
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1+ tan? Za 1 —tan? 2a 


En el problema: W= - 
ap a 1- tan? 20. 1 + tan" 20 


ы d Hel 2-4 
= У = - = үү = 7 7 
1 1 k-1 КА1 
1 "P 1+ рд 
Efectuando y simplificando obtenemos: 
> m.é2é+s1-4+20-1 Е 
" k*-1 C Wu 
2tanx 
29.- De: sen 2х = —— 
141їал x 
2 2 
l+tan x tanx tanx sec x 
Al despejar obtenemos: инж Раса ын MUR zm 5. 
2 2 
sec Q sec 1 
Luego en M, tendremos: M = BON - кєр = 7 (secta - seb) 
Pero por dato: seca - sec^b = 2 
Finalmente: Mz1 


30.- Del dato: 2 - (1 + tan?x) =3tanx => 1-tan?x-3tanx 


2tanx _ 2tanx 
1-tan?x — 3tanx 


A continuación: tan 2х = 


4 
1.23 
| SE _ Шеп әх HE 
Luego: tan 2x — 3 m cob 4х = Энэх =  cot4x- (2) 
3 
5 ` 
Finalmente: cot 4x = 2 = cot4x = ¿de 5 cot 4x = T 
` 4 12 з 12 
3 


31.- Efectuando como sigue obtenemos: 


a 1-vV2senx-(1+V2senx) ч 242 cosx -» w=- 2y2senx.sen2x +24/2 cosx.cos2x 
(1 * V2senx)(1 —-/2 sen х) sen2x . cos2x.sen2x 


соѕ2х 
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w-242 (cos2x.cosx —sen 2x.sen x) 5 ULA J, cos3x 


ч 2sen2x.cos2x sen4x 
л л 
Como: Зх + 4х = 7;pues: 7x= = 
2 2 
3n 2n 
Por ángulos complementarios: co та -sen^, - j W-zad42. 


32.- Efectuando como sigue: 


cos22°.cos8°—sen8°.sen22° 4 2со5(22°+8°) 4 43 Ї 
_— — =. M- berrea -4 | | 


sen8°.cos 8° 2sen8°.cos8° 


Luego de reemplazar los valores, obtenemos: 


K 
72 


М = 49. = . 25? = 3. (625) х ОМ = 15875 


33.- Por teoría de ángulos suplementarios tendremos: 


ил2 эш am EM ЖЕ. Ary: 
an De 4 12 = -tan 12 an 12 = га 12 = -‹а 12 


Por lo tanto: lan dan + tan zm - tan SIW — ИМ 127 
12 12 12 


Reemplazando los valores notables, tendremos: 
М -2[- УЗ +2+ 43] MES 
34.- Se sabe que: 8 senta = 3 - 4 cos 20 + cos 40. 


Luego, multiplicando por 8 en la expresión dada tendremos: 


4 


8W = 8 sen! 16 + 8 sen йн +4 cos ЭЛ + 4 cos $ 


Y reemplazando la identidad inicial, obtenemos: 


T л | Зл 3n 3n п 

8W = 3-4 cos е + cos y +3 - 4 соѕ е + cos `, + 4 cos 8 + 4 cos ç 
P. л Зл Е dome 12 " `<, 
8W = 6 + cos y *cs. > EW=6 +43 Э МЭ. i. W= 4 
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71 л 
35.- Como: cos = = -С05— = cos— = -С05 — 


3 
M= Ї -соё р ¡E cos? T Jess 5 Эд 


3n л Зїл «ло T 
Pero ѕеп°р -cosg pues: ^g +g =$ 


Buscando la fórmula del seno del doble, tendremos: 


36.- Se sabe que: 1 + cos 40° = 2 cos220° 


V2cos? 20° 47..сов209 зата 


Luego: M= к ° => Me A EN M=1 


37.- Escribiendo como sigue el problema, tendremos: 


М = sen 5° . cos 5° - (1 - sen? 40) > = 25еп 5°. соѕ5° - 2 2 cos 407 240° 
зеп 10° ua 


Utilizando las fórmulas del doble, obtenemos: 


2M = sen 10° - (1+cos80°) = 2М = sen 10°- 1- sen 10° ~. Mey i 


зеп 109 
VARIACIÓN DE EXPRESIONES 
38.- Factorizando tenemos: W = sen x . cos х(сов х - вєп х) 


2 2 2 2 1 
W = sen х. cos х(соѕ x —sen“ x) (cos х+ѕеп х) > W= PE 2senxcosX . cos 2х 
ue ATT gt PMA Щй, 
соѕ2х 1 sen 2х 


Wi —  256ндэнсов2Х  -— W= 


E 
E A AAA 4 Е 


e 
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. ComoxeR = -1<sen4x<1 > q < 1зеп4х < Ë 
Ww 
Р З 2 1 1 
Finalmente el máximo valor será: W пах = d 


39.- Debemos plantear la siguiente restricción: 


] -cos2yz0 > "cos 2x 5 Эх 2n 


y 
x= kh = 2 
De la СТ tenemos: -1«со8х«1 ...(1) 
También recordar: 2 sena = 1 - cos 2@ 
2sen22x (2senx cosx)? Asen?x cos? x 2 
Цэ = оссо — oiu > W = 11:13 
2sen x sen'x sen x 
De la condición (1): 05 co2x<1 => 0 < 4соѕх <4 ч W e [0; 4) 


40.- Debemos plantear las siguientes restricciones: 
T/2 


i) tan 0 3si0+(2k+1)5,ke 7 - 
31/2 


ii) tan 20 3 si 20 + (2k +) > = 0+ (2к+ De. AEZ 


32/4 n/A 
Luego: 
5л/4 7n/2 


Resolviendo: W = tan Ө - tan 20[1- tan^8] 
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2tan8 
= W=tan0- ==. [1 - tan?e] > W=-tan6 R 
= o л j Eje de tangentes 


De la C.T. tenemos: 


si: 4 sola = -1 < апе «1 
= 1>-tan0>-1 ~. We (1;1) 
w 
IDENTIDADES AUXILIARES 
4 4 9 ae 6 e A 
41.- Recordemos: sen x + COS x = 4 + p? cos 4х ^ sen x+ COS X = 8 + 8 cos 4x 


Reemplazando las identidades anteriores en el problema: 


Luego de efectuar las operaciones anteriores, obtenemos: 


udi ee 2 (-ѕеп2а) 


2 2sena.cosa 4 
3 = M= 3 „ ш 252 3 sen Q 
5 dem. a) (-со50) cosa 
1 
Pero csc 0-4 5 зеп @ = т 
4 1 
Finalmente M= 3 A M= i 
42.- Recordar: tan о + cot а = sec о. csc Q = 2 csc 20. 
j 2n 2n K 5n 2л 
Еп el dato: tan 9 + cot pE k => (tan $a -со2 | 
2 ES. k > ESE 
csc Aim sen p 5) 
ү 1.4 1 3 
Finalmente: W= Л Яр - E 
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43.- Como: tan?x + сох = m 


Buscando el desarrollo de un trinomio cuadrado perfecto sumamos (2) a ambos miem- 
bros de la igualdad: 


(tan x + cot x)? = m + 2 = (2 esc 2x1) = m + 2 


= 2 csc 2х = Ут+2 52 Мт +2. sen 2х = 2 


44.- Recordemos: cos^x - sen x = cos 2x ^ costx + senóx = Л + — cos 4x 


4 
cos => — sen?x (cos* x+ sen*x).(cos* x= sen^x) 
Como: ——————— > ЕЕЕ 
cos2x cos2x 
cos2x (3 +1cos4x) 199 . 
Ч cos2x = q + д Cos 4х = З + 1 cos 4x = А + B cos 4x 


Luego de comparar las proposiciones anteriores, obtenemos: 


3 1 | 
А= 1 52852 & A+B= 1 
45.- Recordemos que: COS x + sen^x = i i cos 4x 


(cost x — sen? x) 


En la condición: = = A = 
(cos х+ѕеп x)(cos x-sen x) 


Efectuando y simplificando tendremos: 


TM “Б. яр”: 
COS Х sen X = — ES = — 
q m 4 4 4m 


4 E 
Luego: 3- a. ^ 508 4x => 3-соѕ4х = 


46.- Recordemos: ѕепбх + соз°х = ә + Э cos 4х 


Reemplazando en la identidad: 


в(5 +Зсоз4х) = А + В соѕ 4х = 5 +3 соѕ 4х = А + В соѕ 4х 


Al comparar tendremos: A=5 л B-3 „ АЗВ= 2 
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SITUACIONES GRÁFICAS 


AS Ea b2 
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47- En ADE: ED = AD = 42 В 
Еп h ADB: BD= 2 cotx ...(1) 
ED 42 
En EDC: t = — = сүт 
ап Q DC 3 
A continuación calculamos «tan 20», así: 45 н an 
A №0 D 4A C 
Ns 
2tana "3 6/2 
tan 20 = A A = B 
1-tan'& У 3 
43 
642 : 
En ABDC: BD = 43 . tan 2a = ES -642...(2) 
De (1) = (2): 42 cotx= 64/2 Л cotx=6 
b 
О Б 
48.- En el A EFD: tan Е а (0) 
2 aw [——a/2—— 
2 A ' D 
b 
2ta 5s 2 
tana = E DX ЧЕ b 
21 € : 
T tans 
В | 
b B С 
DE ] 
1 2): t = E 
(1) en (2) an Q m Am n 
la — 2 
a a 


49.- Sean los ángulos agudos c y B. 


En el h ABC tenemos: 4 e 
Жи 58р20”- E 2sen10? соѕ10° 

SC, A | 2mos 10 agn 
tan à = tan 10° = (9252 10° E e 


Además: a+p=90 - Ой AREA B 


50.- De la figura tenemos que el cuadrilátero ABCD es inscriptible, BD es diámetro de 
una circunferencia. 
m Z BDC = m Z ВАС = 20 


Por ser ángulos inscritos. 
EnhBAD: BD-3.csca ... (1) 
EnbBCD: BD-7sec2a ...(2) 


3 7 


sena ` cos2« 


6 sen?a + 7sen a. - 3 = 0 


E 3[1 - 2 sena] = 7 sen © 


De (1) y (2): 


(2 sen a + 3)(3 sen а - 1) = 0 


- sen а = - š (absurdo ó  sena= 5 
Luego: сѕс © = З 

En (1): BD = 3(3) 

Finalmente: BD=9 wn 
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RELACIONES FUNDAMENTALES 


01.- Utilizando la fórmula del «cos» del ángulo mitad obtenemos: 


1 
| +- = miró 

50 [1+ coss уй Bu ë "m T 
995 = EP =+ A. 2 Pris 03 

02.- Escribiendo «М» en términos del cos х, obtenemos. 
[1-cosx [1 + cosx 
= M= Ni ——= 
1+cosx 1-cosx 


š „ж у х х 
A continuación observamos que cada una de estas expresiones son tan5 y cot>. 
x 


COSX COSX 


M= 1 
=i 
cosx cosx 


cosx 


Además: 5 € IC, por lo tanto: 
Z a "н 
М = (апу +cot Ç -2cscx ~. ОМ = 2 сѕсх 


03.- Escribiendo apropiadamente la expresión, tendremos: 


x 2X 2X senx 
cot—.cosx 2cos” —.tanx E. 
2 2 cosx 2 cosx 
Ме а х 
secx.cot— secx.cot— і coso 
2 2 cosx М 2 
x 
E 
A continuación, utilizando arco doble, tendremos : 
2 x x 2 
M = cos“x + 2с082) sen? . sen x = М = cos“ x+ sen x.sen x 
4 LES 
M = cos^x + sen?x E 
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04.- En la condición: csc 2x- cot 2x = i 
tan x 


: EI 
Luego: tanx= 3 е) 


A continuación: W = csc 4х + cot 4х = сої 2x (fórmula racionalizada) 


L , "Ad. V e —tan2x 

dl  ta2x  2tanx 

1-(1) +. ЭЭЖ 
Reemplazando (1) en W obtendremos: W = : = — 2? Юн 3 
2(3) 5 

05.- En Ñ ABC por el teorema de Pitágoras, tendremos: 4 

АВ = ia? +02}? -(2aby 

db ap 


АВ = Vat +2a2b2 + — да202 


АВ = Je? 02) = Ja? -6| А 2-Р B 


Comon>br => FSE => k 150 Ав 
2 2 342 
х - N 2442 _ ab 
Entonces: tan 7 = CSC x - cot x = 205 2ab 
хі. diim b gia E 
шиг. 


06.- Por identidades trigonométricas, sabemos que: 
С) (1 + sen x + cos ху. = 2(1 + sen x)(1 + cos x) 


(*) (1 - sen x + cos ху = 2(1 - sen x)(1 + cos x) 


22 14cosx x 1+ соѕх 

= = X + СОЙ —— = = = + = AEG 

2 = Csc x + cot Sho: cot; = csc x + cot x ERI 

Luego trabajando con la condición reemplazando las identidades anteriores, y 
factorizando tendremos: 


(*) cot 


14cosx 
2(1 + cos х)[1 + sen x + 1- sen x] = М. E M 
, W(1 + соѕх) 
Finalmente: 4(1 + соѕ х) = ——— 55 W = 4 ѕеп x 
ѕепх 
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07.- Según dato: ш XE: = 
X L Ë Sm 
ADD 
>€ ПС 
А x [1—созх x [1—созх 
Además: ап =+ ———— > tan = =- == 
2 1+cosx 2 1 + cosx 


Pero: СОЁХ - = совх--3 = (0) 


х 
Reemplazando (2) en (1): tan 2m 


2 
3 7 
Además: cos2xr=2cos2x-1=2|-|-1 = СӨЗ == 
5 25 
Final 2 aW "A 2 £ s. Үү a 
inalmente: = mas | (-2) = 25 Ss = 35 


08.- Se pide calcular: W = 2sen 2.cos? .tan x -2 sen? + 1 


arco doble 


Por degradación: sen^ 5 X Е 


W = sen х. tan x -2(1-:0083) -1 
—, k.y s "' 
arco mitad 


A continuación escribimos <W> en términos de senos y cosenos: 


senx 1-cosx 
W = sen x. de 


cosx 2 
2 2 2 
_ sen'x e T q] 5 w= Sen x+cos х _ 
cosx cosx 
243 _ 243 
W = sec 30° = ээ нэ w. 28. 
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FÓRMULAS RACIONALIZADAS 


09.- Se sabe que: cot D = сѕс Q + сої а 


tan E = CSC O. - coto 


luego, aplicando dichas propiedades en el problema, tendremos: 
W = csc 2x + 2[csc 2x + cot 2x] - 3[csc 2x - cot 2x] 
A continuación efectuando y simplificando obtenemos: 


W = csc 2x + 2 csc 2x + 2cot 2x - 3 csc 2x + 3 cot 2x 


Finalmente: W = 5 cot 2x 


10.- Utilizando las fórmulas racionalizadas tenemos: 


(*) tan 20? = csc 40? - cot 40? (*) cot 20? = csc 40? + cot 40? 
“юу. Csc40°—cot40°+cot40° _ csc40^ —— 3 
cci m csc40^-cot40?—cot40? ^ csc40^ ~ M=1 
e 1+cosa Й 2 
11.- Recordar: cot 5 csc + cot © = ——.,,; además: 2соѕ а = 1 + cos 20 
seno 
1+cosx cosx 1 x— —cos? з 2, 
Luego: W = — — - (1 + cos х). -» P") AMES COS En E 
senx senx senx senx 
W = sen x 


12.- М = tan> + (1 - соѕ х). ctx = M= csc x - cotx +cotx-cosx.cotx 


A continuación luego de cancelar: cot x y -cot x, escribimos «M» en términos de sen x y cos x: 


ji cos? X 1- cos? x sen?x 
M= — - = = + =s. JM = sen x л M=senx 
senx ѕепх senx senx 
М x 1-cosx 
13.- Por arco mitad: [ай ү [ЕЕ сес -GOlbx Бена н 
2 senx 
Arco doble: ѕеп 2х -2senxcosx ^ cos2x-2cosx-1 


Utilizando las propiedades anteriores tendremos: 
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2 2 2 
x cos Х-(1-со5 х 1-cos3 23 2cos x-1 
УГ - tün| 3 | tanar | AA Y y CE NN ss 
2 cos x(1-cosx) senx cos2x ` cosx(l-cosx) 
2senxcosx 
WE 9 = ЮМ... 
senx cos x 


14.- Utilizando las fórmulas racionalizadas de arco mitad, tendremos: 


1 1 1 
cscx ——(cscx — cotx) €scx ——.cscx+—.cotx 
М= > = ME ` 

g eset -сох) cotx p SSC sp cotx+ eotx 


A continuación simplificamos y obtenemos: 
1 
2 7 * cotx) 


=== E: M=1 
5 (Sex +cotx) 


15.- Escribimos apropiadamente la tangente de un ángulo mitad, obteniéndose que: 


E z 1(л. л л 1-senx 
tanl|777 |=tan| | ==x ||=csc] —-x|-cot| ==x |= sec x- tan x= == 
4 12 212 9 2 cos x 


Finalmente al reemplazar dicho resultado en W, obtenemos: 


1-ѕепх (1+ѕепх) 1 —sen2x cos? x e 
=> хос = үү = =1 Зай “1 
cosx cosx cos? x cos* x e 
А х х 
16.- Si: csc x + cot x = cot> 7 luego: csc x — cot; - cot x 
— к 
cscx = соі —cotx 
X сохсо 
сѕс7 cot 4 cot 2 
x x X 
= = —— — + 
esc cote cot 2 (+) 
Еп «М», tendremos: x X x 
cscg = соте -сойд 


Хи Бол 29 
esc ig = С0157 сой 6 


Finalmente al simplificar obtenemos: 
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17.- Sabemos que: tan x + cot x = 2 csc 2x, a continuación reemplazamos dicha propiedad 
en el problema obteniendo: 


' 2 и 
М = соѕ22х - E = M= cos2x-sen2x ~. M = cos 4x 


18.- Utilizando las fórmulas racionalizadas como sigue: 


W = csc 2x + cot 4x + csc 4x => МГ = сѕс 2х + cot 2x 2. W = cot x 
M IER 0 0 mum ыс с с= 
del arco mitad del arco mitad 


19.- Utilizando las fórmulas racionalizadas en el numerador y denominador se obtiene: 


x+cotx)- x—cotx 2cotx - 
w. (cxt cotx) —(csex—cotx) |, y 2 , 7 
csc2x + cot2x cotx 


arco de mitad 


a 
20.- Del arco mitad se sabe que: tan 2 = са - cota 


Luego: tan7?30' = csc 15? - cot 15° | 
Con ayuda de las К.Т. de 15°, tendremos: 16-42 


tan 79307 = (V6 + Jo Gr 43) 
tan7° 30” = J6 - J3 + 42 -2 


[1 
ums ac шшш mo 00 


a 
21.- Sabemos que: tan B = csc а - cot а, luego: 


4 4104 245 


| 18° 
* tan(9°) = «5 | = csc 18° - cot 18° = tan(9°) = ЖЕЕ: x кш 


Racionalizando tenemos: 


eno 5 dor NV 
Бе) (4541) CIDO 


tan(9°) = #5 +- т 


tan(9°) = J5 +1- y16(5+245) 0+2 


Finalmente:  tan(9%)= J5 +1- ол 245 
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PROBLEMAS CONDICIONALES 


22.- Se sabe que: cot x + tanx-2csc2x (1) 


x 
tan 2 sc x- cot x (2) 
1 


Utilizando la primera propiedad en el segundo miembro de la condición obteniendo: 


x : Do 
tan + tang = tan + cot, 


A continuación utilizamos la propiedad (2) en el primer miembro. 
LR а 
csc + -cot, —-cot, ; esc = 2 cot y 


A continuación escribiendo en términos de senos y cosenos: 


52 
1 2cos— 


-— =+0 
E 71 
senz sen 


x EH 2 
=> соѕт= 2 > "men 5 
1 
Luego: М= +2=25 2 M =2,5 


23.- Utilizando las fórmulas adecuadas del ángulo mitad tendremos: 


csc 20°+cot 20°- (csc 20°-cot 20°) 


Eus cot 20? 


A continuación simplificando obtendremos: W = 7 -. EM 


x 
24.- Recordemos: cot > = csc x + cot x 


i Escribiendo como sigue la expresión «E» se tendrá que 


90?-2x 
E = сѕс(90° - 2x) + cot(90° - 2х) = B= со( | = cot(45” - x) 


үх ИР 1 EM > 
7 tan(45°-x) т i ^m 
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x x 
25.- Como:cscx-cotx-senO = tan y = sen Ө A cot; = csc 0 


Utilizando las identidades trigonométricas apropiadas y las igualdades anteriores, 
obtenemos: 


1 


2Х 2 м 
1+t —+ 8 
mo C 2 —— 4 уа наг, ‚ _ Gmm 
csc0—csc0+1 1 W . 


26.- Como: cot х - tan x = 2 cot 2x, en el problema se tendrá: 
M = (tan 10? + cot 10? - tan 10°)(csc 20? - cot 20°) 
Finalmente: M = cot 10°. tan 10-1 ~. M=1 


27.- Como: senx+mcosx=m = senx= т(1 -cos х) 


1 1 cosx 1 x 1 
= AAA E» cerco. > tano = = 
m senx  senx n 2 m 
x x 
Finalmente: cot; =m 


28.- Completamos cuadrados como sigue, tendremos: 


2 2 


x? - (2 csc о)х + csx + 1 - csc?o, = 0 


(x - csc o)? = esca - 1 = (x - csc o)? = cota 


? (01 
X-cscO = соо б x-csca=-cot = x=csca + cot @ = cot 5 


N 


б x=csca-cota= tan 5 


29. El lado izquierdo de la igualdad, expresando en términos senos y cosenos. 


cos6x cos(8x – 2х) соѕ 8х cos2x + ѕеп8х.ѕеп2х 


ѕеп8х.со52х  sen8x.cos2x | sen8x.cos2x 


= cot 8x + tan 2x = cot 8x + csc 4x - cot 4x 


E, — C MED 
del arco mitad del arco mitad 


= cot 8x + csc 4x - (csc 8x + cot 8x) = csc 4x - csc 8x 
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Comparando: А-4,8-8 


-2 


> | 


Finalmente: 


ло 
30.- Escribiendo la expresión pedida como sigue: tan (zs) tan [222] 


Y ahora, usando la siguiente fórmula, tendremos : 


n & 
tan 5,2 = 0sc (5 - AN - 2) 


Y reduciendo al IC nos queda: = sec : - tan 5 
! . А TA sec tn 
k. de tan 4 ) = sec 2 tan > 


31.- Dándole una forma más apropiada a la expresión "р", tendremos: 


шин EA. 
СІ sen? 0 *senÜ seno Pisuni” (sen 0 > 0) 
| — p= 2 csc 0 
imi i 6 1 e 
Asimismo, del dato deducimos que: К = cot 8 v ¿=tunf 


A continuación, sumamos las siguientes propiedades y obtendremos: 
8 8 
tan > + cot 5 = 2 csc Ө 
8 


Finalmente tendremos : р = 2 csc Ө = tan 5 + cot 5 


p= L +k = p=k+k* 
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SITUACIONES GRÁFICAS 
32.- Sea CD =a => AB = 2a 


D 
En À DCB: CB =a tan 8 0 
'.. СА 
Enh ACE: cot@8= CD 4 
айап0-2) 
СОО = > 
а 0 
Efectuando: cot8—tan8 =2 C B 2a A 
COLUSA 
п 
Por arco mitad: 2cot20=2 => со 20-1 = 20= A 


33.- Dado que x es agudo y 4x también lo es, ponemos usar un método gráfico que a 
continuación presentamos: 


Se sabe que: sen4x=0,6= 36; = sen4 x= 2 


Utilizando el "Método Griego" prolongamos el cateto adyacente al ángulo "4x" una 
longitud igual al valor de la hipotenusa. 


A continuación unimos su extremo con el extremo 
de la hipotenusa, logrando un triángulo isósceles 
talcomo ACD = ZADC=2x 


3 
Luego: tan 2x = (4-5) > tan 2х = 1 
Haciendo el mismo procedimiento, y en base a este 


último resultado construímos el triángulo adjunto, 
de donde: 


e Р `` Waaa B 
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01.- Utilizando las relaciones fundamentales del seno y coseno del triple, obtenemos: 


уу cos? x— (4cos? x —3cosx) ^ sen?x + 3senx — 4sen?x 
cosx senx 


A continuación al simplificar obtenemos: 


3cosx(1-cos? x) A 3senx(1-sen*x) 
cosx senx 


W= 
W= 3[ser?x + соѕ2х] Z w =3 
02.- Recordar que: cos(a + В) . cos(a — В) = cosa - sen? 
2 2 р 
Luego: W = 4 cos x [ соѕ 60° - ѕепх] > М =4 cos х (2) - sen Хх 
Escribiendo como sigue, tendremos: 
W = 4 cos х [L-(1-cos*x] = W=4cos x[cos*x-3 | 
W = 4 соз°х - 3 cos x 321 w = cos 3x. 


03.- Utilizando las fórmulas fundamentales del triple, tenemos: 


sen3x 
x 3cosx t (4 cos? x – Зсоѕх) 4sen3x 4cos х 
w= y ser U к WC V и 
2.2.062; 3senx - (3senx – 4sen”x) senx(3—4sen^x) 4ѕеп`х 
4sen3x 3 
Finalmente W= + cot x 
sen3 


LI 
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04.- Escribiendo en términos de senos y cosenos : 


1 4сов x е 
2. ЕАС ѕепх (1-4сов x) senx(1— 4(1-sen?x)) 
М = ғап х.| С05 X соз x | > M==. IL э OMM occ 
1 3 4соё х cosx ` (3 —4cos“ х) — (4cos" x-3cos x) 


cos? x cos? х 


Enseguida damos forma al numerador y denominador formando las fórmulas básicas 
del seno y coseno del triple: 


2 3 
_ senx(4sen” x-3) _ "(3senx-A4sen' x) _ sen3x 
ма -cos3x em МЕ -cos3x = cos3x 


c Mztan3x 


w = €Sos3x | cos2x  Btanx 


05.- Escribiendo como sigue, tendremos: - 
ЕНБ со8 Хо совох  tan2x 


A continuación utilizamos las fórmulas del doble y el triple: 


4со8 Х-3совх 2cos x-1 8tanx 
W= F +. С “Эрх. 

cos x cos х tanx 
1-tan?x 

Finalmente obtenemos: W = 4 - 3 secx + 2 - secx - 4(1 - tan?x) 
2 2 
W =2-4(sec x-tan x) ~. W=-2 
AAA 


1 


06.- Escribiendo en términos de senos y cosenos: 


1 cos2x 
l+ + 
cosx cosx cosx + 1 + соѕ52х 
w = “enx | —  sen3x > w — — T 
ЭВОХ usen ¡ES senx + 2senx cosx * sen3x 
cosx cosx 


A continuación efectuando operaciones apropiadas en el denominador y factorizando, 
tendremos: 


cosx +] +cos2x (cosx + 1+ cos2x) 
© senx+2senxcosx+senx(2cos2x+1) 


EI ЕС 
25епх(1 + cosx + cos2x) 


1 
Finalmente: W= > sex 
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Bo 


07.- Como: sen x + cos х = = (sen x + cos х}? = 


45 
ЕЈ 


2 2 5 1 
= sen x+cos x + 2senxcosx = Л = sen 2х = F 


1 sen2x 
Luego: sen бх = sen 3(2x) = 3 sen 2x - 4 sen 2х 
ший ад е i 
= sen6x=3|y | -: e A Саш 
Finalmente: 16 sen 6x = 11 д M = 11 
2sen?x 2 
08.- Del dato: ——;— =4 = tan x=4 => tanx=2,x€ IC 
2cos x 
3 ° 3(2)- (2 
rl E 
Luego: ca orc cop е 
1-3tan х 1-3(2) 
=2 , m 
= tan Зх = сүү 2 tan 3x = 11 
09.- Utilizando la fórmula del coseno doble, tendremos: 
W = 4(1 - 2 ѕеп29°) - < ЛЬ = Wc-A4.cos18?- 
cos18° 1 cos 18? 


A continuación efectuamos para generar el desarrollo del coseno del triple, así: 


4cos!18?-3 соѕ18° 4со8 189-3сов189 cos3(18°) 
== 5 c = s 2 = "uu 
cos 18 cos18? cos 18? cos” 18 


cos54? sen36? 2sen18?.cos 18? 


cos^18? ^ cos^18? ^ cos18°.cos18° 


Finalmente: W = W = 2 tan 18° 


10.- Trabajando con la ecuación del problema: 


3 

3 2 Зїапх—{ап x 1 
2(3tanx-tanx)-1-3tan'x => E 

( ) 1-3tan? x 2 


1 
Por arco triple: tan 3x = > 
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3tan 3x 
1- tan? 3x 


1 
Fi 1 t - W = ЁН! = Nis . үү 4 
inalmente: 27-35 2 V = g 
4 


Luego: W = tan 6x = tan 2(3x) = 


18) 


RELACIONES AUXILIARES 
11.- Utilizando la siguiente identidad, tendremos: 
tan Q + cot Q = sec Q . csc Q = 2 csc 2a 


Luego: W = tan 9° + tan 27? + cot 27? + cot 9? 


En el problema: W = tan9%+cot9” + tan27°+cot27° => W = 2 сс 18? + 2 csc 54? 
— —————— 


A continuación recordamos los siguientes triángulos notables: 


4 4 
Pd P 
ЁС г] TE Ч 


Finalmente utilizando los triángulos notables en el problema obtendremos: 


4 4 45-1445-1 
W=2| + =8 | == W =4 45 
Ë -1 м541 J | 4 | мин 
12.- Si recordamos que: tan a + tan = ешр), ^ соға + cot B = Seu p 
cosa.cosp sena.senp 


En el problema: 


sen(72?436?) 

W= cos72°.cos36° e sen72°.sen36° 
sen(72°+36°) ^ cos72°.cos36° 
sen72°.sen36° 
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Luego de los triángulos mostrados: 


Vi0+2/5 — J10-2/5 


W = tan 72°. tan 36? = S AE 
- r We: |. ил 
4100-2 44 
Finalmente: W= MA = Ба х МУ | 


13.- Aplicando reducción al 1 cuadrante tendremos: 
cos 380? = cos(360? + 20?) = +cos 20° = cos 140? = cos(180? - 40°) = -cos 40° 
cos 260? = cos(180? + 80°) = -cos 807° — W = (cos 20°)(-cos 40°)(-cos 80°) 
Pero se sabe que: cos За = 4 cos а.. cos(60? + a).cos(60? - о) 
Luego en el problema, tendremos: W = cos 20?.cos(60? + 20°).соѕ(60° - 20°) 


1 1 е 
cos 3. (20°) = 4 “os 6-4, ~- МЕ 


Finalmente: W= 8 


|» 


Е 
4 
14.- Escribiendo como sigue el problema: М = 3(sec 10° . sec 50° . sec 70°)? 


A continuación le damos una forma conveniente a la siguiente propiedad: 


M = 3[ sec 10? . sec(60? - 10%). sec(60° + 109? 


1 
M= 3.16. [1 . sec 10°. sec (60°-10°). sec(60°+10) | 


1 
Pero: 4 secx- ѕес(60° - x) . sec (60? + x) = sec Зх 
2 2 
Finalmente: M -3.16.sec?30? = 3. 16. EJ л M=64 


15.- Sabemos que: 
4 sen x . sen (60? - x) . sen (60? + x) = sen3x ^ cos^x - ѕепёх = cos 2x 


Aplicando dichas propiedades al problema tendremos: 


4sen22?.sen(60?—22? ).sen(60?422?) sen3(22^) | sen66? 
M- cos2(12*) > M= сов249  cos24 
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1 
Como: sen 66° = cos 24”, de donde: 4М=1.. M= 4 


16.- Escribiendo como sigue la expresión, tendremos: 


M A n[NhH R sFsOO 
Р (2cos6x + 1)sen 3x " sen3(3x) ѕеп9х à w в 
© (2cos6x-1)cos3x © соѕ3(3х) | соѕ9х ло  W=tan9x 
O T 
4sen х.веп 5 3cos3% 
17.- Escribiendo como sigue: W = ———x + — 
sen-z- sen 
2 2 
Luego de efectuar y agrupar conveniente tendremos: 
42sen? 2 соз + 3cos* (2cosx zi cos sen? 5 + 6cosx-3) 
w=: 22 2 - > W = ——< — 
sen 3X sen 2X 
2 2 
x 
со85(142со8х) М 
Finalmente: le uet om -- 5 W = cot > 
ѕеп (2cosx +1) 
я a sen3x cos3x 
18.- Aplicando las propiedades: =2c082x+1 A pres 2cos2x-1 
En el problema tendremos: M + 2 cos 2x + 1 = 2 cos 2x - 1 
Luego de simplificar, obtendremos: M=-2 
19.- Escribiendo en términos de senos y cosenos: 
ѕеп10° 2sen210°.cos70° 
= z (3 cos 10° - 2 sen 10°.cos 70°) = W = 3 sen 10° - еп id 
cos10 cos10° 
Pero, por arco complementario: cos 70° = sen 20° 
2sen? 10" 
En la expresión tenemos: W = 3 sen 10°- LE 2 sen 10° cos 10° 
соѕ10° 
Ordenando у simplificando: W = 3 sen 10° - 4 sen°10° 
4 i 1 1 
Entonces por arco triple tenemos: W = sen 3(10°) = 2 28 W= 2 
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PROBLEMAS CONDICIONALES 
20.-Del lado derecho de la igualdad tenemos: 


з, COSX 3 senx 
(3sen x - 4sen"x). — + (4cos х -Зсоѕх). —— 
senx cosx 
= 3cos x - 4sen2x cos x + 4cos2x sen x - 3sen x 
= 3(соѕ x - sen х) + 4 sen x cos x(cos x - sen x) = (cos x - sen x)[3 + 2(2 sen x cos x)] 


Multiplicando el numerador y denominador por: cos x + sen x 


(cosx-senx)(cosx +senx)[3 + 2.sen2x] (cos? x-sen?x)[3 + 2sen2x] 
= = = O hr i 
cosx +senx ѕепх + cosx 


соѕ2х[3 +25еп2х]  2sen2xcos2x+3c0s2x ѕеп4х+3с052х 


senx + cosx ѕепх +cosx  Senx+cosx 
Luego, al comparar tendremos: А = 1 ; В=3 л  JA+B=14 
m. sen3x ѕепх 1 
21.- De la condición: SECS ох - тал 2. =2cos2x+1-1 
senx senx соѕ2х 
> 1-2со82х э 0 = 2с0522х - 1 
Рего: 2 cos” 2x1 = 0 Pr cos 4x = 0 
----2-- 
соѕ4х 


22.- Utilizando una fórmula especial del triple, tendremos: 


ү sen3x 1 
Por arco triple: =2c082x+1=>7 
senx 3 
1 
Luego: cos 2x = - 3 
iy 7 
Finalmente por arco doble: W = cos 4x = 2 cos22x -1 = 2-1 -1 ~ W=- c 
23.-Como: a csc x = 3 - 4 ѕепх => a-3senx-4sen5x = a=sen3x ... (1) 
Como: bsecx-4cosx-3 = b-4cosx-3cosx => b-cos3x ... (2) 


Sumando los cuadrados de las relaciones (1) y (2), obtendremos: а? + 2 = sen?3x + cos?3x 


Finalmente: а? +1? =1 
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24.- En la condición del problema, desarrollamos las fórmulas del seno y coseno del 
triple de un ángulo, así: 


sen3x + sen?x 20 - 3senx — 4sen^x + sen?x кі 
со83Х-со8х 2 4cos!x-3cosx-cosx 2 
4 Звепх(1-еп?х) 21 — sem cos? х С. 
—3cosx(1—cos2x) 2 cosx ` ѕеп2х 2 
1 
Al simplificar obtenemos: cotx=- 2 Ea tanx--2 
25.- Hallemos la relación angular: 
3x 2180?-3(60?-x) = sen 3x = sen[180? - 3(60? - x)] 
Luego: sen Зх = sen 3[60°- х] = sen Зх = 3 sen(60° - x) - 4 sen (60*- x) 
1 1} 272 
Reemplazando el dato: sen Зх = 3 3 443) =1- 97 27 
W = -cos 6x = -cos2(3x) = -[1 - 2 sen?3x] 
Al reemplazar el valor de «sen 3x», tendremos: 
2 
= 2) 1 329 
w-4«2(2 5 М 729 

26.- Si se sabe que: 1 - cos 2х = 2 sen?x 

9a 3a 5 

2sen? = " 3 sen——.(2cos3a +1) E е 
: k = жш 
Luego: 2 30 = (х -3х+ 1) > Зо = (х - Зх +1) 
25еп 2» sen-— 


A continuación comparando podemos lograr la siguiente igualdad que al darle forma 
quedará: 


2 cos За = x? - Зх = 2(4cos*o - 3 cos Q) = х - Зх 


(2 соѕ ay - 3(2 cos a) = х? - Зх v. x = 2 cos а 


27.- Escribiendo en términos de senos y cosenos, tendremos: 


20 x 
sen3 — + cos 3: экс =т 
1 cos х 1  sen' x 
cosx cosx senx senx 
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sen3X.cosx , соѕЗх.ѕепх — 


2 2 
sen Х cos Х 


sen3x.cosx cos3x.senx 
= + =-= 


=s т 


senx.senx COSX.COSX 
A continuación utilizamos las fórmulas especiales del triple: 
(2 cos 2x + 1)cot x + (2 cos 2x - 1) tan x = т 
Al agrupar convenientemente encontramos algunas fórmulas especiales del doble, así: 


2 cos 2x . (cotx+tanx) + (cotx-tanx) = m 
— —- — —— — 
2csc2x 2cot2 v 
Luego de efectuar tendremos: 


4 cos 2x. 1 +2cot2x=m =>  4cot2x42cot2x = m 
sen2x 
m 
Finalmente: 6 cot2x = m 53 cot 2y = P 


28.- Utilizando las fórmulas básicas del seno y coseno del triple y operando apropiada- 
mente, tendremos: 


W = (4 cos ox - З cos x)-(3senx-4 sen?x) == 4(со8 х + sen^x) - 3(cos x + sen x) 
Recordemos el producto notable: а b = (a + b)(a2 - ab + b2) 
Luego aplicando en W: 

W = 4(cos x + sen х)(соѕ2х - Sen x COS x + sen?x) - 3(cos x + sen x) 


1 


W = (cos x + sen x)[4(1 - sen x cos x) - 3] = W = (cos x + sen x)[1 - 4 sen x cos х]... (1) 


Del dato, elevando al cuadrado tenemos: 


(sen x + cos xy? = 102 =  senš2x + 2 sen x cos x + cos2x = k? 
2 sen xcos x= -1 = 4 sen x cos x = 2(K- 1) 2932) 
A continuación (2) en (1): W=H1-2(2-1) ~ W = 3k - 2I? 


29.- Escribiendo apropiadamente la condición tendremos: 


245 


2tanó 1 
=== =. —.2 => tan 2) =-— 
1- tan^$ 45 5 
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-J5 {ап ġ=1- tanto > 


Luego utilizamos la fórmula de la tangente del triple: 


tan бф = tan 3(2%) = 


3tan26— tan? 26 
1-3tan? 26 


Finalmente, si reemplazamos el valor de tan 26, obtendremos: 


.e45 845 — 2 5 E 
5 — 25 25 2245 
1-34 Z 35 

5 5 


30.- Trabajando con la condición del problema: tan 3x = к. tanx ә 


2cos2x+1 8 
2со82х-1 7 M 
L . 2 2 К. 1+k 
uego: cos 2x = ТЕ} 
Se pide: ‚ш УМ B ic 
senx 


Reemplazando (1) en (2), obtendremos: 


2cos2x + 1 = К. 2 соѕ 2х - К 


- (1) 
(2) 
1+8 
W= "TE +1 2 w 


31.- Haciendo: х = Зо, reemplazamos en el dato: tan За = tan o(2 + J3 ) 


j L D s 2соѕ20+1 _ 
Luego: a -2448 => > | = 43 
заа a e a+b  c+d 
Pu P d Job Pm 
4cos2a 34. 43 
Aplicando dicha propiedad al problema: ——— = = 2cos2a- 43 —— 
2 14-43 
Уз > Š 
De donde: cos 20 = Ze, => 2 = 309 > a=15 .. x=301=45 


Finalmente: W = sen(75°) = 
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4 ë A 


УЗ +1) 
EF зе 
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EDITORES 


32.- Escribiendo como sigue, tenemos: 


3 sen 2x = 2(1 - cos 2x) = 3(2 sen x cos x) = 2(2 sen2x) 


n 
3cosx-2senx ; como (0 < x< = 


2 
tan x = 2 ста sen x + 0 
A continuación la fórmula del triple: 
311217. 522 
tam 3xX = ё 3 = 2 £ 
DNE M^. 
2 4 
2 
Finalmente: tan 3x = E tan 3x = 22 
š = 223 46 
4 
33.- Hallemos la relación angular: Зх = 3(x + 15°) - 45° 
Luego: tan 3x = tan[3(x + 159) - 45°] 
tan3(x + 15?) — tan 45° 
tan 3x = el 
= an 9X = A14 tan3(x 4 15?).tan45? 0) 


3tan(x 4 15?) - tan 3(x + 15?) 


Pero: tan 3(x+15°) = 1-3tan2(x 4159) 2 (2) 
2 
Reemplazando el dato: tan(x + 15°) = 3 
68121 12 8 
3 3 27 


En (2) tenemos: tan 3(x + 15°) = 


46 
= tam 3(x 1153) ——— (3) 


9 
Reemplazando (3) en (1), tenemos: 
256. ж" 
Finalmente: (ап 3х = ——7 6Y = аз =n  tan3x= 33 
1+| -— (1) — 
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34.- Escribiendo el problema de la siguiente manera: 


M1 – бѕеп10° Ë —6sen10° 
W = —— = ie—— , Ë 80° = 10° 
cos80° cos? 80° Нено: oa d E 
E 1 – бѕеп10° 
W= Dorre , pero: 4 вегОх = 3 sen x - sen 3x 
| — 4(6sen10”-1) 
L : W = a 
чево 3sen10?—sen30? 


E 6sen10*-1 
Finalmente: W = з AT = W-i-s--2 
2 


sen3a 
=2с0520+1 л 
sena cosa 


35.- Se sabe: = 2 соѕ 26-1 


Por arcos suplementarios: cos 160° = -cos 20° 

Por arcos complementarios: sen 207 = cos 709 

Aplicando estas propiedades a nuestro problema, tendremos: 
W = 2(-cos 202 cos 70? - 1)(2 cos 70? + 1) 


En las propiedades utilizadas en el problema observamos que: 20 = 70° > а = 35° 


соѕ3(35°) ѕеп3(35°) 


МЕЕ cos35? ` sen35? 


МЕ —2с0520°.соѕ105°.5еп105° 
Luego «W» tendrá la siguiente forma: W = ——— E aro ` 


2sen35".cos 35" 
puto, WE E o 210° 30° 
implificando: enzo? sen 0 pero sen Em 
1 — 
Finalmente: sen 210? = 271 E W=1 


36.- Utilizando ángulos complementarios en el numerador y la propiedad sen?x - sen?y 
= sen(x + y) sen(x -y), en el denominador obtenemos: 


(3sen25°—4sen325°)sen50° 
= sen(70°+20°).sen(70°—20°) 
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ѕеп3(25°) 


Al efectuar еп el numerador y denominador: МЕ — s sss sen50% 
sen90°.sen50 


6442 


De donde: M = sen 75° = 4 ES 


37.- Escribiendo <M> en términos de senos y cosenos: 


4cos218° 3 / 
_ .€0s18? соѕ18° _ 2(4cos 18"-3cos18") 
нил ѕеп18° - Na 2sen18°.cos18° 
cos18° 
b : м 2cos3(18°) 2 cos54° 
Por identidades del doble y triple tenemos: M = зеп2(18°) 25 тес 
Pero: sen 36° = cos 54°, luego: м= = ‚ (МЕТ 


38.- Como: cos 3(20°) = 4 cos?20?-3 cos 20° = соѕ60° + З cos 20° = 4 соѕ220° ... (1) 
1/2 


Efectuando como sigue: 1 + 6 cos 20? = 8 соѕ?20° 


Y8cos* 20° 2cos20? . B 4- ; 


Reemplazando en <M>, tendremos: M = 2с08209 — 2cos20° 


tan3x a+b 


tanx ` a-b š 


39.- De (1): 


2cos2x+1 a+b 
2cos2x-1  a-b 


Por propiedad del arco triple tendremos: 


Despejando cos 2x: cos 2x = A 580 (8) 
De (2), multiplicando por 2: а 2sen?x = 2b cos 3(2x) 


Del arco doble y arco triple tenemos: a(l - cos 2x) = 2b]4 cos 2x - 3cos?2x] ...(4) 


Reemplazando (3) en (4): (1 -&) = 8b (51- e» Mia (22-е = 2 -3a 
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22212 
Efectuando y simplificando tendremos: a (2522) (282) 


25 p? 
„ей -2 1) 
= 26 -45-20-68 -~ (88-24 -ав 
T». 
SITUACIONES GRÁFICAS 


40.- Haciendo: DE =a у ЕС =b , luego: 
En el A BEC: BE = b.tan 53? E.) 
Enel À AEB: AE = BE.tan 67? 21021 
(1)еп (2): АЕ =b tan 53°. ап 67°... (3) 
Еп КАЕР: ED = AE.tan 7? ... (4) 
(3) en (4): a= b tan 53°. tan 67”. tan 7? 


a 

Despejando tendremos: pS tan 7°.tan(60° + 7°).tan(60° - 7°) 
a 

Finalmente: p^ tan 3(7°) 


41.- Sea: AD =a 
En МАРЕ: ED = a tan 27° 
En Ñ EDC: DC = a tan 27°.tan(57° + x) 


En h BDC: m < BCD = 33° 


BD = a tan 27°.tan(57° + x).tan 33° 


, En & ADB: BD = a tan 81° 
Se cumple: a tan 81° = a tan 27°.tan(57° + x).tan 33° 
A continuación aplicamos la siguiente propiedad: 
tan ЗӨ = tan Ө. tan(60° + Ө). tan(60° - Ө) 
Si: 0 =27° = 579 +х=60° +0 => 57°+х=60°+27  . x=30° 
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42.- Sea: m Z BAC =m Z CAD =m ZDAB=a0 


Sea: AB-x,DE-y 
3 
En b ABC: tana= — --- 
7 
En АВО: tan 20 = S 
q 1 2tano Е. E 
Че80 радо х 


n. 


7 
Reemplazando (1) en (2): 130 = 
ЇР 
1 x 
Resolviendo la ecuación: х-347 
у+7 3tana-tan?a У+7 
Еп К ABE: tan 3@ = == — Т Эйс = 
х 1-3tan a 
R 1 do (1) en (3): Pero tana : 
mplazan en (3): Pero tana = — = 5 
eemplazando o 37 
ыа | 
х 47 Z) Wy 
А 1.1 377 
47 
Resolviendo la ecuación: у-8и 
AB)(BE REM 
Finalmente: área A ABE = үүт = кө 7 14 еа А. 
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ш ® үр». ge m 


TRANSFORMACIONES A PRODUCTO 


cos15x + соѕ5х + 10cos10x 


01.- Escribi i B = 
din л ханы 4 sen15x + sen5x + 10sen10x 


Ü 2cos10x.cos5x + 10с0510х 
7 25еп10х.ѕеп5х + 10sen10x 


Transformando a producto: 


. 2cos10x(cos 5x + 5) iur wi areas, a 
Finalmente: M= 2веп10х(сов55 +5) M=cot10x 
эж. { 4 Р . ? —2sen45°.senx 

— Transformando a producto: - Осе e E 


Luego de simplificar y reemplazar los valores numéricos correspondientes tendremos: 


42 
-send? ^5  . m 
Цэн cosi20 _1 5 M= 42 
2 


. 03.- Escribiendo como sigue tendremos: 


2 +/3.ѕеп2х 
= (соѕ2х + cos60?).tan(x + 30°) 


A continuación trabajando en términos de senos y cosenos: 


M= 43(43 /2+sen2x) - 
2cos(x + 30?).cos(x - 305) Зет 20 
45| Y +sen2x J3 (2sen(30°+x)cos(30°—x)) 
М = 3 cos(x -30*)sen(x +305) = M= - 2cos(x—30°)sen(30°+x) | 
Finalmente simplificamos: z M= 43 | 
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04.- Se sabe que: 2 cosa = 1 + со520 ; 4 cosa = 3 cos a + cos За. 


cos Q + cos В = 2 «5 (5 | 


Utilizando dichas propiedades en el problema: 


W = cos 10x +соѕ8х + 3(2 cos2 2x) + 3 cos2x - 3 - 2 cos x(4cos* 3x) 
лиг — = жы: — SD LÀ 


a producto d ar degradar 
(doble) (triple) 
W = 2 cos 9x cos x + 3(1 + cos 4x) + 2x - 3 - 2 cos x(3 cos 3x + cos 9x) 


W = 2со8-9х-008 X + Z +3 cos 4x + 3 cos - Z - 6 cos x cos Зх - OS x 
Agrupando convenientemente, tendremos: 
W = 3(cos 4x + cos 2х) - 6 cos x. cos Зх = W А 3(2 cos Зх cos x) - 6 cos х. cos Зх 


Finalmente: W = 3(2 cos Зх cos x) - 6 cos х cos Зх .. MW=0 


05.- Transformando a producto tanto el numerador como el denominador obtenemos. 
2.2sen(x + y).cos(x — y) 
© 2008 (x— y)  2cos(x +y).cos(x—y) 
A continuación simplificamos y luego de factorizar tendremos: 


- 2cos(x — y).seníx + y) 
© cos(x- y)[cos(x - y) + cos(x+ y)] 
———— 


2 
Finalmente: M= „Твен уу), 


= = tan x + tan ES M = tan x + tan 
2cosx.cosy y Ё 


( senx 
cos2xsen x 
w = Mcos2xse 


(2sen2 x+sen2X- 1Y 


cosx - 4cos? xcos2xsenx 
2 x x 
Е | pog (2sení cos7X) 


implifi : = 
Simplificando logramos CA 


2cosx (1 -2sen2xc082x) 


(se 52х) 


—4соз? х|(2вепх cos2x) 
06.- Escribiendo como sigue: 


W= W = 2 cos x 
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07.- Agrupando como sigue: 

М = sen x + sen 7х + 2(sen 3x + sen 5х) = М = 2 sen 4x cos Зх + 4 sen 4x. cos x 
A continuación factorizamos: 
=> M=2sen 4x(cos 3x + 2 cos x) = М = 2 sen 4x(cos Зх + cos x + cos x) 
=> M = 2 sen 4x(2 cos 2x . cos x + cos x) = М = 2 sen 4x . cos x(2 cos 2x + 1) 


sen3x 
Pero: 2 cos 2х + 1 = ——— 
ѕепх 


Aplicando Іа propiedad а М, tendremos: 


sen3x 
senx 


M-2sen4x.cosx. M = 2 sen 4x cot x. sen 3x 


08.- Transformando a producto tanto el numerador como el denominador: 


cos 12?--sen30?--sen6? 
C0s24?4- cos 48? 


Al simplificar factores comunes, tendremos: 


2 cos(36?)cos(12?) F  2sen54° + 7 2cos36? 


cos12°+2sen(18°)cos(12°) 1+ 2sen18? w = 2cos72°+1 


Utilizando ángulo triple en e] numerador y doble en el denominador tendremos: 


sen108° 


2cos72°+1) sen36° | E 
E =>  W-'gmn727 - MM 


шил | 2с0536° 
09.- Sabemos que: 2 senta = 1- соѕ 20 л 2cos’a = 1 + cos 20 
2 sen Q. cos В = sen(a + В) + ѕеп(о - B) 


Utilizando dichas propiedades en el problema, tendremos: 


_ 2соѕ? 10%+2sen”20"-2sen20*cos 109 
" 2 


w 


w 1+cos20°+1 —cos40° — sen 20? +соѕ 10° 
= 7 


w = 2+2sen30°sen10°-2 . 2sen 10°соз^ 10° 
3 2 
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EDITORES 


2-+sen10°(1—4cos 109) 
w = = x > 
Efectuando y simplificando, obtendremos: 


2-* sen10* (4sen? 10°-3) 2-(4зеп 10°-Зѕел10°) 
Nr. I-A A == 
4 o qul 
Finalmente: W= шилэн W= —? 


10.- Utilizando la propiedad: tan x + cot x = 2 csc 2x en el denominador y a continuación 
expresando «W» en términos de senos y cosenos, se tendrá: 


2со8402-1 
W = 772 сьс709 


= - cos 20(2 cos 40? - 1) 
Al efectuar en el numerador obtenemos: 


o 3 1 
z - “os 60 Ws 


11.- Transformando a producto en el numerador obtenemos: 


sen4x +senóx 


2sen5x.cosx 
sen2x » 


/ 


2senx.cosx 
1 23 R senmx _ sen5x 
Al simplificar y comparar logramos: poat 


m=5 
12.-Transformando 


roducto como sigue: 


M = cos 20° + 2 cos 120° . cos 20° 
= cos 20° + 2(-1/2).cos 20° => М = cos 20° - cos 20° 
En general se cumple: 


2: М-0 
cos x + cos (120? - x) + cos(120? + x) = 0 


13.- Al elegir convenientemente los extremos, transformamos a producto tanto el nume- 
rador como el denominador: 


sen5x-rsenó6x +sen7 x 
senx +sen2x +sen 3x 


2sen6x.cosx+sen6x 
© 2sen2x.cosx+sen2x 
sen6x (2cosx+1) 

sen2x (2cosx+1) 


A continuación factorizamos: 


senóx  sen2x(2cos4x+1) 
Luego: Bd 


sen2x 


= 2 соѕ 4x + 1 
Al simplificar obtenemos: 


М cos 4x + 1 = 2 cos 4х + 1 


M=2 
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14.-Transformamos a producto como sigue: 


sena + sen9a + sen5e% 4 2senba.cos 40 + sensa 
= cosa+cos9a+cos5a — 7 ^ 2cos5a.cos40 + cos5a 
ѕеп5о(2с0540 + 1) 
A continuación factorizamos y simplificamos obteniendo: М = cos5a(2cos4a + 1) 
Luego: M = tan 50 Pero: a 20^ =98 
Finalmente: M - tan 45? M=1 
PROBLEMAS CONDICIONALES 
2sen8a.cos150 
15.-Transformando a producto, tenemos: МУ = >= 
25еп80.соѕба 
15x 
pes] 
Reemplazando el valor de о: W= == з 
cos— e 
21 
6n 
m созот 
Por suplementarios: W = — & Wz-1 
cos— 
21 
T @ с LIE. ЖЕ е е 
-- Se sabe que: , = 7 €» p.p = cq Propiedad de las proporciones. 
Utilizando la propiedad anterior en el problema: 
cosa + senb+sena+cosb | k+1 (cosa + cosb) +(sena + sen b) * k+1 
cosa +senb-sena-cosb  k-1 (cosa—cosb)—(sena-senb) ^ k-1 
Transformando a producto tenemos: 
a+b a—b a+b a-b 
2cos( 44b )ees [222 &2sn( 23? соз[252 mei 
T a+b a-bY a+b AED AKI 
2sen[ 2 Jsen( 23? ) 2sen[ 2 )соз( 45? ) 
a-b [a+b a+b 
2008 (4o E ( 5 Jesen( 2 | 22 
a-b a+b AEON k-1 
—2sen 22 ЇЕ Е ) + cos( 442 1 
R14 (466 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos % RACSO 


Simplificando, obtenemos: 


17.- Simplificando a producto los términos de «УУ»: 


W = sen4A +sen4B + sen 4C 


a producto 


W = 2sen(2A + 2B)cos(2A - 2B) + sen 4C 
doble 


Pero: 2А +2В=2л-2С = sen(2A + 2B) = - sen 2C 
Utilizando las propiedades anteriores tenemos: 

W = 2(- sen 2С). cos (2A - 2B) + 2sen 2С cos 2С 
Efectuando y agrupando convenientemente obtenemos: 

W = 2 sen 2С|сов 2С - cos(2A - 2B)] 
Pero: 2С = 27 - (2А +2B) = cos 2С = cos(2A + 2B) 
A continuación factorizamos la parte indicada: 


W = 2 sen 2C[cos(2A +2B)-cos(2A - 2B)] 
че E СЕЧ 
W = 2sen 2С[- 2 sen (2B) sen (2A)] 


Finalmente: W = - 4 sen 2A . sen 2B . sen 2C 


2sen4x.cosx 
18.- Transformando a producto: М = RBA — fan 4x 
r 2cos4x.cos x 


2 CER 
Pero: ап2х= 2an =- 
tan x 1-4 9 
B x 
Finalmente: tan 4x = 2tan2x . = = = Е 7. tan 4х = 5 
1-tan' 2x qu Ee 
16 16 
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19.-Del primer miembro de la igualdad tenemos: 


HE 


Utilizando la propiedad: sen За = sen a [2 cos 2a + 1] en el numerador: 


sen = (2cos5x+1) 


=—— mz” < IOS XE 
5x 
sen| — 


Comparando, tendremos: P-2;Q-1 


Finalmente: , Р+ 0-3 


20.- Transformando a producto ambas condiciones. 


x+y x-y 
ѕепх + ѕепу=а => 2 ѕеп 5,7 .cos 75 |=4 2-1) 
Х-1 
cosx+cosy=b = хо 5) EX 2: = E2) 
-— эй. х+у а 
Al dividir las condiciones (1) entre (2) obtenemos: tan ri 
2ta 23 20 
Luego: sen(x + y) = E = ѕеп(х+у) = b 2 
1+ an 4 1 Чон 
p. 
sen (x * y) = I 
sen5x m | ‚‚ senSx+sen3x _ т+1 
21.- Como inde qu usando proporciones: put iym 


Tiransformamos a producto el numerador y el denominador del primer miembro: 
2sen4x.cosx т+1 


2cos4x.senx  m-1 


m+1 tan4 m+1 
ifimalmente: tan 4x. cot x = Se =e 
т-1 т-1 
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22.- Del segundo miembro de la igualdad tenemos: 


cos 8x + cos 4x+2(1-2sen2x) 


панна. 
a producto arco doble 7 


и, 
= 2 cos 6x cos 2х + 2 . cos 2х = 2 cos 2x 12:58 6x) 
a #6 
Luego de factorizar y utilizar las fórmulas apropiadas tenemos: 


= 2 cos 2x . 2 cos23x = 4 cos(2x) . со52(3х) 
Comparando con la expresión inicial, obtenemos: 
=> Р-4:0-2 ,Ё-2,5-3 (P+Q)-(R+S 


23.- Transformando a producto el numerador y el denominador tenemos: 
-2sen(-13?)sen(60?))  J3 з? 43 
o a = © К = (ап 13°.| 75 
2sen(30?).cos(13?) 3 


va | 
[4 
Luego: tan 13° = 37 (1) 
Hallemos la relación angular: 32° + 13° = 45° => 32° = 45° - 13° 
1- ап 13° 
De donde: tan 32°.= {ап(45°5.13°) J => Мап32°= al 


1+{ап13° ^ 


k : 
Al ] 1 2), tend Wb sas q) m 2:86, 
reemplazar (1) en (2), tendremos: = tan 32? = "2M Mise T: 
1 T— "ы. 2. ч 
3 
24.- Transformando a producto: 


A+B A-B 
sen A + sen B - sen C = 2 sen 2 .COS 


Como: A + B + C =m =sen C = sen(A + B) = 2 sen Í 


A+B) cos (A48) 
2 

A+B A- 
En (1): sen A + sen B - sen C = 2 sen 2 сов 


A) аа) (^r? 
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25.-Colocando la expresión en términos de senos y cosenos y además transformamos a 
producto donde corresponde. 


A 
sen 
CIEGA Е B+C cos 29] 2 
cos cos 
MY = EC) 77: Б 
E 
2sen( EC eos( 2 ) 


Por condición del problema se cumple: 


В-С т А А 
ѕеп NT = sen DA, d ЗЄ A 


B+C T A A 
cos| 77 | = cos 2 2 = sen y 


Reemplazando las equivalencias anteriores en «W» obtenemos: 


senA + o + 


P 2 2 2 
Үл B=G A A 
2sen| ——- —.cos— 
2 2 2 


A continuación factorizamos y simplificamos, obteniendo: 


B-C B-C Hg B-C 
Finalmente: weed 2 ) + cor 2 J A weci( E) 


26.- Transformando a producto la suma de senos y de cosenos tenemos: 


ru ru =m... (1) 
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A continuación dividimos las condiciones (1) y (2): СЕУ J = 


q E 1-1ал a 
Asimismo recordamos que: cos 200— а 
1+tan Q 


Utilizando dicha propiedad para un arco tal como: (x + 4) 


cos(x + y) = 


Finalmente al efectuar obtenemos: 


2 2 
п-т n -m 
W = cos(x + y) = — 7 E W= => 
n +m n tm 


27.- Descomponiendo el numerador como sigue para luego transformar a producto, tenemos: 


cos20?— cos40?-- cos20? 2ѕеп 30°.ѕеп 10? 4 cos 20? 


tang wa р 02. > tan0= sen 409 


A continuación transformamos a producto el numerador: 


. Sen10°+sen70° _ 2sen40°.cos30° 
tan Ө = sen 40° =  tn6- sen40° 
3 
Finalmente: tan 0 = 2 cos 30° = 2) -43 -. sen0=- xn , 06 HIC 


28.-Trabajando la condición en términos de cosenos, tendremos: 


1 1 cos(x + а) + cos(x — a) 2 
— + GTA =2seex = — F =— 
cosí(x+a)  cos(x—a) cos(x + a).cos(x – а) cosx 
-82005Х.С0508. 
Transformando a producto el numerador: 2 4 = si US. 


cos х-ѕеп a  COSX 


2 2 Ж? 
= 2 соѕ?х . соѕ а = 2 cos2x - 2 sena = 2 sera = (1 - cos a). 2 cos^x 


A continuación efectuamos y despejamos el <cos2x>, así: 


a a 

ИЕ 27 4ѕеп? 2.005 2 E 
= cosx- e ve rupe O сов2х =2 сов? > 

- Cosa 2sen A 212 
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29.- Sí x = Ө y x= ф son las raíces de la ecuación, entonces se debe cumplir: 
а зеп Ө + b cos8 =c... (1) а зеп ф+ bcos ф=с...(2) 
A continuación igualamos las condiciones (1) y (2): 


а sen Ө + b cos Ө=азепф+ Р соѕф = a(sen Ө - sen ф) = - b(cos Ө - cos $) 
est) (es)] [20m (S5*)e(*29]] 88) 
Luego: М = [А >; мер 


30.- Del primer miembro de Іа igualdad tenemos: 
sen 5x+sen x+sen 3x = 2 sen 3x cos 2x + sen 3x 


sen3x 


Efectuando como sigue: = sen 3x(2 cos 2x + 1) = sen 3x . Er 


Desarrollando el seno del triple, así: 


e sen? 3x _ (3senx- 4sen?xy. 4 9sen?x —24sen*x + 16sen*x 


senx senx senx 


A continuación comparando la condición inicial obtenemos: 


Р 5 3 
= (16,561 x-24sen x+9 sen x 
M=16 N=-24 P=9 


Finalmente: W = 9 - (- 24) - 2(16) = 1 


31.- Transformando a producto la expresión W, tenemos: W = 2 ѕеп(х - 15?) . cos(35°) 
Para que W sea máximo =>  sen(x-15%) debe ser máximo. 


sen (x-15%=1 = х- 15° = 90° 


EXPRESIONES EQUIVALENTES 


32.- Colocando la expresión en términos de cosenos: 


2(2senxcosx)+1 25еп2х+1 
Р cosx ^. |. 


w 


A continuación factorizamos el 2, logrando una suma de senos que ha de transformarse 
a producto. 
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2 л 
У = бєз =2secx. [зеп2х +веп | 
2х+т/6 2х-п/6 

W = 2 sec х. 2 sen EN cos Le 9 


Finalmente tendremos: 


33.- Escribiendo «W» como sigue: W = 2 sen 40? + Z sen 40^ - 43 
Pero: уЗ = 2 sen 60° 
A continuación agrupamos convenientemente, tal que: 
W = 2 sen 40? - 2(sen 60? - sen 40?) = W = 2 sen 40? -2(2 sen 10? cos 50?) 
Pero: cos 50° = sen 40° ; sen 10° = cos 80° (por arcos complementarios). 


Escribimos la expresión como una propiedad especial del triple, así: 


W = 2 sen 40 [1 - 2 sen 10] = W = -2 sen 402 cos 80? - 1] SZ) 
cos3a YE 
2 cos 20-1 = (es la propiedad а utilizar) 
cosa 
соѕ3(40° 
Finalmente utilizamos esta propiedad en (*): М = -2sen 40°. os 


—2sen40^| — 1 


z 
De donde: W= cos40* ЫН = i 


34.- Escribiendo como sigue la expresión, tendremos: 


M jb 
тэй = mros2000 S == = 


1 
2 2 2 2 * cos 20° + cos 20 


A continuación transformamos a producto los dos primeros términos, así: 


M 
— = cos 60°+cos 20° + cos 20? 
2 e 
M M 
rs 2 cos 40%.cos 20° + cos 20° = 2 = cos 20°(2 cos 40° + 1) 
W 
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sen60? 43 


Рего: 2 cos 40° + 1 = еп20° ^ 2sen20° 
M , 43 
Luego: > cos 20°. Jena" 7 


35.- Escribiendo como sigue la expresión, tendremos: 


w = 43 (43 кое (+3) 


Pero: £- sen 60° A l. sen 30°, 
Luego: W =2 3 (sen 60° +sen 30°) 
 _A—U 


a producto 
Transformando a producto tendremos: 


W = 2/3. 2 sen 45° cos 15° = w=4 Ja. 2 . cos 15? 5 W=2 46 sen 75° 


36.- Transformamos a producto como sigue: 


W= 1+c0s2x+cosx => W = 2 cosx + cos x s W - 2 cos x (cosx+2) 


Al cambiar 1/2 por 7/3 podemos transformar a producto: 


хат/3 х-т/3 
W = 2 cos x (cosx +оо) 5 W= 2 cos x.2 eos [ Jes a 
——— 


2 2 
a producto 


; хүл хол 
Finalmente: W = 4 cos x . cos 2 6|:cos|2 6 


el doble 


37.- Recordando: 2cos^a = 1 + cos 20. 


la mitad 


W = 1+ соз 14° + sen 14° 
Aplicando dicha propiedad en <W>, tendremos: 
W = 2 cos27° + 2 sen 7° cos 7° 
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A continuación factorizamos 2 cos 7” para luego transformar a producto: 


W = 2 cos 7 (cos 7? + sen 7°) = МҮ = 2 cos 7°(sen 83° + sen 7°) 
¿EA AA A 
a producto 
W = 2 cos 7” . 2 ѕеп(45°)соѕ (38°) 7 W=2 J2 . cos 38°. cos 7? 


38.- Igualando a una constante «k» tendremos: 


sen5x  sen3x _ senx аг 
П: E E 


Luego: sen 5х = ак => sen Зх = bk = sen х = ck 
Sumando: sen5x+senx `+ sen Зх = k(a + b + с) 


aproducto 
De donde: 2 sen Зх cos 2x + sen Зх = k(a + b + c) 


Factorizando sen 3x: sen Зх [2 cos 2x + 1] = k(a + b + c) 
A continuación utilizando la proporcionalidad inicial tendremos: 


sen3x 
senx 


US 3 
sen 3x. =ka+b+c) => bk. CI + b+ c) 


Finalmente simplificamos obteniendo: 


b -0с-5с-с 2 ЪФ о = саза 


т т л 
39.- De (1): sen (х + ¿)-senx=m E 25en| 77) eost Tsm.. 


л T T 
De (2): cos (x+ ¿)+cosx=n => 2cos (55-15) сатр) =n --- 9) 


Al dividir las proposiciones (3) y (4) obtenemos: 


л л 
2sen—.cos(x + — 

vt 10) Ud БЭ ЖГ 
2со8-“-сов(х--1-) LU 

12 12 


п 
Рего: tani; = AS 


Finalmente: m= @- 43 Эп 
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SITUACIONES GRÁFICAS 
40.- Sea АВ = CD-t 
Enel M AEB: ВЕ =tsena => AE=ftcosq 
En el À CED: ED=fsenf8 = СЕ = #соѕ Ө 
Pero AC=AE-CE = 3-tcosa-fcosO ...(1) 


También BD=ED-BE = 4=tsen8-tsena... (2) 


Al dividir las proposiciones (1) y (2) 


ѕепӨ — sena: 4 
tenemos: T = = 
cosa — cos 3 


A continuación transformamos a producto tanto el numerador como el denominador, 
obteniendo: 


vw 24 (255 ү 
2sen [85% Ta. a) res e T вна 7 3 
2 
Con ayuda del triángulo rectángulo obtenemos 4 


41.-SeaCB=a => DC-2a 
mZDAC=x-y 

En el ХАВС: AC =a . csc y ... (1) 

En el ХАГС: AC = 24. csc(x - y) ... (2) 


Al igualar las proposiciones (1) y (2), tendremos: 


sen(x-y) 
seny 


a csc y = 2a csc(x - y) =2 


= 2+1 
Por proporciones: sen(x-y)*tseny 2*1 
sen(x-y)-seny 2-1 


Transformando a producto, obtenemos: 
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x x 
2se 2 50369) 
=3 = tan £ .cot(ž-y) =3 > tan Ž =3. tan (3-1) 


x х 2 2 
2sen(— — y).cos — 
Enel] 
x | х | 
ta p" ta 27У 
Finalmente se бепе: W= = = = 
tan— 3tan rs 
2 
1 
Al simplificar: х W= 3 


42.- De la figura deducimos que: 


_ (CEXEB) , (CEXDC) _ (CE) 


S 2 2 ES. (EB b DC) 


Pero: Enel Rh AEB: EA = k. cos Зх => ЕВ = k sen 3x B 
En el КАСР: CA=kcosx => CD-ksenx 
CE=CA - EA = k(cos x - cos 3x) 


A continuación, tendremos: 


k 
SE 3 (cos x - cos 3x).[sen 3x + sen x].k 


EL E [-2 sen(-x).sen (2x)][2 sen 2x.cos x] 


Efectuando apropiadamente: 
k? 2 
S= 79 -2 sen x cos x. 2 sen” 2% 


кект, NES 2 
S = К. 2 sen x.cos x .sen“2x 


Finalmente: S = k?.sen?2x 
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SIMPLIFICACIONES 


01.- Se sabe que: 4 соз?@ = 3 cos © + cos За. ; 2 cos © cos В = cos(a + B) + cos(a - В) 


Multiplicamos por 2 el numerador y el denominador para aplicar la primera propiedad 
y a continuación factorizar en el denominador convenientemente para aplicar la fórmu- 
la básica del coseno triple: 


4со8 x —2cos2x.cosx+ 2cosx 3cosx + cos3x —[cos3x+cosx]+2c0sx 


(ва O RA W= 
2.2cosx(4cos" x - 3cos x) 4cosx.cos3x 
Luego de simplificar obtenemos: 
4cosx 1 
- W = sec 3x 


= 4cosx.cos3x ^ cos3x 
02.- Al efectuar y ordenar apropiadamente tenemos: 
3 2 1 2 
= 7 (2sen' Зх) - = (2sen9xsen 3x) + (2 sen 3x cos Зх) 
2 ————À 2 — — — = 


degradar transformar dobles 


Luego de efectuar y ordenar apropiadamente, obtenemos: 


3 1 
W= 2 (1 - cos 6x) - 2 (cos 6x - cos 12x) + (sen бх}? 


W= 1. 3 de. а е ае 

= y ` 2 605 6x- y cos бх + > cos + y (2 sen бх) 
3 1 1 

W = ç -2 cos бх + Ç cos 12 x + 5 (1 - cos 12x) 


Al simplificar tenemos: 


1 ТЕ 1 
W - 2 cos бх + y cos 12 x += -7 cos 12x = W = 2-2 cos 6x = 2(1 - cos бх) 


2 2 2 
W = 2(2 sen?3x) л W = 4 sen?3x 
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EDITORES 


03.- Al efectuar y ordenar apropiadamente, tenemos: 
W =2 cos 5x cos x + 5(2 cos 3x cos x) + 10(2 cos2x) 

Luego de aplicar las transformaciones indicadas, obtenemos: 
W = cos 6x + cos 4x + 5(cos 4x + cos 2x) + 10(1 + cos 2x) 
W = cos 6x + cos 4x + 5 cos 4x + 5 cos 2x + 10 + 10 cos 2x 
W = cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10 

A continuación expresamos <W> en función del cos 2x, así: 
W = 4 cos 2x - 3 cos 2x + 612 со522х - 1] + 15 cos 2x + 10 
W = 4 cos 2x + 12 соѕ22х + 12 cos 2x + 4 


Al factorizar 4 notamos que la expresión entre paréntesis es el desarrollo de un 
binomio al cubo. 


L W= 4(cos32x + 3 cos22x + З cos 2x + 1) 


Finalmente: W = 4(cos 2x + 1)' = 4(2 cos?x)'* 


W = 32 сов х 


04.- Escribiendo como sigue, tendremos: 


2sen51(2cosxFT)senx 
^ —— Qesi19c*T) — + cos 6x 


A continuación transformamos a una diferencia de cosenos, así: 


cos 4x - cosóX + cosóx = cos 4r 


M = cos 4х 


05.- Multiplicando la expresión «M» por sen x, tendremos: 
Sen x.M = 2 cos 6x.sen x + 2 cos 4x.sen x + 2 cos 2x.sen x - sen 7x 


Luego de efectuar las transformaciones anteriores obtenemos: 


Transformaciones de Producto a Sumas o Diferencias 479 


M.sen x = sen 7x - sen 5x + sen 5x - sen 3x + sen 3x - sen x - sen 7x 


Finalmente: M(sen x) = -sen x т. М = -1 


06.- Al efectuar la expresión tenemos: 


1 sen7x 


= "rd 2x - (cos 6x + cos 4x) 


sen7x —2senx.cos2x -2sen x.cos6x -2sen xcosáx 


Wt 2senx 


Al transformar de producto a suma o diferencia cada uno de los casos anteriores, obtenemos: 


sen7x —[sen3x + sen(-x)]- [sen7x  sen(-5x)]- [sen 5x - sen- 3x] 


W= 2senx 


En seguida simplificamos, de donde obtenemos: 


sen7x-sen3x+senx-senZx+sen5x-sen5x+sen3x 
W. = 2senx 


senx 


Finalmente: үу = 
2senx 


1 Wis 
= x De 


07.- Al efectuar notamos que el m.c.m. de M es: 2 cos 72° 


cos 12?-2 cos24?.cos72? 


2 cos72° 
A continuación efectuamos la transformación presente: 
—sen6° 
M cos12°—cos96°—cos48° M = 2sen30°.sen 18° —cos96° 
, 2 cos72° E н 2сов729 
Жи - sen18°+sen6° 
Luego de simplificar en el numerador obtenemos: M= ^ 2co725 6 


25еп12°.соѕ6° 


En seguida transformamos a producto y deducimos que a = 36°: 28611189 


Finalmente al comparar las expresiones trigonométricas: 


sen12°.cos 6° ѕеп20. cosa 


sen18° ^ A. sen3a 


13 а = 6° 
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EDITORES 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


08.- Expresando W en términos de senos y cosenos, tenemos: 


Transformando a una diferencia o a una suma de cosenos tenemos 
cos(B) —cos(A) 
^ cos(A)+cos(B) 


cos В — cos ВсоѕС 
cos BcosC + cos B 


Reemplazando el dato: 


Luego de factorizar apropiadamente, obtenemos: 


2sen? 


_ SosB(1—cosC) _ 
7 cosB(1+cosC) ` Р 


N 


09.- Expresando en términos de senos y cosenos, tenemos: 
seny = ѕеп(х + y).cosx —sen y 
= ==> 
cosx.cos(x +y) 


_ sen(x- y) 
7 соѕх.соѕ(х+ y) 


ü cos(x +y) 
A continuación efectuando la transformación en el numerador obtenemos: 
sen(2x + y)+sen(y)—2seny 


W= 
2cosx.cos(x + y) 


у= 2sen(x + y).cosx — 25епу 
2 cosx.cos(x + y) 


2senx.cos(x +y) 
= tan x 


En seguida transformamos a producto el numerador: 
= 2cosx.cos(x + у) 


sen(2x+ y) - sen y 
2cosx.cos(x + y) = 


Al reemplazar el valor de x al problema tenemos: 
T o 72770 о 
= tan 21° = tan(37? - 16°) 


W = tan х = tan 60 


ga _ 

| tan37^-tanl6^ 4 24 96 к 

коеш Mu 1+tan37°.tan16° — TAE 7 di d 
4 24 96 
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10.- Agrupando en forma conveniente tenemos: 


W = cos6x+c0s2x + соѕ5 4х = W = 2 cos 4x cos 2x + cos 4x 
ызат И 


a producto 


sen Зх 


W = cos 4x [2 cos 2x +1] = W= cos 4х. SER 


del arco triple 
A continuación transformamos el numerador a producto obteniendo: 


2sen3x.cos4x sen7x +sen(—x) 
w=— => М А (в) 
2senx 2senx 


Por dato: sen 7x = 2 sen x, al reemplazarlo en (*), obtenemos: 


2senx — senx senx is ЙГ, 
a 2senx ^ 2senx = 
sen(x + y) 
11.- Sabemos que: Кап (6111 a 
COSX.COS Y 
Como: tan(a + Ө) + tan (a. – 0) = 2 
эрээ шэг 20-2 0).cos (0 — Ө) 
ntonces: Eu ur xem => ѕеп 20 = 2со (a + 0).cos 
= sen 20 = cos 20 + cos 20 = sen 2a - cos 20 = cos 20 


Elevando al cuadrado: ѕеп220 + cos/2a - 2 sen 20. cos 20 = cos?20 


Aplicando convenientemente propiedades 


1-sen4o-1-sen'20 =  sen4a-sen20-0 .. M=0 
12.- Del dato: 2 sen B sen C = 2'cos? (а) 
Degradando tenemos: 2 sen B sen C = 1 + cos A 


Efectuando la transformación de producto a diferencia: 
cos(B-C)-cos(B+C)=1+cosA  ...(1) 

Pero: cos(B + C) = -cos A 

Luego en (1) obtenemos: соѕ (В - С) + cos А = 1 + cos A 

Finalmente en un triángulo se cumple que: cos(B-C)=1 => B-C=0 


Por lo tanto el triángulo es isósceles. 
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ES 


13.- Del primer miembro de la igualdad tenemos: 


sen an 
4n TX n 
W = cos, ón + 2 sen 
72 
6n T š 
Pero: sen . Sen ЛЖ (arcos suplementarios) 
Efectuando como sigue, tenemos: 
п 4п 6n n 6n An 6n 
234 зеп (cos 7 +2c0s 7 ) " sen Z (cos 7 *C0977 +cos- ) 
4 6n 3 6n 
cos cos 
sen z |2cos m .Cos Í +cos бк | 
Transformando å producto como sigue: М = —— r 
cos 
7 


) бп п 5n 2n Г 
Рего: COS = -С057 ; COS ^; = -С05 7 (arcos suplementarios) 


Utilizando las igualdades anteriores, obtenemos: 


21 6n 
mI 2(-cos27 (-cos $) n 2n 3n n 
W = sen 5 | r +1] = sen 7 | 2cos— +1 |= sen — = sen(W - 1) = 
7 соѕ 1 7 7 7 7 
7 
Finalmente: W -1=3 E W=4 


14.- Efectuando como sigue, tenemos: 
W = sen 3x. cos 3x - 2 sen x cos 3x + 2 sen 3x. cos x - 4 sen x cos x 


A continuación transformamos los productos indicados: 


1 
Wiz 2 (2 sen 3x.cos 3x) - [sen 4x + sen(-2x)] + [sen 4x + sen 2x] - 2(2 sen x cos x) 


1 
Al simplificar obtenemos: W = y sen бх - sen 4х + sen 2х + sen 4x + sen 2x - 2. sen 2x 
eE 
= y sen 6x 
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or angulo doble se sabe que: sen 20 = 160 %a = 2' JE tan? 3x 
Final w 2 ë Ww Ё 
inalmente: E а 22 =5 E 
Se a c 1 „a+b atd 
- Si ү = 7 se cumple que: — = — 
Aplicando dicha propiedad al problema obtenemos: 
tanx+tana _ 1+cos? x+1+sen? x 
tanx-tana 1 +cos2x—(1+sen2 x) 
sen(x + y) 
Como: tan x + tan y = cosxcosy €" el problema: 
sen(x +0) 
COSX.COSO _ 3 
sen(x-0) ^ cos?x-sen?x 
COS X.COSQ 
sen(xta) з 
sen(x-a) ^ cos2x 
A continuación efectuamos como sigue: sen (x + Q) . cos 2x = 3. sen(x - о) 


2 sen(x + а). cos 2x = 6sen(x-a) =>  sen(3x-4 о) + sen(a - x) = 6 sen(x - о) 


sen(3x + о) - sen(x - a) =6sen(x-0) =  sen(3x + о) = 7 sen(x - о) 


Finalmente: sen (Зх -a).csc(x-a)- 7 


16.- Multiplicando por (2) ambos miembros: 
2W = 2 ѕеп2х + 2 seny + 2 sen?z 
> 2W = 1 - cos 2x + 1 - cos 2y + 1 - cos 2z 


A continuación transformamos a producto como se indica 


2W = 3- [ cos 2x +соѕ2у + cos2z] 
a producto doble 


25 2W = 3 - [2 cos(x + y) . cos(x - y) + 2 cos?z - 1] 
Pero: cos(x + y) = cos (27 - z) = cos z 


En seguida agrupamos convenientemente, para transformar a producto: 
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2W = 4 - 2 cos z[cos(x - у) +cosz] = 2W = 4- 2с05 z[ cos(x -y)+ cos(x + у) l 
COEM e EEG 0 
a producto 
W = 2 - cos z[2 cos x . cos(-y)] 


Finalmente al efectuar y reemplazar la condición inicial obtenemos: 


W = 2 - 2 cos x cos y . cos Z Э W = 2(1 -m) 


17.- En el dato, transformamos a producto y por arco doble tenemos: 


Además sabemos que: cos(a - b) = cos a cos b + sen a sen b 


Aplicando la propiedad anterior al problema, tendremos: 


„е Г V O Y у 

cos 2 cos sen; sen? = 3| cos 2 cos 2 sen 2 sen 2 
em b Lh i АС ES 
efectuar obtenemos: 4 ѕеп 5 ѕеп jum cos 2 cos 2 
A х ау:  . EM 
inalmente: tan : an? 35 ES Qe 2 


18.- Del primer miembro de la igualdad tenemos: 
32 ѕепбх = 2(4 sen xj = 32 ѕепёх = 2(3 sen x - sen Зх)? 
Al efectuar el binomio anterior obtenemos: 
32 sen x = 2(9 ѕеп2х - 6 sen 3x.sen x + sen?3x) 
Agrupando convenientemente, tendremos: 
32 senîx = 9(2 ѕеп2х) - 6(2 sen 3x . sen х) + 2 sen23x 
32 веп®х = 9 - 9 cos 2x - 6 cos 2x + 6 cos 4х + 1 - cos 6x 
Al efectuar y simplificar nos queda: 
32 senéx = 10 - 15 cos 2x + 6 cos 4x - cos бх 


Identificando, tenemos: M=10;N=-15;P=6;0=-1 ~ M+N+P+ o= 0 
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19.- Del segundo miembro de la igualdad tenemos: 


sen x (8 веп х) = sen X(3 - 4 cos 2x + cos 4x) 


1 
3 sen x-2 (2senxcos2x) + 2 (2senxcos4x) 
Хо БЭЕЭ сыш ы ppé- cem seri о, 


sen3x-—senx sen5x-sen3x 
5 1 
Efectuando tendremos: 5 sen x - 2 sen 3x + 2 sen 5x 
Luego identificando se Непе: М-5,М-- 27 p = 2 ^ M+N+H =3 


20.- Expresando <W> en términos de cosenos, obtenemos: 
_ 2cos10° "- 2cos10?—43 cos 20? 
7 eos20* 4 соѕ20° 


2cos10?-2sen60? cos 20? 


Pero: УЗ -2sen6 > W= 2 
cos20 


Al efectuar la transformación anterior, tendremos: 


2cos10”-[sen80”+sen40*] 
wWw=—— 
cos20° 


Pero cos 10° = sen 80° (arco complementario) 
P 


Finalmente transformamos a producto el numerador: 


sen80°—sen40° 2sen20°cos60° 
= gw => = w 


cos20° = cos20° 


21.- Del segundo miembro de la igualdad tenemos: 


1 
2 | 2 cos 16° cos 13? - 2 cos 59° cos 20°] 


1 
m [cos 29? + cos 3? - cos 79? - cos 39°] 


1 
== [cos 79? - cos 29? + cos 39? - cos 3°] 


a producto a producto 


Efectuando como se indicó, obtenemos: 
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1 
яа 1-2 sen 25? sen 54° + (-2 sen 18° sen 21°)] 


= ѕеп54° . sen 25° + sen18? . sen 21? 
Snow 
E -Q 
= Р = sen 54° О =- sen 18° 


Finalmente al comparar obtenemos: 


"d 
+ 

O 

Ш 

N | 


Р + О = sen 54 а 4 4 


чк d LE 1 


22.- Escribiendo apropiadamente para realizar la transformación presente, obteniendo: 
W = 2(2 cos Зх . cos x) + 1 = W = 2[соѕ 4х + cos 2x] + 1 


A continuación agrupamos convenientemente logrando: 


W-=2 4 — 4 sen3x i 2senx. cos 4x + sen3x 
= 2 cos 4x + x = = 2 cos 4x + => — S - ——— 
=== al senx senx 


Luego de efectuar la transformación anterior obteniendo: 


h sen5x + sen(—3x) + sen3x 


Рт W = sen 5x.csc x 


PROBLEMAS DE CÁLCULO NUMÉRICO 
23.- Se sabe que: 42 = 2 sen 45 
Aplicando dicha equivalencia en el problema obteniendo: 


cos19%  2sen45?sen26? 
 sen19° ` sen19° 


A continuación al efectuar la transformación anterior tendremos: 


_ Cos 19°—(cos19°—cos71°) 
Б ѕеп19° 


Finalmente: W= zl 73 W= 1 
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24.- Al efectuar la transformación inicial, tendremos: 


_ 2sen 40" (sen 50? —sen 50?-« sen 30^) 


i 2sen30?.cos 50° 
Luego de simplificar, obtenemos: 
2sen40*.sen30? ѕеп40° 
= 2веп30”-со8509 > MS соз50° 
Pero: sen 40° = cos 50° SM M=1 


25.- Escribiendo como sigue la expresión, tendremos: 


M= | Озеп15х.вепбх + сов21х) 


A continuación efectuamos la transformación anterior obteniendo: 


M= |[1(соз9х- соз21х + сов21х) = M= 1.cos9x 


e л "- 
ero: x= 27 > Pi 


Finalmente reemplazando' el valor numérico del cos 9x en la expresión, logramos: 


27 "mU ptem . 99 
M= as = 2:2 = 4 ES м-3 


26.- Escribiendo la expresión en términos de senos y cosenos obtenemos: 


M 


2cos80? 2 cos80? 
1/2 
s 
1-2sen150? + 2sen10? 2sen10? 
4 2 cos80° >? = 2cos80? 


Pero: sen 10? = cos 80° г M=1 


27.- Reduciendo al primer cuadrante tenemos: 
sen 610° = sen(360° + 250°) = sen 250° sen 610° 
sen 610° = sen (180° + 70°} = -sen 70° 
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1 —2(2sen70°.cos80°) 1—2(sen150°—sen10°) 
= — = M: = 


ET RACSO 
BDITDEES 


sen 130° = sen(180? - 50?) = sen 50? 
sen 430° = sen(360° + 70%) = sen 70° 
cos 280° = cos(360? - 80?) = cos 80? 
Al reemplazar las reducciones anteriores tendremos: 
2W = 2 sen 50°.ѕеп 10° - 2 sen 70?.sen 50? - 2 sen 70? cos 80° 
2 = cos 40° - cos 60? - [cos 20? - cos 120°] - [sen 150? + ѕеп(-10°)] 
A continuación simplificando términos, obtenemos: 
2W = cos 40? - cos 60? - cos 20° + cos 120? - sen 30? + sen 10° 
2W = cos 40° - cos 20° + (3 1-1) + sen 109 
a producto 


Luego de simplificar obtenemos: 2W = -2 sen 10*.sen 30° + (3) + sen 10° 
ә ? 3 " sa dou: V 
Finalmente: 2W = -sen 10° + |75] + sen 10 ло MW=-g 


28.- Efectuando como sigue: M = 3 cos 4x + 2( 2 sen 3x . sen x) 
М = 3 cos 4х + 2(cos 2x - cos 4x) = М = cos 4x + 2 cos 2x 


A continuación expresamos «M» en términos del cos 2x , así: 


NÍo 


1 
M-2cos2x-142cos2x => М = 2(соѕ 2х + 2» 
ТО А . . 1 2 1 2 3 3 
Utilizando la siguiente igualdad: 2(соѕ2х+ 1) 20 = 2(соѕ 2х + 2) HO >- 2 


3 AS 
М2-2 да M minimo = -3 


29.- Se sabe que: J3 = 2 sen 60° 


2sen60?.cos 20°—sen40° 


Luego en el problema: tan x = eeno. 


Transformando a producto tanto numerador como denominador: 
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s _ sen80”+sen40”-sen40” š 2sen40°cos40° ѕеп40° 
шэг 14 cos80? MEL "улу NIME. 
Simplificando obtenemos: tan x = tan 40? Ë Un valor de x será 40° 
30.- Escribiendo como sigue, tendremos: 
(1-2sen?B)-(1-2sen? A) 25еп? A-2sen? В 
= 2 


2 
Luego, por ángulo doble recordamos que: соѕ 2 х = 1-2 ѕеп x así: 
(I-2sem B)-(1-2sem A)  2sem А-25ет В 
2 Г 2 
sen (А + В) sen (А - В) = n? A - sen? В 
31.- Multiplicando numerador y denominador por 2 para luego aplicar las propiedades 


de transformación de productos a sumas, obtenemos: 
2 sen 24.sena +2 sen 4a.sena +2 sen 7а.ѕеп 20 


2 sena.cos 20-42 sen 2a.cos 5a + 2 sena.cos 8a 


cosa — cos За + cos За — cos 5a + cos 5a – cos 9a 
sen За – sena + sen 7а – sen За + sen 94 —sen 7a 


Luego de simplificar la expresión anterior tendremos: 
cosa—cos9a _ 2 sen 5a-Sen-4a_ — 
= sen9a-sena 25єт44со854 ^ tansa 


32.- Efectuando como sigue, tendremos: 
sen 74-2 cos2a.sena - 2cos4a.sena-2cos64a.sena 


sena 
A continuación utilizamos convenientemente las fórmulas de transformación de pro- 


ductos a suma o diferencia, obteniéndose: 
sen 7 a- (sen 3a - sena) - (sen 54 - sen За) - (sen 7a- sen 54) 
sena 


sen 7 a - sen 3a + sen a - sen 54 +sen 34 - sen 74+sen 54 
sena 


. ой Мн sema - 
Finalmente al simplificar, deducimos: sena ^ 1 
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33.- Ordenando como sigue, tendremos: cos 6” . cos 66° . cos 42° . cos 78° 
A continuación multiplicamos y dividimos por 2 para poder utilizar la fórmula siguiente: 


2cos6?.cos66?.2c0s42?.cos78? (с0572° +соѕ60°) (cos120? 4 cos 36^) 
3 282 Е 4 


Finalmente, al reemplazar los valores numéricos respectivos, obtendremos: 


345-1. 1] 1. узи м5-411| 5-1 4 
2| 9 4 4 = 

4 16 1 
4 


34.- Agrupando como sigue, obtendremos: 
2sen54°.sen66° 


sen 6° (sen 54° . sen 60°) = sen 6° . 3 


Se ha multiplicado y dividido por 2 para poder transformar el numerador a una diferen- 
cia de cosenos, donde luego de multiplicar nos queda: 


sen6?(cos12?-cos120?) ^ sen6”.cos12”-sen6”.cos120? 


2 2 


Una vez más multiplicamos y dividimos por 2 en este caso para realizar una transfor- 
mación de producto a suma de senos: 


«o 1 
2sen6".cos12” -2sen6”.cos1202  Sen18^-senó -2sen6°(-2) 
4 4 4 
o. 189 
PE EE 


35.- Multiplicando y dividiendo por 2, obtendremos: 


2 sen40?.sen80? 4 2 sen 80?.sen 160%+ 2 sen 160°.sen 320° 
D 


A continuación aplicamos en cada sumando la fórmula de transformación del producto 
a una diferencia de cosenos, obteniéndose: 


ч cos40°-cos120°+ со580°- cos240°+ cos160°- со5480° 
= НЬ? RAS 0o. å NAO 


En seguida transformando a producto como sigue, deducimos: 


2 cos60°.cos20°— (-1)-(-1)-соз2о°- (-1) 08205 + 5 - cos26% 3 
шин A A mn Б 7 f. 6 


Transformaciones de Producto a Sumas o Diferencias R15 491. 


sen х.ѕеп4х - sen2x.sen3x 


36.- Efectuando como sigue, se obtendrá: senx sep 
A continuación aplicando la misma estrategia de los dos últimos problemas, tendremos: 


2senx.sendx-2sen2x.sen3x _ cos3x-cos5x-(cosx-cos5x) 


2 sen 2 x.send4 x 2 sen2x.sen4x 


cos3x-cosx 


Luego de simplificar, se tendrá: Teen HX 


Factorizando el numerador y transformando la diferencia de cosenos a un producto de 


senos, se obtiene: 
-2 sen2x.senx ! 1 M 
2sen2x.sendx ^ J 


37.- Utilizando la siguiente fórmula especial de transformación: 
sen a + соз а= 4/2 sen (a + 45°) 
Ahora la expresión dada tendrá la siguiente forma: 


cos b. 42 sen (a + 45°) = 4/2 cos b . sen (b+ 60°) 
T 
бт ле сау 
15°+Ь 


Multiplicamos y dividimos por 2 para utilizar la fórmula de transformación de produc- 
to a suma de senos: 


42.2 sen(b + 60°) cosb 


5 = 32. [sen (2b + 60°) + sen 60°) 


Finalmente desarrollamos el ángulo compuesto tal como sigue: 


32 (sen 2 b . cos 60° + cos 2 b . sen 60° + sen 60°) 


n4 +cos2b V34 L3 


2 
ры +! . des e- T i 
cos b (sen a + cos a) = 2 (еп: b+ J | cos 2b 4 в) 


38.- Factorizando: 2 sen 0: N = 2sen 0(25еп 60 - sen 40 + 1) 


Por transformación a suma: N = 2sen Ө[соѕ 28 - cos10 - Ө + 1]... (i) 

Según dato: 0- 25 =6° 

Reemplazando en (1): N = 2sen 6° [cos 12°-1+ 1] 

pues: cos 60° = 4 

Efectuando: N = sen 6°[2cos 12° + 1] 

Reconociendo: sen x(2cos 2x + 1) = sen 3x 

Se tendrá: N = sen 3(6°) = sen18° d N= ыг 


39.- Efectuando como sigue tendremos: vsenx.sen3x * sen? x 


| 2 
A continuación multiplicamos y dividimos por 2 así: 2senx.sen Эх + 25еп x 


Al transformar de producto а suma o diferencia tendremos: 


[cos2x —cos4x+1-—cos2x | P —cos4x 
2 - 2 


Pero: 1- cos 4x = 2 sen2 2x 


: na == Pse 2 
Finalmente: —— меп 2x = [sen 24| 


40.- Utilizando la transformación a producto de una suma o diferencia, tendremos: 


16 (2sen38 sen 8) = 16(cos 0 - cos 20) 
cos0—cos20 


A continuación, calculamos el valor correspondiente del <cos 20>, así: 


2 
cos 20 = 2 cos% - 1 = 2 (2) -1 E^ cos 20=2. 47 -1= 2 -1 =  cos28- 


со 


Finalmente: 32 sen 30 sen$ = 16 (1-4 = 26 (5) =A6)'= 10 
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01.- De la expresión dada se pueden identificar los siguientes elementos: 


P = Primer ángulo = x U = último ángulo = 35x 
r 
r = razón de la progresión aritmética = 2х = n 3* 
U-P 35x-x 
n = # de términos de la Р.А. —— +1 E n= — «1-18 


Aplicando la fórmula de la suma de senos para arcos en P. A. tendremos: 


sen n 
2 
W= ` PSY) > w-= sen18x sen (£539) 


senx 


. sen18x.sen18x à 


02.- Identificando los elementos básicos de la serie dada, se tiene que: 


P = Primer ángulo = x U = último ángulo = 45x 
r 
r = razón de la progresión aritmética = 2х = 37x 
U-P 45x-x 
п= # де términos de la Р.А. 77 +1 => "Hz am uz 


Aplicando la propiedad de suma de cosenos para arcos en P.A. tendremos: 


nr 
sen| — 
P+U sen(23x 
W= 2 22 5 J = TEI сой 
sen| — 
(5) 
Rte EET Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos m ER О 


2sen23x.cos23x sen46x 
A 2senx 2senx 


03.- Procediendo como en los ejercicios anteriores, podemos identificar que: 
P = Primer ángulo = 2? U = último ángulo = 540? 
r 
r = razón de la progresión aritmética = 22 — "t Ts 


U-P o. 9o 
n = # де términos de la Р.А. 277 +1 = п= E + 1= 270° 


Aplicando la fórmula de suma de senos para arcos en P.A. tendremos: 


nr 
sen| — 
sen270° 
w- ZER дэ) - — W-2——— S -sen 271° 
r 2 senl 
se — 
iB 
Pero: sen 270° =- 1 = sen 271° = sen(270? + 1) = - cos 1? 
—1)(—cos1° NATA 
W= 2 М = соё 1° 
04.- Еп Ја expresión dada identificamos que: 
T п 
Р = Primer ángulo = 15 A U = último ángulo = 33 15 
Е аде ЭЭР 823 an r m 
r = razón de la progresión aritmética = 37 = 2 “15 
т A 
U-P 15 15 
п = # de términos де la Р.А. 7 +1 => п= 1.1 +1=9 
15 
nr 187 
sen| — = 
P+U 
= W= 2 sen 1 = W= 15 177 
serf i J 2 2т. 15 
Se — 
2 15 
P. > 187 T+ Эт Зл 
его: sen'ig = sen 15 | = sens 
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йн 177 21 27 
' También: sen—— = ѕеп| £+ — | = - sen — 


15 15 15 
3n 
Er 2n п 
=> W= 15 | -sen— => W=sen= = W = sen 36° 
2n 15 5 
15 


w- 110-245 
4 
05.- Analizando los términos de la expresión dada se puede reconocer que: 


127 T л 
sen 13 = sen mJ 207 


Аны А 117. 2n " 2n 
simismo: sen iz = sen 8-1 = sen тз 
fun lon — 9n) _ Зл 

ambién: sen 3" = sen( 1-55) = sen (4 


Y así sucesivamente, por arcos suplementarios, se puede establecer que: 


FOWUM лэ ETE Ed 
WE 13 ТЗ БЕТЕ 
primer Т último 7 
апршо Р ángulo U 
De donde reconocemos que: 
— PPS NE ra 
r = razón de la progresión aritmética = 13 => 27 26 
nr бтп 
ѕеп зеп — 
P+U 
W = 13 = . sen = => Уу = 13. 26 s L 
sen| — q sn 26 
2 26 
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зей МОЕ — 
13 26 26 _ 13 26 13 26 
FE. л =? T 173 2 T 
sen— — sen— 
26 26 26 
е 127 ME 13 525 ES 
ero: sen 26 — sen 2 26 E СР 26 = = 2 RE 
26 
w- Bot 
AA 


06.- Multiplicando por 2 a ambos miembros de la expresión dada, se tendrá: 


y T 2 Зл 25 2 л 
2M = 2с05 — 42cos — 42cos — +...+2c0s (Qn - 1) — 
n n n n 


2n 6n 107 T 
«Degradando: 2M=n+ COS," tCOS . HOS ,- +...+ cos2(2n - Dm 
4nn 
sen 25 oo E 
Usando la serie del coseno: 2M = n + “т . COS — 2255 
2n 


2M=n+ ST соб) => 2M-n ~ Ма 
prez 
n 


07.- Aplicando la misma estrategia del problema anterior, multiplicamos por 2 con lo 
cual cada término adquiere una forma más adecuada para efectuar transformaciones: 


= T AT TE КС 


Transformando los productos a suma, tendremos: 


“ы м. qEC SEN жи ТАД ра 
= cos + cos x + cos — + cos + cos + cos 7 
8n 6n 10x 4n 


De donde podemos reconocer que: Cos = COS , COS = COS 
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2M=2 2л 4n 6n 3 ' i y 
= = 2(cos 7 *€09, + cos 7 ) Ёс м- б 
1 


2 


[n 


08.- La expresión será fácil de transformar si multiplicamos por 2 a ambos miembros: 


тз з Е 
sen” y + Asen = ИШ 


Haciendo una transformación para reducir los grados, tendremos: 


2M=1 2n 1 4n 1 6n 
= į- COS 7 + 1 - cos 7 +£ = COS 7 

AZUL цан led de bp 
=3-| COS 7 + COS 7 + COS 7 


6n 


De aquí reconocemos que: cos T * cos T * quse (Propiedad) 


E 

2 
1 : ET 

= 25 - EE 


09.- Aplicando la identidad: 8 sen! x = 3 - 4 cos 2x + COS 4x ; tendremos: 


8W -3- 4 cos + cos HE 3- 4 cos 25 + cos 81 +3- 4 cos 57 + cos YE 
2n 4л 6n бл) 2n 4n 6n 
8W =9- 4 (cos 27 7 -COS-- 7 + Cos 7 + cos 7 +cos 7 + COS 7 
а AL. ЭРЭР А 2521. 
sw - 9-3 (1) ES 8W=9+> к. qe 16 


10.- Transformaremos cada término de la expresión dada para aplicar la serie telescópi- 
ca. Empecemos por el ültimo término, que se constituye en el término general de la serie: 


1 seno 
соѕпа.соѕ(п +1)a  senacosnacosín + 1)о 


sec па. sec(n + 1)a. = 


tan(n+1)a tanna 
senal sena: 


1 
= sec no..sec(n + 1)o = шин [tan(n + 1)a - tan na} = 


tan(n+1)a tanna 


= sec na..sec(n + 1)a = 
sena sena 
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Finalmente dando valores a n, en la expresión obtenida, la serie tendrá la forma: 


N= | 12120 tana | | tada tala | | tan(n+1)a _ tanna |, 
| sena sena send sena sena sena 


Эн {ап(п+1)® tanna 
Donde luego de simplificar, se obtiene: aN DEA seno 


11.- Nuestra estrategia consistirá en transformar las expresiones dadas empleando la 
siguiente identidad trigonométrica: 


cota - апо = 2cot2a => tan Q= cota - 2 сої 20 


Aplicando dicha identidad a la serie, tendremos: 


X x 
tan? = cot? - 2cot x 


"uan Ut NC 
pim 7-928 22 "902 
is E l a хе э 
22 tan 375 cot 55 2 cot 22 
1 ах El cS x 
2n-1 tan 2n m 2n-1 ot 9n 9n2 cot 2n-2 
Finalmente sumamos miembro a miembro: R = = СО! on 2 cot x 
М 4л 2л 6n 
12. Se tiene que: W = sen + Sen 77 -seny 
2 <—Ho 
a producto arco doble 
Luego de las transformaciones se obtiene: 
= 2 sen . cos 2 - 2 sen cos, = = = sen [cos -cos7 | 
a producto 
- ss DO |». Ja tí 2 аа 
=-2sen [- sen 7 . sen +7 E = 4607 . ѕеп 2 . ѕеп 7, 


€ 1 < = — A 
Dado que la expresión indicada es una productoria resulta conveniente identificar que: 


2n+1=7 = "t 
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Aplicando la fórmula correspondiente, se tendrá que: 


J2n*1 /7 7 
Wea гн == W=4.— E: W= > 
2 2 2 
13.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión en términos de coseno, 
luego efectuar las operaciones indicadas con lo cual surgirán los productos de cosenos, 
en donde será posible aplicar las fórmulas de productorias. Veamos: 


1 1 1 


M= Tn + 4n + 6n 
cos— cos— с 
7 7 7 
2n 4n 2n 6n 4n 6n 
COS——.COS—— + COS—— .COS— + COS—-.COS— 
M= 7 Z 7 7 7 7 2 
24 E 2n ап бл с) 
COS—-.COS—-.COS—- 
7 y 7 
аа ап Эп 6 л 
ero: cos = -cos 2 A C05, = -cosç 
Luego el denominador de la expresión (*) se transforma en: 
LINE QN INE NT 
Cos . cos > - COS , = COSG . С05 797 C05, 
цуг, ! ЭРЭР, TT LINE бп 1 
or la productoria conocida: COS 77" -cos > -cosy = g 
Por el prob. anterior , el numerador de (*) queda así: 
CIC QUU ЗС ЗИС. 
cos cos + cos cos + 7; €575 T^ 
ч 1 
Luego: M= Эг & M=-4 
8 
14.- Buscando usar el método telescópico, tendremos: 
Mr sen(e- Ee Ы 
сѕс Ө = 0: 0 => с5с0- 
сал sen, sen Ө.ѕеп 9 5 


Desarrollando el numerador de la expresión anterior y simplificando, encontramos que: 


esc Ө = cot $ - cot 0 


csc 20 = cot 0 - cot 20 
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EDITORES 


csc 48 = cot 28 - cot 46 


Y generalizando: esc 2" 1 8 = cot 2" 2 8 - cot 2" 0 
Finalmente: S= cot 2 8 - co +C Ө - CONO + с 729 - cot 2"? 


S = соё 22 0 -cot 2" 1 o 


15.- Reemplazando х = 2 en lo pedido; se tendrá: 


от 2n 4n : 
Rz tan + tan s + tan na) 
] TE 21 Nim 
En el cual se puede notar que: 7*5 +> =n 
TEF п 21 4n _ T Zn. 4n 
Por lo cual se puede aplicar: tan 5 + tan + tan 7 = tang tan tan 
М т. п 27, 4n T 
En (i): К = ғап = 7 - tan 7 ғап 57 7 ГЭ) 
Además, por reducción al primer cuadrante: — = tan 28, ; pues: 33 +% =ж 
Que al reemplazar еп (ii): se obtiene: R = (ва? ап27. tan ol n) (iii) 
La expresión entre parentesis corresponde a un valor obtenido según: 
TUNE оп. 3n nn булта 
ап алапа I tuc : 


Así cuando: mn-3 


T. 2101 Бү 4 
7 гап 77 tan 7 = 47 


Finalmente, en (iii): К--(/7) 


16.- Multiplicando y dividiendo por "2 sen x" a cada término de la serie, tendremos: 


2sen(2n-1)x.senx  cos(2n-2)x-cos2nx 
i 2 senx = 2senx 


Luego, dando valores a n, la serie tendrá la forma: 


? cose .. cosZx cos 4x cos(21 X  cos2nx 
Meus = ===> 
i Senx senx senx ` 2 ѕепх sen х 2 ѕепх 


4 1 cos25x  2sen?nx sen?nx 
Finalmente, quedará: 2senx ` 2senx = 2senx E = Peer 
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PROPIEDAD.- 


En general : Si se tiene una suma de senos cuyos ángulos se encuentran en progresión aritmética, 
se deduce la siguiente propiedad: 


S, = sen a + sen (Q + r) + sen (a + 2 r) +... + sen {a + (n- 1) r ] 


nr 
EI od ocr(n-T)r 
Y sen DEIS 


sen, 
2 


Donde: Ht nümero de términos de la serie rae razón de la progresión 


r 3482: 
Pax primer ángulo ү último ángulo 


En forma similar podemos deducir, la suma de cosenos cuyos ángulos se encuentran en 
progresión aritmética; así: 


S; = cos Q + cos (а + r) + cos (& +2 r) +... + cos (a + (n- 1) r) 


17.- Observando detenidamente los términos de la serie , reconocemos que: 
n=? 
т = 208 
Р =10° 
Ü =170° 


2-1 =Z 19 


Luego, aplicando directamente la última relación de la propiedad anterior, la sumatoria 
tendrá un valor que viene dado así: 


(209) 
a 1094-170 
s= ӨӨ ро 
sen 
2 
sen90° x 
5 = ena Cos90° г. PSU 
— 
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18.- Inicialmente aplicamos la siguiente propiedad: 


2 ѕеп2 x = 1 - cos 2 x , Obteniendo 
2 E = 1 -cos 2° + 1 -cos 4° + 1 - cos 6° + ... + 1 - cos 180? 


2 E = 90 - (cos 2° + cos 4° + cos 6° + ... + cos 180°) 


Luego, para utilizar la fórmula (12.9) reconocemos que: 


pu 2 


A r=22 л О -180? 
con 200 
2E-90-— —À— . cos (275180) 
SEU 


sen 90 
2 EiO0 rcm 
se 


" (-sen 19) 
n1? 3cos(909 1.19) > 2E=9- ——  —— 


sen1° 
Finalmente: 2E=90+1 Е = 45,5. 


19.- Aplicando la propiedad: 2 cos? x = 1 + cos 2 x, tendremos: 
2 E = 1 + cos 1° + 1 + cos 2° +... +1 + cos 180° 


2 E = 180 + cos 1° + cos 2° + ... + cos 180° 


sen 18009 


af A ныб 1ST 1809 
sen( 17) . COS Ний 


Finalmente: Bc 2 ИШ: 


20.- Para utilizar la propiedad del Prob. 16, debemos reconocer que : 


#2л  Á 5 2n у 6n 
n23 igno ue De e Ver 
senal 2511 27 бт 
7282 7 7 
=> Sz 27 1 . COS 2 
SED uec 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


л 2 Зп 4n 
D PE CE sen-j С05-7- 
"лыг тэг 
sen sen 
Utilizando la propiedad en el numerador, tendremos 
sn sent senti : iR. Ta Ses + 3 
Гаяы A DL дн PA L1: 
ын A MN ов 0 + eos tes =-2 
2 sen— 2 sen— * 4 . "е 4 
7 7 
PROPIEDAD.- 
2л = An E d | 
En general, se cumple: С08 5,541 + cos2y+1 "2n41 + 24 $ 2223 - “= 
Siendo: n-(1,2,VneZ..) 
Т, MS TI  Qn- Dr 1 
Análogamente, se deduce: cos 8241 +C08 77431 +... + TT => 
Eni 


21.- Usando la propiedad del problema anterior, tendremos: 


2 2 1+c0s20 
2с08 а= 1 + со520 = cos lies 9 1 
1 +cos 24 14 cos E 14 cos ez 3+cos 27 + COS x + cos 53 
m а e Саө 2 


Luego, utilizando la fórmula del problema anterior deducimos: 


22.- Utilizando la identidad siguiente, tendremos: 


sen(U, — Uy-1) 


AUTO, = tan U, - tan О, y 


Ja C, - tar б, 

200, - ya (Ü, 

ын 
tan U5, - tan 19 
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— ГР 


ё sen(U¡- Up) sen(U5o - Озо) Ээ»! 3 , 
Finalmente, obtendremos: os Ú leo ^ +e Эхо тула" tan U5, - tan Ug 


23 2n 4n 6n 8n 
ло COS “y + cos y + COS g + COS 9 


Multiplicando y dividiendo por 2 sen 0 , Obteniendo: 


л л 4n 6n 8л 
2sen Ecos 2 +2sen gom +2sengcos y. +2sen coss. 9 
T 
2sen 9 


A continuación utilizamos la transformación de producto a diferencia, obteniendo: 


sen d sem T серб ер 8 -sepi + soy su B + sen 21 sep 


2senj 
—sen o + т -geff 
Finalmente nos queda: AS = = -1/2 
2sen t 25602 
9 9 
2n 4n, бп, ёл. WG 
COS 79 *COS'g + С05 g + COS g = 25 
24.-Se sabe que: 
Барга 1-cos2x qun l+cos2x 
2 2 
За Sena sens Ed - 3cosx SU 
4 3—4cos2x-4 соѕ4х 4 34-4cos2x + соѕ4х 
вех а сос 
5 10sen x – 5sen 3x + sen 5x 5 10соѕх + 5соѕ3х + соѕ5х 
sen x = f BE 7 7 COS 4 —— a — 


Al desarrollarse la sumatoria inicial, se obtiene tres sumas parciales así: 
>, = COS x + COS (120° - х) + соѕ (120° + х) 


2 


Y, = cos2x + cos? (120? - x) + cos? (120° + x) 


>, = соз?х + cos? (120° - x) + cos? (120° + x) 
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Calculando una por una, obtendremos: 


Y, = cos x + cos(120? —) + cos(120° +x) 
2cos 120? . cos x 
š 1 
х= cos x + 2(-2) cos x = cos x- cos x L0 Xx=0 
Ahora У,- cos^x + cos? (120? - x) + cos? (120? + x) 
14 cos 20. 
2 


2 
Recordemos que: соѕ о = 


_ 1+соѕ 2x * 1: cos(240? -2x) + 1 * cos(240? 42x) 
т 2 


Luego, tendremos: 2, 


Agrupando convenientemente, lograremos: 


— ó 
x= 3+cos 2x+ cos (240°—2x)+ cos(240° +2x) 
E 2 


34 cos 2х+2(--2-)соѕ 2х 


Y = 3+cos 2x+2 cos 2409 cos 2Х _ 
2 2 Ч 2 


34 cos 2x —cos 2x 3 
Z= — ONU o 3 


Trabajando con la sumatoria «X4», tendremos: 
X, = cos x + cos? (120? - x) + cos" (120? + x) 


: 3+c0s а + cos Зо 
Рага esta sumatoria, recordaremos que: cos?a =m Ww ГУ 


Luego, se obtendrá: 


59 3cosx + cos3x + 3cos(120?—x) + cos(360°—3x)+ 3cos(120? 4x) + cos(360? 43x) 
Ж 4 


Ordenando apropiadamente, obtendremos: 


_ 3cosx + со5(120°—х) + cos(120”+x) + 3cos Зх 
DT 4 


Luego: 2,- i cos 3x ^ X= 4 cos 3х 


R16 506 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos К. RACSO 


n 
Finalmente: > cos" (x) + cos" (120? - x) + cos" (120 + x) =>, + У, + X 
n= 


n 3 3 3(2 + cos3x) 
22 MAS A 3x = ——— 
х + 9 + 4 С05 4 
1 n 
x 
n= 
25.- Se sabe que: 
LAU Ds (1x 1 
* cos a + С05 “y + С05 Ue +06 а =-9 
-2 
* сов Z + cos ЭЁ + cos 21 + a, + cos es an 


Siendo: «n» un número impar- 


Luego de reducir al primer cuadrante, como se indica obtendremos: 


cos 15 Тос ш с * 8 cost H2 TE Bi E 
6n An 2n 
cos тт cos 11 COS TI 


Sumando los extremos, tendremos: 


11cos 2 4 11cos Ын 11cos бк qe + 11 cos 101 


Finalmente, factorizando «11», lograremos: 


2n 4n 10л, Е ; 
11(cos? Tacos t, - +соз-уу)= -11/2 


5 /2(propiedad anterior) 


26.- Se sabe que: 


Kr 
K sen -s~ 2 КЕТ 
* Y sen (a + (п - 1) 7} = — . sen LEX 
n-l 
2 


sen; 
2 
зев" 


т pee 


K 
* Y cos {а + (n-1)r]) = = 
п=1 Беш 
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Graficando el enunciado del problema, tendremos: 


Como nos piden calcular la distancia a cada uno de los extremos del diámetro, 
calcularemos primero con respecto al extremo «A», asi: 


Y distancia = AB + AC + AD + NV + AQ + AP + АМ 
ENE 
4 -1 
Luego: y distancia = 24 sen Эл + 2а sen z INE + 2a sen E - 101 
ANS 
y „оү = 2а ben +веп 27+ UE ж-ы +sen Л} 
— OY. r n ———————— 


senos enprogresión aritmética 


Finalmente aplicamos la primera fórmula sobre sumatoria de senos y cosenos en 
progresión aritmética, así: . 


(1-1) л т (п-1)л 
y distancia = 2a sen EL BE Эй 2n 
З . sen 
“АГ веп 1.7 Ё 
DOE 
KIRA 2c ftde términos 
Donde: О а razón 
a -mn/2n .......... primer ángulo 
| А a pE 42 
Efectuando, tendremos: Y distancia = 2a . A Ир: 
ZA " ѕеп Fn 
n 
л т 
5епсо5-——соз sen 
Luego: Т distancia = a 4/2 4 án = 4 án 
ZA " EH 
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Análogamente: y disa =G {сог Л. = 1} 


Finalmente: 


27.- Transformando a producto como sigue, tendremos: 


cos x + cos (120°—х)+ cos(120°+x) 
2cos 120°. cosx 


Luego de efectuar, obtenemos: cosx + 2 (3) cos x = cos x - cos x = Ü 
` соз x + cos (120° - х) + cos (120° +x)=0 
28.- Efectuando como sigue tendremos: 


E= 2 cos.cos(120°—x)+ 2cosx.cos(120°+x)+ 2cos(120°—x)cos(120°+x 
- 2 


cos(120°—2x)+ cos120°+cos120°+cos(120°+2x)+ cos2x + cos240° 
= A A то” ттт A H 


Agrupando los términos señalados y utilizando la propiedad del problema anterior, 
obtendremos: 
cos 2x + cos(120”-2x) + cos(120?+2x)+3c05120" 0+3(-1/2) 
© 2 `. 2 
E = -3/4 


PRODUCTORIAS 


29.- Nuestra estrategia consistirá en transformar cada término de la productoria en 
factores que tengan términos comunes en el numerador y denominador. Para ello es 
pertinente recordar la identidad del ángulo doble: 


2tana 
1-tan?a 


Aplicando esta identidad en cada uno de los factores de la productoria, se obtiene: 


2tano 
гап20. 


tan 20. = > 1 - tanta = 


_ 2tanx 2tan2x 2tan4x 2tan2"! x 


Р = tan2x' tandx ^ tan8x 07 tan2" x 
: Ёс 2" tany 
Luego de simplificar, obtenemos: P = my 
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30.- Debemos reconocer que la sucesión de factores corresponden al cociente de los 
términos que componen las productorias dadas en la parte teórica. Procedamos así: 


de Зп 42п-1 
20-41 > 2? 
: Зл „ан 1 
co: — 
2n+1 Эг 
п 27 3n 
De donde se obtiene: EP EE a =./2п+1 


Y de acuerdo con esta nueva productoria, de la relación dada podemos identificar los 
siguientes términos: 


a) 2n+1=9 = n-4factores 


b) Luego la productoria tiene un valor que se obtiene aplicando la relación obtenida: 


1 1 Th 
3 2n+1 5 W= ç 49 E LER 


31.-En este caso nuestra estrategia consistirá en transformar cada término reduciendo 
al primer cuadrante. Veamos: 


4л Зп Зп 5л 27 27 
sen = sen(z - 7) =sen A sen = ѕеп(л - 7.) = sen — 
n 27 3n 
= W = ѕеп 7 . sen 7 Sen y 


De acuerdo con la fórmula de la productoria de senos, reconocemos que: 
2n «1-7 = п = З factores 
A continuación aplicamos la fórmula de productoria y encontramos que: 


Улут 47 
EN 


2 23 ` MEN 


Уу- 


32.- Nuestra estrategia consistirá en transformar cada factor en una expresión mónica, 
para lo cual será útil aplicar la identidad del ángulo mitad: 


x 


1 + cos x= 2cos 7 


М = (23, 2 1 2 27. 231 M=8 18 2n Эл) 
> = (2 со 7 (cos 7 )(сов 7) = = (cos 7 . cos > соз) 
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"т ва z EN. сащ 
Pero, podemos identificar que: cos ГА: cos m COS 7588 
М-8 =: 3 
= = Ó. g2 M= 8 


33.- Este problema tiene relación con el problema anterior, por lo cual será conveniente 
transformar uno de sus factores: 


ТЭЭР: 

A ШОУ E 
Y bi d . 10 21 Зп 1 
sabiendo que: cos 7: cos gh cos Jj. ш 8 


1 
Concluimos que: M=- е 


34.- Utilizando la identidad: (2cos х - 1)(2cos х + 1) = 2cos 2 х + 1 


Despejando, se tiene: г фа. = 2сов2х = 
Ent tend : к = 2cos2x+1 2соѕ4х+1 2со58х+1 
ntonces tendremos: pe. - — 3E T. 
K= 2cos8x+1 
— 2cosx+1 
35.- Notamos que el término central es: sen 22 = sen 4 E 
Luego los otros factores los agrupamos de 2 en 2, así: . , 
10 т. | 3л _ z) 
2 (2sen 28 9€ 3g ) 2 (0085) 0082 


Análogamente se efectúa con los otras parejas, obteniéndose: 
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х2 ИИИЙ 
24 х (cos xcos 7 x COS 7 


ca = 
Finalmente: еп лап ит” 
9 Ч 28 « 28 ECO 28 


sen2x 
36.- Recordemos que: 2 senx cosx = sen2x — cosx = 


2senx 

Р | TM зеп2 зеп sen 
Sustituyendo en la expresión dada: === ——.L.— Q.llll — 
5 2sen + 2sen X 2веп эт 


Finalmente: cos 2 cost 


37.- Teniendo en cuenta la siguiente productoria: 


T 21 3n 4n пи l 
соз ич 908241 9092н-1 €092n41 -·- CO52g41 = 2n 
En el problema reconocemos que n = 3 ; es decir: 


38.- Aplicando la siguiente productoria: 


n 2n Зп nmo 42п-1 
56D 25.1 156^ 281 ASAS леп 


D 28 


Luego para el problema: n=9 


k 
39.- * La notación []a, , se desarrolla así: 
n=1 


K 
II^ = 4.05.43 ......... Їс.1-4к 
n=1 


Además se sabe que: 
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k 

n 21 km _ J2k+1 
П se sengk+I = a — Sen 2k«1 7 — 2k 

a H nm _ п 2п kn. РІ 
ЫК с о OT оғ 

Е П Шы. t л t 2л ” kn 2k+1 
kan ха A RT ап PEN 


Desarrollando la expresión pedida obtendremos: 


Эт 11 4 5л 
(1+cos5)[1+cosT 7 )(1+созЭ®) 


(1 + cos f *cos 1 + ыг 


6n Зл 4n 5n 
Pero: cos 7 = 0877 , COS ` --COS 7 , С05 7 — Л (Arcos suplementarios) 


61 27 
1- cos 27 an 
( cos 7 (5 -COS 7 =): cos 7 ) "^ әл a 


Luego: = tan? > .tan? L гай 5 
(1 ксов 1 +сов7 1+с05 7 7 ec 7 
7 7 7 
4 1-с0820 , 2 : 
Ya que: ТҮсов2с ^ ane (Arco mitad) 
Finalmente: tan? A, .tan? =. tan? Эл = E tan? PR = 9r -47 ?- 7, 


40.- Sabemos que: sen 2a = 2 sen à cos QU 


sen 20 
Luego: cos = 2 seno 


Aplicando dicha propiedad en el problema, tendremos: 


2n 4 бт 8л 10x 
sen sen sen sen sen^7- 
27 ` Зл 5л 


2senz i 2sen 2 sen= 7 I 2 sen 1 | 2 зеп 5 


A continuación utilizando reducción al primer cuadrante obtenemos: 


sen ӨЛ sen 27 sens 
— И - = E — =; зеп 
32 sen 41 sen T 64 sen 7с087 64 7 
Finalmente: cos 7 . cos 27 : cos 37 5 cos 27 : cos ye = a sen = 
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DOMINIO DE LAS F.T. DIRECTAS 


01.- Para que f esté definida en R, se debe cumplir: 


i) Ya que en finterviene tan x decimos que: 


Tt 
х + (2k + 1)5 ,ke Z 


ii) De la función valor absoluto deducimos que: 


[senx| 50 = x #kr, V ke Z 


kn 
De (i) A(üi):x#= — , V ke Z 


02.- Para que la función f esté definida en R se debe cumplir que: 


1 1 
sen?x - 4 20 = sen2x> gom |sen x| > 


2 


1 
Grafiquemos: y = |sen x| = y = > 


De esto se deduce que: 


03.- Para que la función f esté definida en R, se debe cumplir que: cos x - cos 3x # 0 


cos Зх 
cosx 


Es decir: cos Зх # cosx = #1 = соѕх+0 > x#(2k+1)5 2-31) 


соѕЗх 
Рего: = 2 соѕ 2х-1 => 2 соѕ 2х- 1 51 = соѕ 2х +1 
cosx 
=> 2% *2km PAK) 
Кл = Кт 
De (1) y (2): x* > V ke Z = Domf=R- y kez 


04.- Sean las funciones: f,(x) = 3 tan (8x+2) A f(x) = cos 2x 
= Dom f= Dom f, NHDomf, ...(1) 


Luego nos proponemos determinar cada dominio por separado. Veamos: 


л т, л 
а) fip) = 3 tan (3x+ 2) = 3x+ 2 Qk+1)7 


т 


т Tt. 
= х#(2К+1)— -— ,Vke Z > x*(3k+1)=, V ke Z 
6 18 9 


Domf = R- 8k«1)5 ,V ke Z 4212) 
b) р(х) = соѕ 2х = Domf,=R ...(3) 


c) Reemplazando (2) y (3) en (1): Domf= Ë -(3k + 13] NR 
Domf=R-(3k+15,V ke Z 


05.- Nuestra estrategia consistirá en analizar la F.T. que interviene y a continuación 
haremos lo propio con los radicandos de la expresión. Veamos: 


a) Dado que la función depende de la tangente, tan x, podemos afirmar que: 
л 
x #(2К + )5,ke Z 
b) Además, para que la función f esté definida en IR, se debe cumplir que los radicandos 


deben ser positivos: 
(tan x - 1>0) ^(43 - tan x > 0) 
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= tanx>1 A tan x< J3 ==) 1<tanx< 3 


Al graficar este resultado, se observa que: 


Generalizando este resultado se tiene: 


5 kn < ыг kn 
д *К®<х< у + 


Dom f= [sa Tekn], Vke Z 


06.-Puesto que la función depende de tan 5x, podemos afirmar que el dominio de <f> 


debe ser tal que: 
т п 
Эх + (2К +1) ‚Ке Z = х + (2к + Dio 


(|y o 7 26:3] лч 
Luego, se concluye que: Dom f= R-(k+1 7 ,VkeZ 1 
A A AA G 


07.- Recordemos la función raíz cuadrada: у= f(x) = Jx; existe, six>0 


Por lo tanto para que la función f se encuentre definida se debe cumplir que: 


i) senx>0 = xe [0;1] 


P 0 
ii >0 0 о; SUI ;2 
ii) соѕх> 2 > хє [0; 71015; л] 
Эл/2 
9 T .9n 
iii) tanx 20 = хє [os v [= m) 


R17 516. Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


^ RACSO 
BDITORE$ 


El dominio de f se obtiene al intersectar los 3 dominios: (i r> ii A iii) 


T 


ї 08.- Nuestra estrategia consistirá en analizar cada F.T. por separado y a continuación 
haremos el análisis de los radicandos para finalmente intersectar los dominios encon- 
trados. Veamos: 

п п Зп 4 
i) Latanxdsixz (2m + 1) 5 . тє Z =>: SEE 29572 


ii) ТасогхЗяхгнл,нЄё E- cA 


iii) La función f existe si: 2(tan x + cot x) - 420 


Ahora, de los radicandos se tiene que: tan x + cotx22 = tan x+ 22 


tanx 


Esta relación solo se cumplirá si: xe IC ó HIC 


Teniendo en cuenta i), ii) , iii) y este último resultado, el dominio de f será: 
Y 3 2(0-7 [n Зп 
n D, = (o; 2h (9) (n за) 


09.- Analizando cada F.T. por separado, se tiene: 


T 
i) La sec x 3 six # Qn + 1) „neZ 


ii) Lacsecx3sixx*mn,me Z 


iii) La función f 3 si el denominador es diferente de cero. 


1 
cosx 


1 
senx 


[вес x] - |csc x] # 0 = 


| senx | 


21=> |tanx |#1 = елхи 
| cosx| 
л Эл 5п 7л un a 

AMAIA aw H 12... AI ALS )4:4€ 


Por lo tanto de i) U ii) U iii), tendremos: 


kn 2175 
Dominio D = R - ^r, kez | 


Funciones Trigonométricas 517 


10.- Para que la función secante exista o se encuentre definida, se debe cumplir que: 


en S y = 3. 7-7 
PR BEST +D5 SA ME > 


д Tu 
БЭР x tg E s Ord 


3 
D, =R -[fGkey; ke Z} 
RANGO DE LAS ЕТ. 
11.- Analizando el denominador de la fracción, se deduce que: sen х 1 
Con el propósito de construir la función, empezamos por: 


-1<senx<1 => -2<senx-1<0 


n. р 1 1 
Invirtiendo: 3S7 л < 3 
Multiplicand 3: dec e < 2 
ultiplicando por 3: Sk T т 
3 ныгу 
= оа + Жш 


7 1 
- — < ж 
e T. <sen x < 1...(*) 


De (*) construimos f, veamos: 


Multiplicando por 2: 1<2senx<2 


Sumando 5: 6<2senx+5<7 
2senx+5 7 
Dividiendo por 3: О лз т <= 
3 3 
= 2<f0)S = 88 Ranf= (z: Z| 
13.- Analizando el denominador de «f», reconocemos que:sen x 2 1... (1) 


Para que f esté definida en R, se debe cumplir que: 


|вепх|-120 = [зепх| 21...(2) 
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De (2) podemos deducir que: 


*) [senx| »1 ; es absurdo 


sen x - 1; no puede ser por (1) 


*) |senx| 21 = v ; = senx=-1 
senx=-1 (v) 
1-1 0 ё 
Luego: f. o + ӨНӨ 


14.- De la definición de valor absoluto se puede establecer que: 


ѕеп2х = |sen E]? 
Entonces al reemplazar en la función dada, ésta queda así: 


fa) = | sen x|? + 3|sen x| 


2 9 
Completando cuadrados: f(x) = ( senx| 3) M E (1) 


Para determinar el rango de f, reconstruimos para dar Ja forma de (1). Veamos: 


Por teoría sabemos que: 0< |senx| 51 
pu ARA © S 
umando 7 a cada miem го: y <|senx| + 5 2 
9 зү _ 25 
Elevando al cuadrado: д * ( senx|+2) < E 


9 2 
Restando 7: 0 < (Isenx1+3) -2 <4 = 05754 
—— po 


15.- Efectuando la división indicada, se tiene: 


cosx+1+1 1 

didam = 1 N 
cosx+1 cosx+1 

De donde deducimos que:  cosx z-1 

A continuación reconstruímos la función, de: -1 < cos x <1 


1 1 
Invirtiendo: = < ——— <+ 
2 cosx+1 
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= O<cosx+1<2 


Sumando 1: 


= 
16.- De la fracción dada, se puede deducir que: [sen x| +1 
Recordemos la identidad pitagórica: соѕ2х = 1- sen'x = 1- |senx Р 


Reemplazando en la función dada, se tendrá 


— чен ч) мт шиг ctun -1) 
Cancelando: [senx | - 2140 = |senx| #1...(*) 
Luego se obtiene: f(x) = - (Isen x| +1) 
Por teoría se sabe que: 0< |senx| <1 


Y considerando (*), deducimos que: 0 < |senx| «1... (**) 
A partir de esta relación reconstruimos f, veamos: 


sumando 1: 1<|senx[+1<2 =>  Á -2«f()s-1 


17.- En primer lugar transformamos convenientemente la expresión dada y luego re- 
construimos la función para darle la forma obtenida. Veamos: 


St х) = cos2x + 4 cos x + 7 

Completando cuadrados: f(x) = (cos x + 2)2 +3... (*) 
Por teoría se sabe que: -1 < соѕх<1 

Construyendo f: 1<cosx+2<3 

Elevando al cuadrado: 1<(cosx+ ay <9 

Sumando 3: 4< (cos x + 2y 43512 


Y de (*): 4< f(x) < 12 5 


18.- Recordemos la identidad: cos 2x = cos^x - sen?x 


2 2 
cos^x-sen'x  (cosx+senx)(c nx) 
Reemplazando en f: fx) = —— = = = 


cosx —Senx 
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T 
Esta simplificación es posible si: senx*cosx => xx ut kn 


Luego, nos queda: fix)=cosx+senx => ДЙ) = 42 sen ( + z) 
Como: 


a ЛЛ T z) = m+ kn) Do 2 
хє. DUE 2* = sen (x+% sen [2+ кл > sen(x+2) li. (*) 


Por teoría se sabe que: - 1 < sen (x + z) ET 


Pero de (*): - 1 « sen [x+ 3) <1,V x€ R- | 5+, кє z} 


Multiplicando por 2 ; A sen [x +£) eo = - 2 < f(x) < 42 
pU A 


19.- Transformamos la expresión de f completando cuadrados: 


Ах) =4 соз (лх) - 4 cos (nx) = f(x) = [2 cos(mx) - 1 - 1... (*) 


4 4т, 
Del dato: y <х<3 = “р $nx«3n = -1 < cos(nx) < 1 
De esta relación reconstruimos f, así: 

Multiplicando por 2: -2 < 2 cos (пх) <2 

Restando 1: -3<2cos(nx) -1<1 


Elevando al cuadrado: 0 < [2 cos (nx) - ism «9 


Restando 1: -1s[2cos(nx)- 1р <8 
De(*: asf«8 | л ау) 


20.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión hasta reducirla. Luego 
analizar la variación de la expresión obtenida. Veamos: 
А н 2 2 2 2 
Factorizando: Дх) = sen x . соѕ х (sen" x + cos” х) 
—— —əə,—əyƏv VJ 
1 


Multiplicando por 4: 4/(x) = 4 ѕеп2х. cos2x = (2 sen x.cos ay 
— O -<M 


sen2x 
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Despejando se obtiene que: (f(x) = — . ѕеп22х ... (*) 
Sabemos que para el caso del seno se verifica que: 0 < ѕеп22х <1, Vxe R 


1 
Multiplicando por 4^ 


Y de (*): 


21.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada y analizar lo obtenido: 
Transformamos a producto el numerador de f. 


senx + sen3x + ѕеп2х ) 2sen2x.cosx- ѕеп2х ветї2 x(2cosx + 1) 
A ГЭ ДОЛ RS x E eiui D, 


NE sen2x -— e sen2x 0m gen? х 


k 
Analizando el denominador: sen2x £0 > 2xzkn = xz > ‚Кє 7, 


Simplificando "sen 2x", nos queda: Дх) = 2 cos x+1 


Кл 
Esto significa que: х# > > cosxr# (1 1; 0) 
Luego: -1«со5х«04/0«со5х«1 


Construyendo f con cada desigualdad, obtendremos el rango. Veamos: 
Multiplicando por 2: -2«2cosx«0 у 0<2cosx<2 


Sumando 1: -1<2со5х+1<1 v 1«2со5х-41-3 


22.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada hasta obtener una en 
términos de una sola F.T.. Veamos: 


1+tan?x+2tanx 
1+tan?x 


lanx  2tanx 2tanx 


Separando en 2 fracciones: f(x) A Tu a, +3=4 + az 


Ж) = 
De lo cual podemos concluir que: f(x) = 4 + sen 2х 
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` 
Del dato: п<х < P EZ TUI < Sr. 
= Ü «seni2x 1. (5) 
Partiendo de (*) construyamos f: 


4<4+sen2x<5 => 4<f<5 


Ran f= (4; 5] 


23.- Nuestra estrategia consistirá en graficar cada termino por separado y luego anali- 
zar la variación de f en el intervalo dado. Veamos: 
a) Graficamos: y, = |tan x| y= |tan x| 
C n п п 
Е x| < = mede 
k ы... 3 3 


En este intervalo se verifica que: 
(0 < [ran x i= JS q) 
b) Graficamos: y, = |sen x | 


п 


л 
En el intervalo: - 3 <x< 3 


Se verifica que: 0 < |sen x | < 3 32) 
Podemos sumar (1) + (2): 


343 


0< [sen x| + |tanx| < — 


2 
343 343 ) 


> И тта E капу | o; SE 


24.- Como en los ejercicios anteriores, nuestra estrategia consistirá en transformar la 
expresión dada. Luego de la F.T. que aparece en la expresión obtenida, reconstruímos la 
función a partir del dominio de la F.T. referida. Veamos: 


Completando cuadrados: Дх) = (tan?x + 2) 4-3-..0) 


Como: tan^x > 0 construyamos f: tan'x 4222 


Elevando al cuadrado: (tan?x * py 24 
Sumando 3: (tan?x + 2)? +327 
= fa)>7 = Ran f = [7; + e°) 
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25.- Teniendo en cuenta que x € IIIC; analicemos cada término de «f» en el intervalo 
dado. Veamos: 


a) Si: m єх« ЭШ э sen 27 > sen x > sen ЭЛ 

= -1 >зепх>-%® > -1>2вепх >-./2 ... (1) 
b) Si: = <x< эп = tan 77 < tan x < tan ЭЁ 

= 48 <tanx<1 = -43>-3tanx>-3 чаг) 


с) Sumando (1) y (2) m. a m.: -43-1»2senx-3tanx»-3-42 
= -43-1»f() > -3-42 = -3-42 < fi) « - 43-1 


whos 


26.- Transformamos la expresión desarrollando la potencia indicada: 


Дх) = tar?x - 2 май х. cof x + соЁх 


Дх) = tan2x + > 2 
їап 


22 
1 
Recordando que: а+ 7 22,siae R = /0)20 


27.- Reconociendo que x € ШС, procedemos tal como se hizo en el prob. 28. Veamos: 


5n 4n 
tan— < ап х < ал — = 1<tanx< J3 tad) 


Si 5n 4n É 

LASER 

a эт а 5 U iss 
cos", «605 ак 57 <cosx<- = ...(2) 


2 1 
Sumando: (1) + (2), tenemos: 1- EJ « tan x + cos x < 43 - 2 


2-42 « f(x) « 243-1 
2 2 
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28.- Para determinar el rango, redefinimos la función f usando identidades del arco 
simple y arco doble. Veamos: 


Дх) = tan x + cot x f(x) = sec х. csc x 


= f(x) = = fíx)=2csc2x... (1) 


2senx.cosx 
"3 3n n Зп i 
Del dato: 12 $*$^7g > g < 2х < 4 3--1(2) 


a 


Analizando la gráfica de la cosecante reconoce- 
mos que ésta, en el intervalo dado por (2), varía así: 


1<сѕса<2 > 2< 2с<с2х <4 
= f(x) 
> c 


29.- Para que la función f este definida en R, la tangente debe estar bien definida en R 
para lo cual se debe cumplir que: 


T T 
x (2k + 1)5,ke Z = Domf-R-(Qk*1)5,V ke Z 


senx senx 
*) Como: tan x = cosx “os x «0 = f(x) = cos x. дэл 


= sen x 


T 
Como: x € Z- (2k + 1) >-1<senx<1 => Ranf=(-1;1) 


Luego al intersectar estos intervalos, se tendrá que: 


РУШ 


30.- La única restricción proviene de la cosecante, donde: csc x3 =x#knr,ke Z 
analizando por cuadrantes se tiene: 


1)Sixe ICó l C 


a) |sen x| = sen x ; pues sen x > 0 


b) |csc x| =cscx,puescscx>0 ~~ Дх) = senx.csc x + cscx.senx =2 
I I 
2)Sixe ШС óIV C 
c) |sen x| = -sen x , pues sen x < 0 


а) [сѕсх| = -csc x , pues cscx<0 ~. Дх) = (-senx).cscx + (-cscx).senx =-2 
Op ps_sssxn. > — — 
ET ЕТ 
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К л т 3n 
3) Si x= (2n + 1)7 Ае: 


Evaluando f en dichos puntos se tiene que: 


л) _ т z n Es 
Az) = |sen 2| “sc y + |сѕс 5| sen ç =2 

3n 3n| ` 3л Зп Зл 
(&- sen 7 cc, «lec Z Eis 


De (1), (2) y (3) concluimos que: LLEVE 


31.- Analizando por separado cada sumando para las posibles restricciones. 
i) El sen x, no tiene restricciones pues x e IR 

ii) La cot x y la csc x existen si: x 2 ил; n € Z 

iii) También se debe cumplir: senx-120 = senx>1 

Esta desigualdad implica que: 


ѕепх=1 Ч senx>1 
absurdo x 0 


iv) Para determinar el rango evaluemos en cualquier punto de su dominio, pues f es 


T 
periódico en л, por ejemplo en x = 2: 


Vi : 2 е2 л 1 ш 
eamos: f(x) = sen 2 fcotÇ + sen +csc 


= fx)=1+0+0+1=2 -. 


32.- i) Para que la función f exista, se debe cumplir que el radicando sea positivo o igual 
a cero. 


=— iaa ¿otto dl E lupe Ix]>1 


R17 526. Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Ac so 


De esta desigualdad se desprenden dos soluciones posibles: 


3 x<-1ux21  .. | D¡=(-e;-1)0[1;+0)|..(1) 


T 
ii) De la excecante se sabe que: ex - ѕес(х) < - 2 U ex - ѕес(х) > 0, Vx * (2k + 1) 27 ke Z 


= |ex-sec(x)| 22v |ех - sec(x)| 20 


= lex - ѕес(х)| 20 n [RE 10;+0 |... 


De (1) y (2) se concluye que: үгэ R, = [1; + оо) 


VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE LAS F.T. DIRECTAS 


33.- Por teoría sabemos que: - 1 < sen x <1... (*) 


=-3<senx-2<-1 > |ѕепх-2| =- (sen x-2) = |senx-2| =-senx+2 
R i 4 senx-2 | 1 1 47 
eemplazando en f: NS Ly - 8205) 
Partiendo de (7) construimos f: 
Multiplicamos por (-1): - 1<-senx<1 
Sumamos 3 a cada miembro: 2<3-senx<4 
e mei г... 
virtiendo: 4 A ^3 
Restando 1: 3 š ud 
p 74 `3-senx 2 
Y de (**) establecemos que: T < f(x) < "ч х R 2 
4 2 ERE 


34.- Recordemos la identidad de transformación de producto a suma: 
2 sen А . cos B = sen(A + В) +sen(A - B), A >B 
Aplicándolo en la expresión dada, se tendrá: 
2 sen 7x . cos 3x = sen 10x + sen 4x 
Reemplazando en f: f(x) = sen 10x + sefí 4x - sef 4х-5= f(x) =sen10x-5... (*) 
Por teoría se sabe que: - 1 <sen10x <1, V хє R 


Restando 5: -6<sen10x-5<-4 
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Y de (*) concluimos que: 
-6SKfx)S-4 => fmáat2fmn=4+ 26) 2 fmit+2fmin=-16 
[хш] 7 4 
35.- Aplicando el producto notable de suma por diferencia de un binomio, se tendrá: 
f(x) = 10 - sen2x... (5) 
Teniendo en cuenta que: 0< ѕеп2х < 1, V xe R 
Construimos la función f, para lo cual procedemos así: 


Multiplicando por (- 1; -1 < -веп?х < 0 


Sumando “10”: 9 < 10 - ѕеп2х < 10 
De (*) se deduce que: 9 < f(x) < 10 л Хах = 10 
"- 4 e 
36.- Recordemos la identidad: sen x + cos х= 4*3: 05 Ax 
2 Я А 3 í 
Aplicando esta identidad en f. fx) = д t 4:©% ax . О 
Sabiendo que: -1<cos4x<1, V x€ R 


Construyamos la función f, para lo cual procedemos así: 


T 1 1 1 
Multiplicamos por AE cos 4x < 4 
umando т: 5 5 т + 4 cos4x 5 

1 
Y de (*) se establece que: 3 < Кх) < 1 

ТЕ 1 3 

Luego: m= 2 AM=1 ~ m+M=> 


37.- Redefinimos la función f, completando cuadrados 
Дх) = 35 - (tan?x - 4 tanx-4)44 =>  f(x)-239- (tan x - 2? 


Para obtener el valor máximo de la función f se debe cumplir: (tan x - 2)? debe ser 
mínimo, es decir cero. Luego: 


tanx-2=0 => tanx=2 = х= 63930” 


EDITORES 
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38.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión en una ecuación cuadrática 
Efectuando: y=8+2 tan x - tan^x 
> tanx-2tanx4 (y - 8) = 0 (Ec. cuadrática) 
Para que “tan x " esté definida se debe cumplir que: A20 (b-4ac20) 
Es decir: b2-2,421,c2y-8 =>  4-4(y-8)20 > 1>у-8 = y<9 


Pero: у= Дх) => Дх) < 9 > у=. 
39.- Transformamos la expresión completando cuadrados: f(x) = (tan x + 1y -1 


п 
De acuerdo con Іа teoría podemos afirmar que: -œ< апх+1 < +оо, х # (2к + 1) 2 


Elevando al cuadrado: 0 € (tan x + 1у < +% 
Restando 1: - 1 < (tan x + Ys 1<+ о 
> -1<fea)<+ оо SS fa = 1 
40.- Analicemos f(x) con las gráficas de las funciones tan x y cot x, y en el intervalo de su 
definición: 


Del gráfico se observa que éstos se intersectan en: 


En (1): tanx<-cotx = tanx-cotx>0 


3л ! ! tan x 
iu | | | 
además |tan x| < |cotx| . ..(1) 
Como: i i гд: 
0 T Эл! 
xe HC > [tan x|=- tan x ^ [cotx| =-cotx -1f-------- r ! 2: 


= fe20 - ео 


41.-Deldatoxe ICyx=0 sen x es creciente A tan x es creciente 


Ahora analizamos cada función en el intervalo dado: 


л 
ѕеп(0) < sen х < sen = O<senx<1 ...(1) 


Si0<x<— 


T 
tan(0) < tan x < tan 2 > O<tanx< +... (2) 
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Entonces (1) + (2), tenemos: 0 < sen x + tan x < + œ 


0<Дху<+=_ ШЕШ 


42.- Analicemos con las gráficas de las funciones sec x y csc x. 


Del gráfico se observa que éstos se 
intersectan en: 


--------------ш5 


5n : 
бай ЁГ-2 намтар FN 
Además: |sec x| € |csc x| ... (*) zu 5 y ч 
тг. Ti Jf An: x 
Como xe ШС 7) ' №, ! 
= 1 p------=2 
= |secx| = -ѕесх ^ |сѕсх| = -csc x up esce: 


En (*): -secx<-cscx = sec x - csc x > 0 


Дху>0 л 000150" 


po 


PERÍODO DE ЕТ. DIRECTAS 


43.- Usando la regla práctica de cálculo del período mínimo, tendremos: 


E To 6 Aue Жав 
EU i. ныг a 
ЫК 
2 3 4 
= T= пъсат (4л; бп; 8л) =24п .. [Tua = 247 


2n 21 6x 5л. 
Tien) = E^ TM фу = = T(coséx) T 


6 
(os) = 
21. 51| mecm(2n51) 107 101 
= T, =m.c.m 33 = mcd(33) a л E. 3 


45.- Usando la regla práctica para el calculo del periodo mínimo, tendremos para cada 
función: 


2 2 T 
айг. So mE rm 
21 2 T 
E ON lm А a+b=26 


46.- Sabemos que f(x) es periódica si 3 T +0, tal que: 
Ах + Т) = Кх), Vx e Dom f, x + Te Dom f 

Como: f(x) = со8(л cos x) = fx + T) = соѕ(л cos (x + T)) 

= 'f(@ + T) = cos(z cos х. cos T - л sen х. sen T) 
Pero por definición se debe cumplir que: f(x + T) = f(x) 
Entonces se debe cumplir que: 

T. COS х. cos T - z sen х. sen T = п cos x 

= (cos T = 1 v cos T = - 1) л (sen T = 0) 


=> T=km, ke Z v Tra = t 


min 


47.- Analicemos cada caso por separado. Veamos: 


a) La función f es de la forma: f(x) = tan"(Bx) 


ГРАД 


п 
= Si “п” es раг б праг = el período T = в 


2 n 
Reemplazando valores: n=15 л B= гзм Т= > > T= 
9 
b) Та función g es de la forma: g(x) = sec (Вл) 
n 
— Si "n" es par, el período es: Т= в 


ala 


Reemplazando datos, tendremos: n=10 л В=4 = T,= 


c) La función h es de la forma: h(x) = csc"(Bx) 


21 
“ 407 


= Si “n” es impar, Th = = 


Reemplazando datos se tendrá: 


= Cute A B= 


7^-5 MIS 
7 
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48.- Agrupamos convenientemente en factores las funciones y, cofunciones y luego de 
aplicar las identidades trigonométricas, tendremos: 


f(x) = (senx.csc x)  (cosx.secx) (іапх.соїх) 
w — EA A A ЕЕС 
Í Y Y 


1 1 + 
л Кт kn 
six # nm six # (2т + 1) six# > e Дх) =1;5ї х# 5 
Graficando la función f redefinida, tendremos: y 
ане анаа Чаа 


Finalmente del gráfico se observa que: 


49.- Debemos redefinir la función f por medio de las identidades trigonométricas. 


1 
Дх) = sec?x . csc?x + sec x . CSC x + PI 


Y reconociendo que esta expresión corresponde a un binomio cuadrado perfecto, tendremos: 


Хх) = (secxesex 1] 0) 


2 2 
2senx.cosx  sen2x 


Donde identificamos que: sec x. csc x= = sec x. csc x = 2 csc 2x 


2 
Luego en (*) tendremos que la función queda así: Дх) = (2 csc 2Х- 1) 
: эг? 
Aplicando la regla práctica para calcular el período de la cosecante, tendremos: 


(TQ min = E Ч Tmi PELA 


GRÁFICAS DE LAS F.T. DIRECTAS 


50.- Podemos transformar la función dada, factorizando así: f(x) = sen? x(1 —sen? х) 
— o s 


Usando identidades tenemos: JG) = 4веп? x.cos? x 
Multiplicando y dividiendo por 4: Дх) = [Lasers coss? 
[ 11 522] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


——rm—  — W —— 


Pero: 2 sen x . cos x = sen 2х, se tendrá: х) = [setas 


1 
Luego nos queda: fa) = > | sen 2х | 
De aquí se observa que la amplitud de fes: А = 


El periodo de fes: T= 


Luego el gráfico será: 


51.- Como: Pe(y=senx) = 2a+b=senx;, ...(1) 
Qe (y=c0sx) = a-b-cosx, ...(2) 
л 
Por dato: XptX,7 7 = sen x= COS X 


Haciendo (1) = (2): 2a+b=a-b = a=-2b...(*) 


Ahora reemplazamos (*) en М: М = кор AES 


52.- Para que la función f esté definida еп R la “tan x” debe estar adecuadamente defini- 
da, es decir: 


л 
x= (Qk + 1)5.ke Zs- (8) 
Asimismo, los denominadores de f deben ser no nulos, es decir: 


T 
cosxx0 = x*(2k+1)7 , ke Z 150) 


De (1) y (2) verificamos que ni tan x ni cos x se deben valuar en múltiplos impares de 7/2. 
A continuación, usando identidades, reducimos f(x): 


senx 2senx.goáx 
Зе T 
X 


2%: pe 


fa) = 


> Дх) = |sen x|-2|sen x| 


т 
Дх) =-|зепх| ,x% (2k + 1)5 


Y elaborando la gráfica correspondiente se obtiene: 
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53.- Analizando el denominador de la fracción se puede establecer que: 
snxx*0 = xekn VkeZ 


El numerador transformado a un producto, nos permite obtener: 


2 sefíx.cos2x 
Ах) = т = Кх) = 2 соѕ 2х,х + Кп. Кє Z 


De este modo el período de: 


27 
f (x) = 2 cos 2x, es: T = > > Т-т 


Asimismo identificamos la amplitud de 
la función: А-2 


De este modo el gráfico será así: 


54.- Cada vez que la gráfica de f intersecta al eje x: f(x) = 0, es decir: 


Vx-4|cosx]=0 = Wx -4|cosx| 


Elaboramos las gráficas para y, е y» 
observándose que la amplitud de y, es 
4 y su período es л. 


4 


Si además se verifica que V/3n < 4; se 
concluye que: 


# de intersecciones : 6 
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55.- Si la gráfica de la función f intersecta al eje x, entonces: . 


Дх) -0 = 2|совх|- [sec x| -0 у |secxl. 


2|cos x| = |secx| .. . (1) 


Sea: m(x) = 2|cos x| y n(x) = |sec x |, cu- e еМ с М CA RÀ WM 
yas gráficas se muestran: : : 


Se puede observar que los puntos Р, О, R, 
S tienen igual ordenada, lo cual resuelve 
la ecuación (1) 


Son 4 puntos 


56.- Analizamos la función en dos intervalos: [0; z] y (л; 2л). Veamos: 
a)Si:xe [0; л] = |senx|-senx = f(x) = 2 ѕеп х 
Сото: О0<ѕепх<1, V хє[0;л] = 0<2senx<2 = 0< Дх) <2 
b)S хє (1,21) > |sen x| = -sen x 
= f(x) = - sen х + sen х 
= Јо) =0 


Graficamos en [0 ; 21] 


57.- El gráfico corresponde a un sinusoide de la forma: y = A sen Bx + C, y cuyas carac- 
terísticas identificaremos a continuación: 


1 
a) La amplitud: A= 2 (6 - (-2)) = 4 


21 1 
b) El período: 1-6л => y s = B=3 


c) Asimismo se observa que la función se ha desplazado 2 u hacia arriba. Luego: C = 2 


- кы 
| yg oen +2 | 


58.- Del gráfico se puede tabular la función: y = A + B cos x 
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а)1=А+В C 2 > А=1...(1) 


b)3=A+Bcosr = З= А-В... (2) 


Юе (1) еп (2): 3=1-В > B=-2 


х 
59.- De la función: у = 3 sen podemos reconocer que Іа amplitud es: А = 3 


Asimismo, se puede determinar el período (mínimo): 


= ш» 1018 
2 


Luego trasladando estos valores al gráfi- 
co dado, se tiene que el área de la región 
triangular sombreada tiene por base: 2л y 
por altura: 6. Luego: 


| | 
-300o г ЕИ 


60.- Tratándose de un trapecio defini- 
do por su base, que es el período de la 
función dada, y por su altura que es 
243 , lo que hacemos es determinar el 
período de la función dada, para lo cual НИНИ ЈЕДЕ s 
utilizamos la fórmula básica: - 


hon===- 


Si: Ду=!ап4х => T=x1/4 28 
= Área = base x altura | 


|==. pr rm 


ny3 2 
A= 
ке ` 22 
MISCELÁNEA 
61.- Дх) = sen х. cos x 


Multiplicando por 2: 2 f(x) = 2 sen x . cos x 


1 
Pero: 2 sen x . cos x = sen 2x > f(x) = y sen2x...() 
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BDITORRS 


a) Evaluamos la función en x = 0 ^ x = 1/4: 


А ER owe 
ХО) = 7 sen0=0 ^ fire 5 sen = 2 
л 
Сото: б<х<у A f(0) </(®) = fes creciente еп (0: z) ~ I es(V) 
n 1 1 1 
b) Como: 0 < x < p O<sen2x<1 = 0< , sen2x <ç => 0<Ј0) < 5 
1 
= Кац = (0; 5) - Mes (Р) 
2п 


c) De (*) deducimos el período de la función, por teoría: Т = =n .. Шеѕ (Р) 


E 


62.- Nuestra estrategia consistirá en analizar la función a partir de los términos que 
determinan su dominio y rango utilizando para ello los cuadrantes comunes. Veamos: 


a) Delimitación del dominio.- 


T 
i) La tan x six (2m + 1) =; тє 2, 


ii) La cot x 3si x #Z nz; n € Z 
тэ Кт < п 
De (i) y Gi) x — ; кє Z= Dominio D, = R [KE] ke Z 
b) Identificación del rango. 
Si xe ICóIIIC = |cotx|-2cotx ~ f(x)=tanx(cotx) = Дх) = 1 
Sixe HI C ó IV C = |соёх| =-cotx ~. f(x)-tanx(-cotx) = Дх)--1 
Rango D, = {-1; 1) 


Ahora elaboramos el gráfico según los resultados obtenidos: 


Del gráfico se observa que el período mínimo es л. 
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63.- Analizando los puntos de discontinuidad para la función secante y cosecante, 
tenemos: 


D La secante no se encuentra definida si: 


2х+ 2 =(2k+1)7 ¡ke Z dr - 2 o 
+ 6 = (26+ 1) 5 ¡ke = nt JUE PA GE 
ID La cosecante no se encuentra definida si: 
"OT AUR om om 
+ 3 = тп; me = СЕБИ 
AAA 
Por lo tanto de (1) y (II) se concluye que: x= > tg ne z 
"e d e^ - 3 


64.- Se presenta una sola restricción, la csc x 3six € kr, ke Z 
D¿=R- (kn); ke Z 

Del dominio, tenemos que: senx.cscx-1 = Хх) = cos(|x]) 
Además podemos reconocer que: 

Д-х) = cos|- x| =cos|x| = f(x) ~. La función f es par. 
Ahora analizamos la función por intervalos. Veamos: 
i) Six > 0 Дх) = cos (|х|) = cos (x) 
ii) Si x < 0 = f(x) = cos( | x|) = cos (- x) = cos x 


Graficando la función f por cuadrantes y en base a la gráfica de la función coseno se tiene: 


As A 2 г “л 


———— еее 


De esta gráfica se observa que: К, = (-1;1) 


65.- Analizando las restricciones en el numerador y denominador tenemos: 


i) En el numerador y denominador, la cot x 3si: x # nz; n € Z 
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п 

ii) En el denominador, la función {Э si cotx+0 => хя (2т + 15 ‚тє 2, 
“ван kn T 

De (i) y (ii): x* — ; кє Z = D,=R- [3 ‚Кє Z 

iii) Redefiniendo la función f y recordando que: 


a, 51 420 
| = i ; tendremos: 
-а, si a<0 


| À COS x.cotx 

a)Sixe ICÓóIIIC = cotx>0 = |cotx| = сох => f(x)= ES x 
4 cos x.cotx 

b)Sixe ICóIVC = cotx<0 = |cotx| =-cotx = RIA my a =- COS x 


Graficando la función f por cuadrantes y en base a la gráfica de la función coseno se 
tiene: 


'/ 
V 


66.- Para que la función f sea no negativa se debe cumplir que: 
tan!x-320 > tan'x23 = |tanx| > 43 


A continuación elaboramos la gráfica de: 


т\л 
у= |tanx| еу- 43 en Í 553) 


Podemos reconocer. que solo la región 
sombreada corresponde a la relación: 


¡tan x| > /3 


Lo cual ocurre solo en los intervalos: 
T_T 
[tan x| 23,en 272 
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67.- Para que la función f no esté definida, se debe cumplir: 
п 77 
|sen x| - |cos x| <0 = |sen x] < |cosx|, Vxe Кугу 


En el intervalo dado: E 7| , la relación: 


[sen x| < |cos x| 


Se verifica en el intervalo: (En, Sm) 


68.- De la condición del problema se debe cumplir que: 
Дх) >0 = cotx-tanx>0 ~. cotx>tanx 


La desigualdad la analizamos con la gráfica de 
la función tangente y cotangente. 


Reconocemos que el punto de intersección está 
T 


en: x= = 
4 


Del gráfico de observa que: 


69.- Según la condición del problema tenemos que: 
Дх) 20 = |cscx| - [sec x| 20 .. |cscx| > |sec x] 


Por las identidades conocidas se tendrá que: 


1 1 1 1 
Mio s P 5 
sicer |вепх| |cosx| 
T 
De esta relación deducimos que: senx £0 = xY%0;1 cos+0 — xz 2 
enx | 
Luego: | совх| = tanta Sl — stan x S1 


La desigualdad la analizamos con la gráfica de la función tangente. 
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л 
бш = 2-0 x =, 


li) tanx=-1 => x= 4 


De la gráfica se observa que: 


Na? СЕ БЕ ser 
xE (o; 4 (9) E im) 


70.- Segün condición del problema se tiene que: 


Ах) »0 => 3tanx-2sen2x>0 ~. 3 tan x > 2 sen 2x 


La solución de esta desigualdad la resolveremos primero en forma analítica resolviendo 
una ecuación trigonométrica elemental para hallar los puntos de intersección de las 
gráficas de: — h(x) = 3tan x л т(х) = 2 sen 2x 


Para luego determinar con las gráficas de dichas funciones los intervalos posibles de 
solución para la desigualdad: h(x) > m(x) 


3senx 


=2.2 sefi x cos x 
cosx 


I) 3tan x = 2 sen 2х = 
Al simplificar sen x, debemos reconocer que ello encierra una solución: 


snx=0 A = 2 соѕ2х 


2 


De donde deducimos que: 


3 3 
= see 2 =2 cos 2x 25 2 = 1+ соѕ 2х 
"Ms 
= cos2x- y > 2x= 357% 
то 5л 
658» 


ID Ahora graficamos las funciones h(x) y 
m(x), y tendremos: 


Como: h(x) > m(x), entonces se debe cum- 
plir que: 
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01.- Como: 0<./3х-1<1 > 0<3х-1<1 


Sumando 1 a cada miembro: 1<3x<2 


wl= 
ом 


Dividiendo entre 3: <x< 


02.- Para que f esté definida, se debe cumplir: 
arc sen x-arccosx20 = arc sen x > arc cos x 


Del gráfico se observa que: arc sen x > arc cos x 


En el intervalo: x€ Ë e 1 


Nota: En el punto de corte se verifica que: arc sen х = arc cos х-л/4лх-142/2 


03.- Analizaremos la función a partir de sus componentes. Hacemos 


= 2 arc sen x-1 ^ = 3 arc cos 2х+1 = Domf=Domf, с Dom 
1 2 2 1 2 


3 


Determinaremos los dominios de cada función componente: 


a) f, = 2 arc sen (251) = asi? <1, 

Multiplicando por 2: -2< x-1<2 

Sumando 1: -1<x<3 =» Domf, = [-1; 3] 
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b) р = Загс cos (x) = -1 < 221 <1 

Multiplicando por 3: -3< 2x+1< 3 

Restando 1: -4< 2х < 2 

Dividiendo entre 2: El = ПЮотђ = [-2;1] 
5 Domf=[-1:310 2:11 - |.BgsLi;1l- 


04.- Lo primero que reconocemos es que la función f no está definida si: 


E Be mS С = ® = x= л à =L 
3 -Arc cos x = arc cos x = g =c08%3 -. x= 


05.- La función f la estudiaremos a partir de sus componentes por lo cual hacemos: 


ДО) = 3 arc sen E ^ fo(x) = arc tan (x - 2) = Dom f = Dom f, ^ Dom f, 


Determinaremos los dominios de cada función componente. 


a) fj(x) = З arc sen (821) -1< Al <1 
Multiplicando por 4: -4<3х-1<4 
Sumando 1 a cada miembro: -3<3х<5 
Dividiendo entre 3: -1 <х < 2 -  Domfi- E ; 2 | 
b) f(x) = arc tan(x-2),0o<x-2<400 ~. Dom f, = R 
Luego: Dom {= É y 3] mi Ro x g D, = E 2 5] 


06.- La función arco dada depende directamente del arc sec, por lo cual estará definida si 
se cumple: 


4х-Зє Co;-1] Ç [1; +) = 4х-3<-1 v 4x-3>1 
4х5<2 wv 4x24 = x<3 x21 


W 
Dominio => D S СЕИ) 
у= 0, 2 ; 
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07.- En la aplicación de la definición del arc sec, se puede establecer que: 
1 e a 
arc sec[x+1) є [0;1] {z} 


1 1 
Siempre que: (х+1) € (—;-1]0[1; +) => -o<x+ 75-1У15 рге 


3 


1 1 T^ КЕЗЕ TI 
Restando 5: e«xS-4 v ç Sx«*e 53 Domf= (-=;-# |u| Бэ») 


08.- Para que el arco secante dado en el problema, se encuentre adecuadamente definido, 
se debe cumplir que: 


1 1 1 
Br ээ — Ye en > {225 IES 


š ) 1 Ls 
D¿= е арз U > ; te 


09.- Para que el arco cosecante se encuentre definido, se debe cumplir que: 
22-7<-1 Ú 22-721 
х «3 v x24 
(+43 х-42)450 м (х+2)(х-2)>0 
-A <х< 43 о (xs2ux22) 


D,2(-9;-2] 91364310 [2; +) 


10.- Analizaremos la función dada a partir del estudio de los dominios de: 
a) El arco secante se encuentra definido si: 


8x+3<-1 vu 8x+3>1 
Esc Y 2. (0) 


b) El arco cosecante se encuentra definido si: 
5x-2<-1 vu 5x-22>1 


25 23 2 
x< U 125 2222) 
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Graficamos los resultados obtenidos en (1) y (2) y al intersectarlos tendremos: 


f 


| 


-1 


' 
8 
+ 
8 


NIS 
ulw 


El dominio está indicado por las regiones sombreadas: 


1 121 23 
p= (2 “| 45319 [3 :+>) 


11.- Analizamos cada sumando por separado y tenemos: 
(1) El arc csc x 3si x € (<o;-1]u[1; +оо) 

(2) El arc sen x Asi x € [-1; 1] 

(3) El arc tan x, no representa restricción, x € IR 


Al intersectar estas tres soluciones encontramos solo dos elementos comunes a ellos: -1 ^ 1. 
Luego: 


RANGO DE LAS F. T. INVERSAS 

12.- El rango de la función depende de su dominio 

Sea: р(х) = 2 агс ѕеп (2х-1) , f(x) = З arc sen (3x + 1) 

= Dom f(x) = Dom f,(x) сэ Dom р(х) 

a) En f, el dominio del arc sen es: -1<2x-1<1 

Sumando 1: 0<2х<2 

Dividiendo entre 2:0<x<1 ~ Dom f, = [0; 1] 

b) En f, el dominio del arc sen permite establecer que:  -1<3x+1<1 


Restando 1: - 2 < 3x < 0 


2 
Dividiendo entre 3: - з 25550 - Dom f, = [-2/3;0] 


Para determinar el dominio de <f> intersectamos las soluciones: 
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= Denf= үа [-2.:0| = D¿= {0} 


Y para determinar el rango de «f» evaluamos en x = 0, obteniendo: 


E са | E Р = ¿1 
ft = 2 arc sen (1) + 3 arc sen (1) => Áo E | 3 + x2) = s ERE Ë) 
13.- Como: |a |? =Ф => fx) = larc sen x |? + 4]arc senx| -2 T 
Completando cuadrados: Дх) = (| агс sen x| + 2р -2лт-4... (*) 
Según la teoría podemos establecer que: 0 < |arc sen x| < 5 
Sumando “2”: 2 < |ағс sen x| +2< 5 -2 
7 2 
Elevando al cuadrado: 4<(|arc sen x| + 2) < (z+ 2) 
2 па 
Sumando ”- 27 - 4”: -27 < (| агсвеах| 2)" -2р-4 < 4 
n D .ÜÀw sn 7y>ə>u -— — 
k : NA А п2 
Y de (*) podemos concluir que: -2z<f(x)< 4 -. Кап e 2n; 4 


14.- Dado que «f» depende de arc sen x ^ arc cos x, podemos afirmar que: x € [-1;1] 
De acuerdo con la identidad aditiva de las F.T.L, f (x) se reduce a: 


f(x) sarcsen x * x ...(*) 


Como: 5 <arc sen x< 5 , V xe [1;1] 

Sumando л: 5 <T + arc sen x < Эп 

De (*) se tendrá: $ <f(x) < a л  Ranf= НА 
л 

15.- Сото: 0<4/х <1 > O<arc cos Jx < = 

Multiplicando por 2: 0< 2arccos ух < л 
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IE 


л п жт 
Sumando 4 cada miembro: 4 5 4 +2arccos Ух < 


16.- Analizando la variable del arc tan tendremos que ésta se puede transformar en: 
nu dd + 1) + 1 
Por definición del cuadrado de un número real, tendremos: 
O<(x+1) <+ c » WxeR 


Sumando «1» a cada miembro de la desigualdad: 


Aja 


2 л 
1<(x+1+1<+o0o > < атс tan(ó + 2x + 2) < — 


«2 arc tan(xX + 2x + 2) «1 


кю 


Multiplicado por 2: 


pla 


<f(x)<r ~~ апу ES 


17.- Según condición del problema tendremos que: 0 «x €1 = O<arctanx< 


aja 


T 
Multiplicando por 2: 0 <2 arc tan x < 2 


л Зл 
Sumando 7/4: He 3 t 2arctanx € "УЬ 


n n i (к =] 
— x o) 7. *. oue 454 


SM 
18.- Debemos recordar que: sen^x + cosx = л + 2 95 4х,хє R 


Evaluando esta expresión, encontramos su máximo: 1 у su mínimo: 1/2; luego: 


< sen*x t cos*x <1 


юе 


Funciones Trigonométricas Inversas R18 


Como la función arco cotangente es decreciente en el intervalo [1/2 ; 1], se tiene: 


1 
arc «(| > arc cot(sen*x + сов х) > arc cot(1) 


f) 
Como: сої (127°/2) = 1/2 = 12 = arc cot (2) 
1277 , л | o [2.3272 
= Эрэл 2? - BED 56 | | 


19.- Efectuamos la división indicada de la variable del arc cot: 


x? 14124 1 


te AE E 


2 


Por definición del cuadrado de un número real: 12>0 , VxeR 


Sumando «1» a cada miembro: 143221 
. 1 1 
Tomando la inversa: 0« 18125 
К 1 
Multiplicando рог «-1»: 0>- 1328 cil 
1 
Sumando «1» a cada miembro: 1>1- a >0 


Como la función arco cotangente es decreciente en el intervalo [0 ; 1) se tiene: 


arc cot (1) < arc cot Ї agal z) < arc cot (0) 
1+хХ 


f(x) 


л л ! NEL E: 
=, 2 <Ј0)< 5 > R; = (El 1 


20.- Analizando cada sumando se tiene: 
i) El arc cos x está definida si x € [1; 1] 


ii) El arc cot x está definida si x e R 
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= No hay restricción para la variable de la función «f», por lo tanto de (i) y (ii) al 
intersectar tendremos que el dominio de «f» es: D, = [-1; 1] 


Para determinar el rango, debemos tener en cuenta que el arc cos x y arc cot x son funcio- 
nes decrecientes en el intervalo [-1 ; 1]. Veamos: 


1)Si:-1<x<1 = arccos (-1) 2 arc cos x > arc cos (1) 
=  m2arccosx20...(1) 


2)Si:-1<x<1 =  arccot(-1) 2 arc cot x > arc cot (1) 

л 3n n 
= n1-arccot (1) > arc cotx2 т = 4 *3arecotx2 т... (2) 
De (1) + (2) tendremos: 


78 л l Еа 
—— >= 5 < =] 7 
4 = arc cos x + arc cot x 2 y É Ri 4' 4 


f(x) 


21.- Para las funciones arco tangente y arco cotangente (arc tan x, arc cot x) no hay 
restricciones dado que x € R. Asimismo debemos recordar la identidad: 


п п 
arc tan x + arc сої x = Ion s arc cot x = 2 - arc tan x 


Sustituyendo en la función dada: f(x) = arc tan x | 5 - arc tan «| 
PES ШЙ» ж” * 2 x né лс 
Efectuando la multiplicación indicada: f(x) = -| (arc tan x) - 2 arc tan x + Hc E 
mo 
Completando cuadrados: fa) = С tanx- y J + Т 
Сото: x>1 =  arctanx>arctan 1 
Dado que EL arco tangente es creciente en (1 ; ©): 
л л ү? g E 
arc tanx- y 20 => LII -0 e e er tanx- 7) <0 
m 42 q2 Su 
С 4 ) ёс жє z. Rf= (=з) 


f(x) 
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4 


Si evaluamos el máximo y mínimo de esta relación encontraremos que: 


n 
22.- Debemos recordar la identidad: sen x + cos x = 43 sen Ë + Т) , XER 


-J2 <senx+cosx< 4/2 42:10) 
A su vez, la función arco secante se encontrará definida si verifica que: 
` ѕеп х + соѕ х < -1 о ѕепх + соѕх>21  ...(2) 


De (1) у (2) al intersectar los intervalos tendremos: 
-J2 <senx+cosx<-1u1< Sen x + cos x < 27 


Tener en cuenta que en [- 4827 1] el arco secante es creciente, por otro lado en [1 ; 42 | ев 
creciente. Luego: 


arc sec(- 42 ) < arc sec (sen x + cos х) Sarcsec(- 1) U 


arc sec(1) < arc sec (sen x + cos x) € arc sec (42) 


Зл п 
> 4 <fx) sn v 0<f(x) < y 


[ка] 


23.- Tener en cuenta que arc sec x se encuentra definida si: 
x€ (-o;-1]uU[1; +00) 


Sea Ө = arc sec x , también se debe cumplir: 


O =aresecxe |0 2)9( я]... 1 
Š 2 2 4 ( ) 
Asimismo cSc 0 se encuentra defir vida 51 


Ozkn; keZ > 020;n;2n 


т T 
En (1) tenemos: Өє (0: z) U (34) 


2 
IT Эв) 
lacosecante la cosecante 
decrece crece 
= csc 09 € (1; +ә) Ú (1; +09) 22 К, = (1; +00) 
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DOMINIO Y RANGO DE LAS F.T. INVERSAS 


п п 
24.- Recordemos que: - 2 Sarcsenx< 5 e xe [-1; 1] 


23:53 
a) Analizando la variable del arc sen dado, debe cumplirse que: -1 < 5 <1 
Multiplicando por 5: -5 <2х-3<5 
Sumando 3: -2<2x <8 
Dividiendo entre 2: -1<x<4 у Dom f = [-1; 4] 
n b 2x-3 л 
b) Reconocemos que: -7 Sarsen| 5 ` < 2 
Multiplicando por 2: -T € a E 
ultiplicando por cmm 8 arc sen 5 5% 
сорж ын 22549 18 М. 
umando ¿: -g 3 "csmn| 5 ra 
e 2-3) чт S 
= 0s 3 4csen| 5 56152 Rental 20 л 
AE MESA 
fœ 


25.- a) Para determinar el dominio analizamos la variable del arc sen: -1 < 3х-2<1 


Sumando 2: 1<3x<3 
-— 1 
Dividiendo entre 3: 3 <х<1 Domf= | 3 | 
л п 
b) Para determinar el rango analizamos el arc sen dado: 73 € arc sen (3x - 2) € 2 
Multiplicad 28 2 er з)-2 
ultiplicado por =: -3 5 3 «rc sen (3x- )< 5 
HM л 22 МЕ ы 
umando т: -12 © з “resen x- )5 251 
л л п 71 
ne Ú 2 <f< 12 Ranf= Е 
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26.- Tal como hicimos en los casos anteriores, haremos los cálculos así: 


2+x 
a) Analizamos la variable del arc coseno, el cual verifica: -1< 4 <1 
Multiplicando por 4: -4<2+х<4 
Restando 2: -6<x<2 E. Dom f - [-6; 2] 
2+х 
b) Construimos la función a partir del arc cos, el cual verifica: 0 < arc cos є; ? «л 
1 1 2+x л 
ар... i. СЕ. E 
Multiplicando por 4 0< 4 arecos| 4 Ey 
МЕ г. Эл 3n 1 2+х\ 5n 
umando ==: в © в`д ecos 4 <s 
E AN rua 
эл 5л 72-00 fan Ба. 
> в SOS в à “1878 + 


27.- Tal como hicimos en el problema anterior, analizamos por partes. Veamos: 
a) Recordemos que la variable del arc cot debe estar comprendido en el intervalo: 
оо <х-1 < = —<x<+°e° 2: Dom f = R 


b) Reconstruimos la función a partir de: 0 «arc cot(x - 1) « x 


aa. л p ® 5% 
estando 6: = a < arc cot(x - 1) - БҮЗ 

5n Y hz an Бп : 
Tomando valor absoluto: 0 < |arc cot(x - 1) - 2 E. л Ran; =| 0; ) 


28.- Es importante recordar que: 
` атс sen(-x) = -arc sen (x) ^ атс сѕс (-х) = -arc csc (x) 
arc cos (-х) = n - arc cos (x) л arc sec (-х) = T - arc sec(x) 
Sustituyendo convenientemente en la función dada, está queda así: 


f G) = -arc sen(x) + п - arc cos(x) - arc csc (x) + п - arc sec (x) 
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= f(x) =-[arc sen x + arc cos x] - [arc sec x + arc csc x] + 21 ... (*) 

2ш = 
2 

Si: хє [-1;1] y si: x e (e>;-1] u [D + =) 

а) Ое (*) podemos afirmar que: 

a1) En el primer sumando: хє [1;1] 

a2) En el segundo sumando: x € (-e;-1]u [1 ; +00) 

Luego el intervalo común se obtiene intersectando los encontrados: 

= (-1;1) 


b) Si en (*) aplicamos las identidades correspondientes encontraremos que: 
Пт т 
/оў=-у-у+?л® => /0)-л - Reim 


29.- Analizando cada sumando se tiene: 
i) El arc sen x está definido si: хє [-1; 1] 
ii) El arc sec x está definido si: хє (-e;-1]ul[1 ; +00) 
Por lo tanto de (i) y (ii) al intersectar obtenemos el dominio de la función: 
D, = 1-1; 1) 
Para determinar el rango evaluamos para cada “x”, del dominio, su respectivo valor f(x) 
1) /(-1) = arc sen (-1) + arc sec(-1)+1 =  f(1)=-arcsen(1) + n - arc sec(1) + 1 


0 


T т 
fc)»--7 +n+1 => f(1)- 2 +1 


т 
2) f(1) = arc sen (1) +arc sec (1)+1 = f(1)= 2 Ti 
б 
Como los valores obtenidos son idénticos, concluimos que: 
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30.- La función incluye el arco cosecante, la cual está definida si se cumple que: 
1 1 
3x € (21| м1; +} = xe (0-3 | U | 3 iem)... (9) 


ZEGA 
PA SAS 


Conociendo el dominio se determina el rango, de tal manera que: 


T T 
arc csc (3x) € 770 U 0; > 2) 


1 T 63 
= 4 rc csc (3x) € quee Ç 106 | me 


Tacan «se ЖШ эп 
= 4 arc cse (Зх) +z € guia 8 
С: 


f (x) Rango=Rf 


ut 


Nota: Los despejes en (*) y (**) han sido directos. ;verifícalos! 


PROPIEDADES DE LAS F.T. INVERSAS 
31.- Hagamos una evaluación de cada término: 


1 


1 
a) ааз (3) = sna-, > (115 


ola 


b) B= arc tan (1) nip ГЭ BE 


ala 


с) B=arccos (1) = cos0=-1 = 0-7 


Reemplazando en la expresión dada tendremos: 


л. Т 57, 
£A 12 5 
M= - => МЕн A M= 7 
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32.- Analicemos del siguiente modo: 


a) a = arc tan(- УЗ ) na > а--3 


b) B=arc sen 1 = senf=1 = f= " 
тт 
Luego: M=cos(a+B) => М = cos (-2-2)| 
= л Y | _ Уз 
= M = cos [Z Ё: M=> 


33.- Apliquemos la identidad aditiva especial con x = y, obteniéndose: 


2x 
2 arc tan x = arc tan 2 
1—x 


Ahora evaluamos para x — 1/2: 


1 4 
=> 2arctan|= | = отсан = 


1 
= 2 arc (7) = arc tan 2 3 


2 
A continuación reemplazamos en la expresión dada para «M» 


4 4 
=> M= хе + arc tan + = tan (ar tan 5) 


4 
Por propiedad: tan (arc tan х) = х, si x€ R ~ |Mz 3 


34.- Nuestra estrategia consistirá en aplicar el criterio de reducción al primer cuadrante: 
a) sen 5 = sen (5-21) ... ver Fig (1) 

T T 
= arc sen(sen 5) = arc sen(sen (5 - 2z)) = 5-27 € É | 


b) cos 6 = cos (2n -6)  ..verFig (2) 
= атс cos (cos 6) = arc cos(cos(2n - 6)) = 21 - 6 € [0; n] 


М =5-2л+2л-6 23 M=-1 
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CT 5,5-27 
35.- Recordamos que: sen E J = E E J = sen 
Luego en la expresión «М», se tendrá: 
M = arc 253 = M-m-arccos 85 
М-т- 2 E 


36.- Elaboramos un análisis del arc tan (3, para lo cual hacemos: 
5 13 5 
a= are tan (5) =; tana 12 > 37 ] 
12 
а 
A continuación evaluamos la expresión dada: М = соғ 5 


Usando identidades de la cotangente del ángulo mitad nos queda: M = csc a + cot a 


En atención al E& elaborando la expresión queda así: 


ЕА Е = M=5 
EL CN > яс c9 
37.- Sea: 0 =arc cos É = cos 0 = E = M=3 cos 20 
2 
Pero: cos 20 = 2 cos20 - 1 > cos20=2 | 2) -1 
2 1 (4) Р 
= cos 20 = 2 3 E. = M=3 3 23 М-1 
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M a - E 
38.- Sea: Q = arc sen 30 = sen o= 30 


1 
M = cot Ë arc tan [cos 20] | 
2 12: шил 


2 
Recordamos aquí que: cos 2a = 1-2 sena = 1 - 16 Я|- Š 


== M=cot oen (5) ] ... 


17 
En este punto conviene hacer: 0 — arc tan (&) = tan9= i = 2 
22) [3 
15 
Reemplazando Ө en (1): M = cot ? 
Aquí conviene recordar que: со 3 = csc 0 + cot 0 
Del triángulo rectángulo: cot$ - = + 19 - 2 м M= 4 


39.- Nuestra estrategia consistirá en expresar todos los términos de modo que se puede 
identificar expresiones del tipo: F.T.(F.T.I. x) = x. 


аа р) 
«ГЭ (еВ) 


Recordando que: cos (arc соѕ х) = x л sen (arc ѕеп х) =х @ хє [-1;1] 


2 2 
[7 р Z 
Entonces: vnl 5 1 Ч -2- 8-8 


| = 


"M= 1 
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40.- Analizamos la expresión en base a los términos de la fracción. Veamos del numerador: 


G. = arc cos 12 > Шу E 2 
3 Л) 


A partir de esta razón construimos un triángulo rectángulo: 


E) ; 
P. Ш => шке m 


ү 
Es conveniente aquí, calcular el valor de tan 20, para lo cual recordemos la identidad del 


ángulo doble: 


2 

2tana 42 4 
тап 20. = > NES къ tani20/53 —— tange m 

1-tan^a 1-1 У 

2 
=  tan2a-242 > 20. = arc tan(2 42 ) 

Reemplazando: M== М 
eemplazando: 2 Lin 


41.- Procediendo como en el problema anterior, hacemos: 


Ө = arc tan( V5 ) = tan8=y5 


Construyendo un triángulo rectángulo: 


=> М = ѕеп[2 arc tan (cos 20) | 
—— 


Recordando la identidad del ángulo doble se tendrá que: 


2 2 
cos 20 = сов 0 - sen?0 == «(| 12| = cos20- 4 -3 = cos 20 = - 3 


Reemplazando en la expresión para <M>, tendremos: 


=; M=sen| 2are tan -2) | = sen E tan3 | 
— 
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Ahora sea: Q = arc tan 2 > tana= 2 


Construyendo un triángulo rectángulo a 2 

M = ѕеп(20) = -2 sen о.со с 46 5 z 
A continuación reemplazamos valores según el Es construido 

2 3 

М--2 
(7525) 

42.- Nuestra estrategia consistirá en analizar cada sumando. Veamos: 

12 12 
a) Sea: =ar tan Б апо = 

5 5 
Construyendo un triángulo rectángulo: Ver Fig. (1) 
b) Tambié : B= t 2 ЕВ = 2 

) También sea: Ё-агссо 15 > cotp- 15 
Construyendo un triángulo rectángulo Ver Fig. (2) 
13 12 17 15 
Fig. (1) Fig. (2) 

5 8 

Utilizando estos triángulos se puede reemplazar en «M»: 
: 12 8 j E 

Luego: M=13sena+17cosp => М = 13(75) + 17417 ~ (м = 20 


43.- A partir de la identidad aditiva, se verifica que: 


1 1 T 
arc sen 3 + атс cos = 255, 


T 1 
Reemplazando en la expresión dada se tendrá: M = zl 2 arc en | 


2 
Por ángulos complementarios: M = sen (ес tan) 
. 1 
Aquí conviene hacer: 0 = arc tan 2 > tn 0- 2 
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Construyendo un triángulo rectángulo: 


5 1 : 
= М = sen Ө = — 
A - 45 
2 
Racionalizando: 
1 1 
44.- Sean: A=Aarccos y =  Cosa= g -. (1) 
1 1 
В = arc ѕеп = = senp- = - - (2) 


л 
De (1) y 2) podemos deducir que: @+ß= эс (cos a = sen В) 


deu 

Luego: М = cosa- senp => M=cosa-cosa ~ м=0! 

45.- Evaluemos cada término de la expresión: 
G. = arc zl > sen o = 
п 
В = агс tan 1 > tanf=1 > 8-2 
0 : 6 E 6 = 
=атсзеп| | = sen0-, = 0-2 

У2 | 42 


л 
| A= созо = сэг” 


Reemplazando estos valores en la expresión dada para «М», tendremos: 


An 
ES M M=1 
12 
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46.- Como en el ejercicio anterior, conviene analizar cada término. Veamos: 


dead = m = iE 
Е 2 p". На 
B з п 
=qgre Гап >= = апр = 22 == 
B 4 p= > ñas 
1 1 x 
Ө = arc cos > = cos Ө = 5 > 0-1 


47.- Recordar: arc tan(-x) = - arc tan(x), x e R 


ый 1 н ° 4241 42341 4241 
Asimismo al racionalizar se tiene: pa 45-31 +1 234242 


1 
W =arc tan (3 + 2 J2 ) + arc tan ЗО tss) 
EN "nd Ñ 


Reconocemos que la expresión se puede transformar por medio de la identidad aditiva 
especial, por lo que aplicamos la condición: 


Si: MN<0 => k=0 


& 


(3-242) -2 


Luego (*) queda así: W = arc tan 35 
1-(342J2 FE 
di 
>  Wzarctan | ——7 | = arte tan (1 3: - 
342 Р wz 
LE 
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48.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada de modo que las 
funciones arc sen y arc cos quedan vinculadas por una adición, lo cual se logrará apli- 
cando las propiedades de proporciones: 


à arc sen x a 
Usando proporciones: Е m m = 
arc sen x+arc cosx a+b 


л 
Como: arc sen x + arc cos x = 2 , Мхє [-1;1] 
arc sen х a | ал 
= ———— = — © ürcsenx- СТ: 43 
п a+b < 2(a+b) 
2 


49.- Transformamos la expresión dada factorizando en el denominador: 


tan (2 + агс sen x) 


tan(arc sen x + arc cosx t arc sen x) 
їап(л + arc cos x) 


= tan(2(arc sen x + arc cosx)+arc cosx) 
= E НННЕЬаЬ 
1/2 


M M= 


Usando el criterio de reducción al primer cuadrante en cada término de la fracción, 
tendremos: 


cot(arc sen x) 
^ tan(arc cos x) 


N[3 


M=1 


Pero: tan( arc cos x) = cot (arc sen x) ya que: arc sen x + arc cos x = 


50.- Haciendo uso de la definición de F.T.I. , transformamos la expresión dada: 
a=arctanx > tana=x fp-arctany = tanp-y Ө = arc tanz =» tan0=z 
Si а+В+Ө=л = tana + tan В + tan Ө = tan o.tan p.tan Ө 

Aplicando la identidad condicional: x +y +2 = xyz 


Z+ 2 xyz 3 
Luego: M= MES iE => шинэ o M=3 
US MERE 
51.- Nuestra estrategia consistirá en expresar la relación dada en base a una nueva 
variable N. A continuación procedemos a reducir la variable N en base a las identidades 
trigonométricas. Veamos: 


1-sen2x-cos2x 
Sea: — — — 27.9. (9) 


"^ 1-sen2x4 соѕ2х 
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Usando: 1 - cos 2х = 2 ѕеп2х 


2 
1 + cos 2х = 2 соѕ х ^ Ѕеп 2х = 2 ѕеп х. cosx 


Sustituyendo en (*) se tendrá: 


N = 2sen? x-2senx.cosx _ 2senx(semx—cosx). 
E 2 = N= 
2 cos" x—2senx.cosx -2 cosx (senx—casx) 


Simplificando: N = -tanx , sen x + cos х 


Luego: M = arc tan(-tan x) = -arc tan (tan x) 
лл 
Рего: arc tan(tanx)=x < xe (252) & M--x 


52.- Analizamos la expresión dada a partir del radicando del segundo radical, el cual 
estará correctamente definido, si se verifica que: 


п 
arc ѕепх 5 puede ser) 
n л л 
arc senx- 720 = v = arc sen х = y > xcsen, =1 
T 
arc Snes, (бїр ser) 


Sustituimos estos resultados en la expresión original, obteniendo: 


M= Үй -2narccos1+ (1-5 
y 25.852. 


=> “шан 
0 0 


53.- En base a la resolución del problema anterior podemos afirmar que: 


п 
arc sen х = 2 еъ Баз 


Al reemplazar estos valores еп la expresión dada рага «М», tendremos: 


2 л n 
п .2T.Arccos1+ af -> л? —2n(0)4-0 ти 
M= A A 
arctan1 + arcsen0 О) х " 
4 4 


Funciones Trigonométricas Inversas R18 563 | 


54.- Analizamos la expresión dada a partir de sus términos. Así con el primer término 


hacemos: 
a=arccos > => cosa = 7 > | в 


Asimismo, de este triángulo rectángulo reconocemos que: 


sma= A a= are sen 59 | 


7 


Sustituyendo esta expresión en la relación dada «Ө», esta queda así: 


o= are sen( 48) + arc ex(* B e= z | 


55.- Dado que: 3-3 < 1, aplicaremos la identidad aditiva especial: 


a+b 
Así tendremos que: arc tan a + arc tan b = arc 2102) ,üb«1 


iret 


1 1 
= arctan + arc tan = -arc tan(1) 


1 1 
arc tan — + агс tan 7 = arc tan 2 3 


2 3 TIST 
1258 


Reemplazando en la expresión original tendremos: 


. л 
x=arctan1+arctanl = х=2 ecuni = x= 2 


п ыы” 
Luego: sen x = sen со senx=1 


56.- Esta serie la resolveremos a partir del análisis de su término general, el cual nos 
permitirá poner en evidencia la relación que guardan entre si cada uno de los términos 
de la serie. Veamos: 


1 (n+1)-n 
arc tan EN = arc tan 1+(n4Dn | 16 tan (n + 1) - arc tan n 


Ahora evaluamos está expresión del siguiente modo: 


1 
Si n=1 => arc tan = = авслай2 -arctan] 


1 
Si n=2 => arctan 7 = Attan 3 - arctan? 
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1 
Si п=3 > arc tan ту = Artes - arctan-3 


Ээж 


arc tan = arc tan(n + 1) - arc tan n 


п?+п+1 J 

Al sumar miembro a miembro todos estos términos, se obtiene: 
M =arc tan (n + 1) - arc tan 1 

Aplicando la propiedad aditiva especial, nos queda: 


" n+1-1 ) (| n 
шилжин 1 (n4 1)3 E ы-и ы n+2 


57.- Agrupando convenientemente los términos de la variable angular de la cot en cada 
término de la fracción, podemos factorizar así: 


w cot(2(arcsenx + arc cos x) + arc cos x) 
^ cot(A(arcsenx + arc cosx) — arc cos x) 


л 
Recordando que: arc sen x + arc cos x= 20 six e [-1; 1] 


T 


cot(2 — |+ arccosx) 
2 cot(T + arc cos x) 
aar TE > WE cot(2n—arccosx) 
cot( 5: —arccosx) cot(2n —arc cos 
Haciendo un cambio de variable: Ө = arc cos x 
e HIC 
—— 
б cot(1 +0) E cote Р ya 
Е © cot(21.—0) zi ^ —cot0 5 =E 
eIVC 


58.- Resulta conveniente expresar la variable de la sec en términos del arc tan, para lo 
cual es necesario recordar que: 


arc cot(x) = arc (7). sixe (0; +) = arc tan (x) = -arctan(x), x e IR 
x 


Aplicando estas propiedades en la expresión original, se tendrá: 
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2 2 1 2 2 1 
W = sec'| arc tan 3 - arc tan = W = ес | arc ап + атс tan| - 7 


En esta suma de arc tan observamos que: MN = -3 < 1 2 k=0 


Luego aplicando la identidad aditiva especial, se tendrá: 


2 il 
— + =— 


W = sec? arcta E = W = sec? arct: EN 
1-2 al 11 
31 3 


Aquí, es conveniente transformar esta expresión en términos de la tangente, para lo cual 
es necesario recordar la identidad: 1 + tan'0 = ѕес Ө 


2 
3 3 
= W = 1 + tard are tanzi | E wee [en ntn || 


9 t mun 130.7 
ás — " p че 4 
= W=1+ 121 ds Maz 3 


59.- Nuestra estrategia para la reducción de términos lo logramos haciendo un cambio 
de variable, el cual consistirá en sustituir «x» por una F.T. En este caso conviene hacer: 


x=sena => -1<x<1...(1) 
W = arc cos (1 - 8 sen^a(1- sena) = МУ = агс соѕ (1-8 sena соѕ?а) 
W = arc cos(1 - 2(2 sen a cosa)) = W = агс cos(1 - 2 . sen?2a) 
W = grecós (008 40) л М = 4а 


Pero: 0<4а<п ^ senQa=x 


п 
0<0< т ^ OL = arc sen x 
2 2 
Como a € ІС, el sen Ө es creciente, entonces: sen(0) < sen а < 2 => 0<x< 2 r. 92) 
f š | 42 
De (1) y (2) al intersectar los resultados obtenidos para «x», se obtiene: 0 < x < TA 


W =4 arc sen х, si хє lo; 22 | 
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60.- Nuestro proceso de transformación consistirá en aplicar lo que hicimos en el ejerci- 
cio anterior. Empecemos haciendo: 


Ө = агс соѕ х = cos0-x => W-20 > cos М = cos 20 
Recordando la identidad del arco doble: cos W = 2 соѕ20-1 = cos W = 242 - 1 


Despejando: W = arc cos(2x - 1) 


ма 


Pero por definición de cos 20 se debe cumplir que: 0520«л = 0<0< 


Como Ө e IC, la función coseno es decreciente, por lo cual se verifica que: 
T 
cos(0) 2 cos(8) > cos (2) => 12cos020 
— (07977: W-arccos(2x-1) ,sixe [0; 1] 
61.- Como se hizo en los ejercicios anteriores, haremos un cambio de variable para luego 
emplear los recuerdos de las identidades trigonométricas del ángulo triple. Expresemos así: 
0-arctanx => tan8-x = W-30 = tanW = tan 30 


Recordando la identidad del arco triple: 


3 
0 tan*0 3x-x 
w = 3tan8-tan 9 w 
ны Ево ий л ший. 
3x-x? 
De donde se tiene que: W = arc tan 1-3x? 


Pero por definición de tan 30 se debe cumplir que: 


E над 

355 “2 adi аг 
— 11 213 <tan 0 <t E => 45. ¿E 
an 6 an an| ç 3 x 3 


£ 3x- x? 2 45 
W= arctan (1538 | ; 4 [х| < 3 


62.- Aplicando la identidad correspondiente a la cot del ángulo doble se tendrá que: 
© 


cot2-tan2-2cot4 = — . Het 
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Ahora, hacemos la sustitución de este resultado en la expresión original, obteniéndose que: 
а = arc cot(cot 4) 
Сото 4 є ШС, se tendrá que: 


а = arc со [cot(x + (4-2))] = Q.=arccot[cot(4-1)] ~. @=4-л 


63.- Nuestro problema consistirá en aplicar adecuadamente las siguientes propiedades: 


п л 
arc csc (csc x) x, sixe E :0) U (o E | 


л л 
arc sec (sec x) = х, ѕіхє [°; 2) U ( ы 


Asimismo reconocemos que 8 € IIC, por lo cual, al reducir al primer cuadrante, se tendrá: 
сѕс 8 = csc[3n - (3n-8)] => сѕс8 = сѕс (3n - 8) 


Ө = arc csc[ csc (Зл - 8)] - arc sec (sec 2) — 0-3л-8-2 2 62 зл 10 


64.- Procediendo como se hizo en problema anterior, se tendrá: 


arc cot (cot x) = х, si x€ (0 ; л) 


arc sec (sec x) = x, Six € |o + (Y) ( 2] 
Desde que: 4 e ШС, tendremos que: 
cot 4 = со л + (4 - m)] =  cot4á-cot(4-m)  ...(1) 
Al analizar el otro término, debemos reconocer que: 6 e IV C, por lo cual: 
sec 6 = ѕес[2л - (21 -6)] =  secó6-sec(2n-6) ...(2) 
Sustituyendo (1) y (2) en la expresión original se tendrá: 


B = arc cot[cot (4 - 1)] + arc ѕес[ѕес(27- 6)] = ӨВ=4-т+2л-6 2  В=я-2 


65.- Nuestra estrategia consistirá en aplicar adecuadamente las siguientes propiedades: 
arc cot (-x) = 1 - arc cot(x) , xe R 


arc sec (-х) = п - arc sec (х) , x€ (==; -1]0 |1; +00) 
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arc csc (-x) = п - arc sen E , x€ (~; -1] o [1; +) 
x 
Luego, en la expresión original se tendrá: 
1 1 
W = л -arc cot(1) + 2 [x - arc sec( 42 )] + 3. arc «(2| 


Recordando que: arc cot (1) = 1/4 ; arc sec (42) = 1/4 ^ arc sen (1/2) = 1/6, se tendrá: 


л 1 T л 3 л л 
E L 13 = -1-1ї-- E 
w-[ JE ia | +з.$ = s Wi 1l AE 
3 
22 


66.- Para este ejercicio resulta conveniente recordar las siguientes propiedades: 
arc tan (-x) = - arc tan(x) , x € R 
D arc sen (-x) = - arc sen (x), x € [-1; 1] 
arc sec (-x) = п - arc sec(x), x € (~; -1] u [1 ; +00) 


Aplicando estas propiedades tendremos: 
: 7 5 
0-5 cos [ar tn + со: arc sen т J + V6 . ѕеп(л - arc sec 5) 


Para continuar nuestro proceso de reducción vemos que es necesario expresar los arcos 
negativos en positivos, luego aplicando las propiedades correspondientes nos queda: 


7 | 5 
w = 5 cos [we (апт - со are sen 13 J + V6 . sen(arc sec 5) 
— ————- M 


a B 8 


Cada uno de los arcos indicados nos permiten establecer los siguientes esquemas: 


ant c r sen В = = sec0-5 д d 
cen o 12 1 


Haciendo los cambios de variable, nos queda: w = 5 cos o - cot B + 46 sen 0 


; Sustituyendo los valores correspondientes, según los triángulos mostrados, nos queda: 
24| 12 2% 24 12 12 222 
o=|35]- = s. c. UL 21217451 ` 
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Гэтэл — an 


67.- Nos proponemos hacer los siguientes cambios de variables: 


a=arctan5 > tana=5 = 
> tana = cot B = а+В= 5 > За = — - ЗВ 
B=arccot5 = соіВ = 5 


De lo cual podemos establecemos que: 


3n 
an3a = tan( 7 -36) = tan За = cot 3B ... (1) 


Al reemplazar en 0 los cambios de variable propuesto se tiene: 
0 = tan 3a - cot 3B 220) 
Reemplazar (1) en (2): 6-cot3B-cot38-0 2 8-0. 


68.- Nuestra estrategia consistirá en evaluar la secante y sus potencias, por separado, 
obteniéndose: 


se 2 = sec 15° = 4/6 - J2 
sec? = (46 - / у -8-2412-8-443 


л T4)? 
e AM = (8-443) = 112 - 64 43 


Reemplazando en la expresión dada, tendremos: 


а = arc sec 12-68 —16(8 — 443)4- 20) 
> a = arc sec | /нг-өн -128+ 6445 +20) 


51 
a= arc sect) = 3 


л л л 
Nota: 3 € rango del arco secante = |o: 3) U (5:2) 


69.- Agrupamos los dos primeros términos de la expresión dada para aplicar en ellos la 
identidad aditiva especial de arc tan: 
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1 1 1 
W = arc cot( 3) + arc tan 7) + arc can A 


sw—— pr  ..HU 


с) 
En donde reconocemos que: 


1 
= MN-4 <! = к= 0 


е г. (м+м ) 
Sustituyendo en la relación: arc tan М + arc tan N = Ё -ММ) * 


1 

—+— 
357 + arc tan E- = W =arc tan E + arc tan "E 
11 13 2 13 

З 7 


W = arc tan 


En esta expresión volvemos a aplicar la misma identidad, porque: MN < 1 , luego se tendrá: 


1,1 
W = arc tan +14 2 чөнш( | 
uge Ч 19 
2 13 


70.- Nos proponemos un cambio de variable para luego construir un triángulo y extraer 
de él los datos que nos permitan hacer transformaciones pertinentes. Veamos: 


a) Q = arc sec A7 = a p PU => COS (Q. = ы 
” 4 4 Ñ 417 


4 
) B= arc tan 15 = an B тг 5, E = cos B = 17 wey (5) 
5 

a 

Reemplazando estos cambios de variable en la expresión original se tendrá: M = B 
Pero: 2a = 2 costa - 1 is 
ero: cos 20 = 2 COS Q - => Cos Za = JA - = 17 

Y de (*) se establece que: cos 20 = cosD ~. 2a = В (ES) 

а 1 
Finalmente reemplazamos (**) en la expresión М: М = gre Mz 2 
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SITUACIONES GRÁFICAS 
71.- Recordemos: 0 < arc cos x x1 e -1<x<1 


Por definición de arcos, sabemos que esta tiene su dominio en [-1 ; 1]; y su rango [0 ; x]; 
luego en nuestro problema se deberá verificar que: 


EMEN s ————L Щщ 

a) -1< > <1 = multiplicando por 2:-2<x<2 [f — 1 

x | 

b) 0<arc cos 2 «7 Н ' 

E y = 4 arccos 7 

Multiplicando por 4: 0 < 4 arc cos 2 < 47 HE ax [t : 
1 i 2 

estando т: - y S4arccos y - y Sy | | 


Graficando: 


- 7/4 


72.- a) Sabemos que el gráfico de: y = arc tan x es como la Fig. (1). 


: л 
b) El gráfico de: y = arc tan x + 4 es como la Fig. (2). 


c) El gráfico de: y = | arc tan x + Ж | es como la Fig. (3). 
8 y 4 S 


Fig. (1) Fig. (2) Fig. (3) 


73.- Empezaremos nuestra resolución analizando el dominio de la variable del arc sen. Veamos: 


HIS х = (287) P 01 = S ge «1 


Multiplicado por 3: -3<x+1<3 


Restando 1: 4<x<2 => Domf=[-4;2] 
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. h. 3. A Р п.п 
Asimismo, el rango de la función arc sen está en el intervalo E i. 


E à" X33933) m 

нере; -2 Sarcsen | —=— |< š 
Р” 3n x+1 3n 3n Зп 
Multiplicando por (-3): 377 < -3 arc sen => < E ам Кап f = EE de^ 


En el gráfico dado, se puede reconocer que éste se ubica entre los límites del dominio y 
del rango. Asimismo, se visualiza una función simétrica respecto del eje «x» y del eje 
«y», luego: 


28-68:) | 2 ма 


74.- Lo conveniente es despejar la inecuación dada, obteniéndose: 
arc tan (x) < arc cot(x) ... (*) 


Resolviendo el problema con las gráficas de dichas funciones inversas tenemos: 
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Observamos que la desigualdad dada se verifica desde el punto de intersección de las 
gráficas hacia la izquierda. Luego calculamos el punto de intersección entre dichas 
gráficas: 


л л 
arc tan x=arccotx=8 = x = tan 8 = cot 8 => “аваг — x-tan, =l 


Por lo tanto para que se cumpla la condición (*), del gráfico se observa que: x € (<; 1) 


75.- Despejando se tiene: arc sec (х) > arc csc(x) ... (*) 


Resolviendo el problema con las gráficas de dichas funciones inversas tenemos: 


Calculando el punto de intersección entre dichas gráficas: 


л л 
arc sec х -arccscx2 Ы = x-2sec0-cscO0 > 0-2) = x=secq = 42 


Por lo tanto para que se cumpla la condición (*), del gráfico se observa que: 


хє (=; -1] U [V2 ; +) 


76.- Se debe tener en cuenta que: 2x € Dominio arco secante 


1 
= 2x<-1 UL A x< 


5 ... (0) 


N | - 


A su vez el rango de la función arco secante debe encontrarse, según los datos en el 
intervalo [1/4 ; 7/2]: 


aja 


л 2 
< атс sec (2х) < > = es creciente = 2 <2x<+œ > тн 2 


Asimismo se debe verificar, por definición, que el rango del arc sec es: 
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л 1 
y «ercsecQx) Sn = es creciente => -—ow<2x<-1 > 6 <х5- y (3) 


De (2) у (3) concluimos que: x => 


.. (4) 


77.- Por definición, el arc sen tiene dominio tal que: 


1<Bx+C<1 3... 
< Dx + ES = B SS B 


De acuerdo con el gráfico se puede establecer que: 


3 
a) TT =- = = 3B-4C-4...(1) 


D 81. E 
е (1) л (2): =s ^ С= 


Asimismo, el гапро del arc sen está comprendido en el siguiente intervalo: 


uM Bx Су = 
73 € arc sen (Bx + C) < 2 


Al multiplicar por «A» y sumar por «D», se tendrá que: 


An An 
Ww => +D<A. arc sen(Bx + С) + D< => +D 


Comparando los valores extremos de esta desigualdad con los límites del gráfico en el 
eje «y», se establece que: 


Ar 37. 
с) Límite inferior: 254 D= ET ..- (3) 
" An л 
а) Límite superior: "S Ф D= в .. 54) 
e (3) y (4): =a ^P--36 
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78.- Analizando el dominio de la función, según la definición del arc cos, se puede 
establecer que: 


15€ TEE 
B. HA UB 


-1<Bx+C<1 


Y evaluando los límites de la función en la gráfica, con los extremos de ésta desigual- 
dad, se puede concluir que: 


1-С 
* 23, g 1-C=3B...(1) 
-1-С 
=-1 = -1-C=-B...(2) 
B 
1 1 
De (1) y (2): Bo. л 


Asimismo, por definición, el rango de la función arc cos está en el intervalo: 
O<arccos(Bx+C)<x = D<Aarccos(Bx+C)<Ar+D 


Y de acuerdo con el gráfico, estos extremos deben verificar las siguientes relaciones: 


D= Эл 3 
S3 4 ^- (3) 
An +D 5 4 
T + 555 4 (4) 
De (3 aum ° B Ee 23 
е (3) еп (4): => ©. у=су-атссоз 3! 2 A 
79.- Si la gráfica de f intersecta al eje x, entonces: у= Дх) = 0 
л л 
Es decir: 2 arc sen(2x - 1) + 3 mx Ж ойс ѕеп(2х - 1) =-= 
олус — _. E 
= -1=% > эш 4 


MISCELÁNEA 


80.- Nuestra estrategia consistirá en reconstruir la variable del arc tan, para lo cual 
partiremos del siguiente supuesto válido para el cuadrado de todo real. Veamos: 


Como: (x-1)?>0 , VxeR 
= x41-2x20 = x+1>2x 


2 
= ——=< , VxeR 
х +1 


Como la función у = arc tan x es creciente V x€ R. , podemos establecer que: 


2x п рт Ч 
= arc tan| —— | Sarctan1— є (х) < — Ta TREN 
al QOL e 1 J Ч ft ) 4 Ља до 


81.- Nuestra resolución la iniciamos planteando las siguientes restricciones: 


T 
1) tan x 3 síx* (2m + 1) > ‚тє 7, 


2)cotx3 síx#nn ,neZ 


Puesto que ambas funciones forman parte de una misma expresión es conveniente ela- 
borar un dominio comün de ambas, con la cual se obtiene: 


kn 


x , keZ 


1 
Asimismo conviene recordar que: 4 + y 22,síac R* 


Pues bien de la expresión dada podemos reconocer que: 


1 
tan?x + сох - Цав tan2x + От 1 
tan х 
>2 
2 Ё 2 2 
tanx*0 = tanx»0 ~. tan x+cotx-1>1 


Para esta condición podemos afirmar que la función arco cotangente es decreciente y 
por lo tanto: 


arc cot(tan?x + соЁх - 1) < arc cot(1) 
— o %vS p tO 


fos 
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Y como el arco cotangente está definido en (0 ; 7), entonces la función dada queda 
definida en: 


aldo Vas 2 al 


82.- Esta ecuación la resolvemos transformando la expresión con la condición de obte- 
ner otra con F.T.L complementarias para luego pasar a la F.T. y aplicar las identidades 
correspondientes. Veamos: 


л 
arc cos( 43 x) = Ç -arc cos х 5 arc cos (43 x) = arc sen x = 0 


sen 0 =x sad) 


cos Ө = уЗ х 75210) 


Haciendo (1)? + (2)7: ѕеп20 + соѕ20 = х2 + 32 = 42=1 > r= 


1 1 
De esta ecuación obtenemos: х = > wv X (No cumple la igualdad dada) 
E 
> 


83.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada еп base a la defini- 
ción de la F.T.L 


T T 
Si: arctan соц arc senW/2x || = 2 со атс sen J2x | = tan @ 
а 
л TE л 
Recordando que: cota=tanf © a+P=>3 = arcsen /2х + 672 
T л 
= ағс ѕеп 2x = 5 ZA = sen 3 = v2x За? 
3 TA 
Elevando al cuadrado a ambos miembros: 2x = a” EM 


84.- Para aplicar propiedad para la suma de arcos tangentes, agrupamos los dos primeros 
términos, en los que se verifica que: M.N. = 1/6 < 1, luego: k = 0. Por ello se plantea que: 
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ES ES 


1 1 
—+— 
3 


arc tan > + arc tan 3 = arc tan => arc tan 1 + arc tan 3 = arc tan (1) 


жо 
м М DES 


a 


=> arc tan 7 +arc tan 3 71 


Reemplazando en la expresión original, ésta se ve reducida: 


т 
arc tan x + 4 = arc sen X + arc COS X 


En donde el segundo miembro equivale a 1/2 siempre que x € [-1 ; 1]. Luego la expresión 


dada queda así: 


arc tan x = => x = tan ZI 


4 
85.- Resolver la ecuación nos plantea las siguientes restricciones: 


1) Del radicando del primer miembro: 


x-2 AAA  — — 
tue 2 Бө э xe (=; TUI; te) 
Et Ө та ур РКЫ 
х 
2) Del radicando del segundo miembro: 220 ә хє [0; +00) G UE 


Puesto que (x) es un variable común a ambas expresiones, procedemos a intersectar 
ambos intervalos obteniéndose: хє [2 ; +) 


75 — 
ser = 3 = tana= ..(1) 
41 x+1 
а = arc sec Е ES seca= Ë .29(2) 
2 2 
Sabiendo que: 1 + tana = secta ... (3) 


Sustituimos las relaciones (1) y (2) en (3): 
2 2 
1 е2 E IZ C M 
"e Md x*1] |V2 = x+1 E 
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=> 4Ах-2=х +x > x-3x42-20 > (x-2)(x -1) = 0 


De lo cual se obtiene: x = 1 (absurdo, según restricción) г 52 


86.- Este tipo de problema, en el que participan dos variables en una misma ecuación, se 
resuelven a partir del análisis del recorrido de uno de ellos y desde ésta, se reconstruye 
la otra. Veamos: 


Recordamos que si: f(x) = arc cos (x) 
= Dominio > хє [-1; 1] => Rango — y-arccos(x)e [0; z] 
0 < агс соѕ(х) <п = 0O<x.csc(y)<n = O<csc (y) <1 


= 0O<cscy<1ucscy=1 
e 


Reconocemos que (*) es absurdo, dado que: cscy<-1ucscy21 ~ сѕс y = 1 
T 
= у= (4k + 1)7 ¡ke Z 


Asimismo: arc cos(x) ^ 1. = х= сол ~. x==-1. 


87.- Nuestra estrategia consistirá en reducir el valor numérico del primer miembro de la 
ecuación de este modo: 


arc cos? -2arccot2-arccscx — ...(1) 
v — U "y 
a 


A partir de esta propuesta construimos los siguientes triángulos: 


ЖУ. " 
cos a = т > cos0= 2 > 2 4 


T 1 
Asimismo, recordamos que: arc csc x = arc sen = zs (2) 


Luego reemplazamos (2) en (1) а + 20 = arc sent = sen(&+20)= 1 


Aplicando la identidad del seno de una suma de arcos, se tendrá: 


1 = sen Q cos 20 + cos а. sen 20 ...(3) 
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Ahora, calculamos: sen 28 = 2sen Ө cos Ө = 275 x ml = $ P. 
A т 


3 
Asimismo se tendrá: cos 20 = i 
Reemplazando en (3): i = Ё S i + 3.4 => 1 = 2 х= 25 


88.- De la propiedad referida a la F.T.I. y su variable tendremos: 


л LM 
cot x . cot Ex . cot d = cot 3x 


Por definición arc cot, su dominio es tal que: arc cot[cot Зх] = 3x , si: 
* л 
3x e (0; n) n. EXE (0,3) 
89.- Por la propiedad de las F.T.I. y su variable verifica que: 


п 1 
cos(arc tan[cot(arc sec(csc х))]) = sen z =  cos(arc tan[cot(arc ѕес(сѕс х))]) = 5 
s<  —b— 


6 
1/3 1/3 
л T 
arc tan [cot(arc sec(csc x))] = 3 = cot(arc sec(csc x)) = (ап = = УЗ 
——————À 
1/6 
4 2 ЫГ 
arc sec (csc x) = Ha К É АВ х= 3 


Sustituyendo este valor en la expresión dada para «УУ», tendremos: 


1 1 

arcsen(cos* +соѕ27) arcsen ——— 

3 3 2272 

мж ату т эй мын 13 
arc tan| ot [28 231 arc tn «ит J 
— mam 

P 
E arcsen(0) 0 ¿TS 
= рээ ч = 
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90.- Nuestra estrategia consistirá en analizar cada miembro de la desigualdad y a con- 
tinuación elaborar los gráficos correspondientes de modo que sea posible identificar el 
intervalo de valores de «x» en el que la desigualdad se verifica. Veamos: 


a) Sea: f(x)-arc csc |x|] 

i) Si: x>0= f(x) = arc csc (x) 

ii) Si: x<0 = f(x) = arc csc(-x) = -arc csc(x) 
b) Sea: g(x) = arc sec|x] 

i) Si x»0 = g()= arc sec(x) 

ii) Six<0 = g(x)=arc sec(-x) = n-arc sec(x) 


Analicemos el problema con las gráficas de f (x) y g(x). 


1 № z 


o 


Do -Ы... 


Aprovechando que las gráficas son simétricas respecto del eje «Y». 
f@)>g@) ---0) 
Calculamos el punto de intersección entre dichas gráficas. Veamos: 
arc sec x -arccscx -0 =>  x-sec0- сѕс Ө 
л 
> Mim = seu /2 


Por lo tanto рага que se cumpla la condición de desigualdad dada, del gráfico se obser- 
va que: 


xe (42 NoD; 42) 
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91.- De acuerdo con la teoría se sabe que: y = arc tan x es creciente en [-1 ; 1] 


= arctan (-1) < arc tan x < arc tan 1 


—. Ü y> — V 
л ыз 
ЕЭ 4 
"эн : 3n л 
Multiplicando cada miembro por 3: -4 É З arc tan x < "y 
л , T m 
Restando 4 a cada miembro: -1<3 arc tanx- 4 < 2 
cx — 
y 


л 
92.- Recordemos la identidad aditiva: arc cot x = y arc tanx, VxeR 


Reemplazando en la inecuación dada, se tendrá: 


л 


A 


л 3л 
2 arc tan x + A (5 27 = arctanx< 


A continuación elaboramos la gráfica de esta relación y obtenemos: 


Л - 
543 x€ (—»;1l 


De ésta se observa, que: arc tan x< 
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


01.- En este problema la única restricción lo tiene la tangente, pues como se sabe: 
л 
tan x 3, si x z (2n + у, пє 7, 
Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada en términos del seno 
para a partir de ella obtener una ecuación de segundo grado. Para ello debemos recordar 
que la siguiente identidad del arco doble: 
2senĉa = 1 - cos 20 


Sustituyendo en la ecuación original, se tendrá: 


2|рвег2(5)) +3 tan x -2 =  2(1-cosx)«3tanx-2 
degradand 
i" 9 3senx 2 


=2c0sx > 3 sen х = 2с05 x 
cosx 


Expresando en términos de senos, se tiene: 3 sen x = 2(1 - sen?x) 

2 ѕеп2х +3 ѕепх-2=0 = (2senx-1)sen x + 2) = 0 
Igualando а сего cada factor se establece que: 
а) ѕепх+2=0 = senx--2 , absurdo pues: - 1 < ѕепх < 1 


1 
b)2senx-1=0 = sen x= 2 


1 T 
EL valor principal 0, = arc sen Sa 957 @ 
02.- En esta ecuación tenemos una restricción por parte de la tangente: 


л 
tanx =» x*(2k+1)5 ‚Кє 2 


Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada en términos de la tan- 
gente, para así formar una ecuación de segundo grado. Esto se obtendrá apelando a la 
siguiente identidad: 
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1-tan?x 


cos 2x = 2 
1+tan"x 
№ ) са! 1 tan? x 
Reemplazando en la ecuación trigonométrica: —— > -(1-tanx)-0, 
l+tan x 
LAMA + tanx) 
Por diferencia de cuadrados: a tan? x) = x "T 
Al simplificar se debe considerar que: 1-tanx=0 > tan x = 1 
вт кл. 
> bam > x=kn+ y 
En (*), nos queda: 1+ tan x = 1 + tan?x > #ап2х - tanx = 0 
Factorizando, obtenemos la ecuación: tan x (tan x - 1) = 0 
i) Чапх=0 55 xz ku , kez 
H) tanx=1 (ya fue considerado en el paso anterior) 


Š x= (mc) окт 
03.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada de modo que sea 
posible utilizar la condición dada para la tangente. Esto lo lograremos dividiendo en 


п 
ambos lados por cos?x , para x # (2n + 1) 27 es decir::cos х + 0 . Asi tendremos: 


3cos?x  2senx.cosx  sen?x 0 2 
— `. xm 2 — 3-2 ап х - tan'x = 0 
cos?x — COSX.COSX  соѕ2х соѕ2х 


= tan2x 42 tan x - 3 = 0 = tan x + 3)(tan x - 1) = 0 
Al igualar a cero cada factor, tenemos que: 


a) tan x = - 3, que se descarta pues por condición del problema: tan x > 0 


л 
b) tan x =+ 1 x x=kn+ + ;ke Z 


04.- Transformamos la expresión dada para obtener una ecuación en términos del cose- 
no, utilizando la identidad pitágorica del seno y coseno: 


1 2 
1 - cos x = 3 (1 - соѕ х) 


Efectuando у transponiendo términos: cos2x + 3 cos x + 2 = 0 
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ї 
Factorizamos y nos queda : (cos x + 2)(cos x + 1) = 0 


Analizando cada factor, tendremos: 
i) cosx+2=0 = соѕх = - 2 (No puede ser) 
ii) cosx+1=0 => со5Х--1 x 
Ka хэл. 
05.- En este problema nuestra estrategia consistirá en factorizar los términos del ler miem- 


bro para dar lugar a la aplicación de identidades trigonométricas del ángulo doble y del 
ángulo mitad de modo que todo sea transformable a una sola función seno. Veamos: 


1 ; 
2 2 2 
- sen x. cos x ( cos? x—sen am) = 4 =  -2. 2senxcosx .(соѕ х - ѕеп х) = 1 


M —— DEA — Ph 
соѕ2х ѕеп2х 
= - 2 ѕеп 2х-соѕ 2х =1 
sen2(2x) 


л 
= sen4x--1 = 4х = (4k - 1) 


л i < (4k - 1)5 
x= (4k- DÍ , У Кє Z 


06.- Nuestra estrategia consistirá en obtener una ecuación en términos del seno. En vista 
que este problema incluye funciones en los denominadores, empezaremos analizando 
las restricciones del caso: 


ijsenx#0 => x=#nmnma,ne€Z 


л 
ii tanx £0 = х + (2т + 1)5 ‚тє 2, 


COS3X  cos2x-cosx 
Transformando a senos y cosenos: - =1 
senx senx 


= 2cos3x- 2cos2x.cosx =2senx = 2cos3x- [cos Зх + cos x] = 2 sen x 


transformamosa 
suma decosenos 


=  cos3x-cosx =2senx = -X sen x . sen 2x =Q sen х => sen х(ѕеп 2х + 1) = 0 
AA, = 
transformamosa ` 
producto 


Igualando a cero cada factor, se tiene: 


1)senx=0 = se descarta por la restricción (i) 
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2)sen2x+1=0 — sen2x=-1 
л л л 
Рего: sen (4k- 1) =-1 => 2x=(4k-D7;ke 2 psa x=(4k-D7 


л 
Haciendo: k = 0, se obtiene la mayor solución negativa: x=- 4 


07.- La estrategia que aplicaremos consistirá en transformar la expresión dada en térmi- 
nos del seno. Para ello apelaremos a las identidades del ángulo doble y triple. Veamos: 


Despejando tenemos: sen 5x + sen Зх + sen x = 3-4 ѕеп2х 
Multiplicando a ambos miembros por 2 sen х: 


2 X-sen X+2 sen 3x- x+ 2 x= 2 x 3x 
sen 5x-se sen Зх -ѕеп 2 sen (З ѕеп x - 4 sen” x) 


(arco doble) (arco triple) 
transformando a una 
diferencia de cosenos 
COs.4x - cos бх + cos 2% - Qs Ax +1 - x=2.sen3x => 1-соѕ бх = 2 sen Зх 
ku 
Haciendo о = Зх, aplicamos: 2 sera = 1 - cos 20 


=> 2 ѕеп23х = 2 ѕеп Зх = sen Зх(ѕеп Зх - 1) = 0 


Al igualar а сего cada factor se tendrá que resolver dos ecuaciones por separado y luego 
unir las soluciones halladas: 


1) sen 3x =0 = iS E 0 1085 
л 
2)sen3x-1=0 > sen3x=1 > Зх = (4m + 1), 
71. D 
> x=(4m+1)¿,meZ 7 S final = 910 5 


08.- Transformaremos la expresión dada hasta obtener una ecuación en términos del 
seno, para lo cual empezaremos aplicando a una diferencia de cosenos: 
2 sen Зх . sen x - 2 sen 4x . sen 2x=0 =  cos2x-cos4x- (cos 2x - cos бх) = 0 


> cos 6x-cos 4x =0 => -2.senxsen5x=0 
————_—I 
transformando a producto 


i senx=0 => x=mfnk, MEZ kr 
=> = 5 ,keZ 
iü)senbx-0 => 5х= пя 
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De los dos conjuntos solución se observa que en el conjunto solución: 5, U 5, el conjunto 
S, está incluida en el conjunto solución 5. 


© Dia 


та” SEL 


09.- Empezaremos identificando las restricciones: 


p , 2 quM 
xz—,ke n 
тат” 2 ángulo cuadrantal) 
. ) sen3x cos3x 
Recordemos la identidad: zum zie Fl => Бо = 2 cos 2 X= 1 
senx cosx 
Reemplazando en la ecuación: 4 cos 2x = 4 cos 4x = cos 2x = cos 4x 


Pero: cos А = cos Be Ax+B=2kHn, Кє Z 
Entonces: 


kn 
1) 4х+2х=2Кт > x= — , ke Z 
i) 4x -2x-2kn = х= Кп (No puede ser un ángulo cuadrantal) 


xA МЕ ke 2 


10.- Identificamos primero las restricciones: 


sen2xz0 = 2xzkn 2x ER 
соѕ2х+0 = 2x4 (2k+1)5 хал 
| : senóx со56х 
Recordemos las identidades: ——— = 2 cos 4х + 1 A 2 cos 4x - 1 
sen2x cos2x 
Reemplazando en la ecuación: 2 cos 4х + 1 = csc 2x + 2 cos 4x - 1 
, E z 
= csc2x=2 = sen 2х = 5 > 957 6 
` 8. is 7 
Usando el conjunto de solución del seno: 2x = kn + (1) . Е 
ir MIS qat 
vs GD V 
x o 2 ' ke Z 
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11.- En este problema resulta beneficioso aplicar la identidad del coseno del arco doble 
para transformar la expresión dada en otra en términos del seno. Veamos: 


Aplicando: cos 20. = 1-2 sen^a , con: а = 2х 

=> cos4x =1-2sen2x => 1-sen2x+2sen2x+3=0 
Ordenando la ecuación cuadrática tendremos: ѕеп22х - sen 2x - 2 = 0 
Factorizando nos queda: (sen 2x - 2)(sen 2x + 1) = 0 
Igualando a cero cada factor: 
1)sen2x-2=0 = sen 2х = 2 ; esto es absurdo pues: - 1 < ѕеп 2х < 1 
2)sen2x+1=0 — sen2x=-1 
Este resultado lo analizaremos de este modo: 
i) Hallando el valor principal: 


п 


sen Өр = - 1 = Өр = arc sen (-1) = - arc sen (1) = 957-5 


ii) Planteando la solución general (Sg) para todos los arcos que tiene igual seno, tenemos: 


Sg = kn + (1). 0, 


л 
iii) Además se debe cumplir que: 2x kn + (-1)*. (- 7) 


kn 


IL ez 
= г P DE 


12.- Ordenando la ecuación: 5(веп х + cos x) + б ѕепех . соѕ2х =4 .. 163) 


Aplicando la identidad: sen x + cosx = 1 - 2 ѕеп2х . cos^x 
En (*): 5(1 -2 sen2x. cos2x) +6sen’x.cosx=4 =>  Asemx.cosx-1 
= (2 ѕеп х. соѕ x =1 
> ѕеп22х = 1 > ѕеп2х= +1 
T x 
= 2х = (2k + 92 Qk*1)5 


л 
1=(0k+ 07 , Кє 7, 
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13.- Aplicamos la identidad del coseno del ángulo doble: 2cos^a = 1 + cos 20. 


ATEN 2(п = 15 38 5 n = 
= 2cos e x) 2 cos (£«x) mis 1 + cos [2 2x) [1+cos(+2x)] 1 


"n 3 T Р 
= соз(2 2x) cos (2.24) 1 


Transformando a producto, la diferencia de cosenos nos queda así: 


1 2 
-2sen (- 2x). sen (2) - 1 = 2sen2x. p, =1 = “тиш ia 


2 


Para resolver esta ecuación trigonométrica efectuamos los siguientes pasos: 


i) Se calcula el valor principal (Ө) 
Ww Ө = 2 o => 
> sen@0,= — = p = arc sen > = Ben 


ii) Se plantea la solución general para todos los arcos que tienen igual seno. 
чы NE 
Sg = kn + (- 1) - 8, , ke Z 


iii) Igualamos la variable angular con la solución general (Sg) y despejamos “x”: 
k п 
= 2x=kr + (- 1) 0 L а= 


14.- Observamos que el 1ег miembro del ecuación se puede transformar así: 


Factorizamos: sen 2x+ V3 cos 2x = 2| senza 53524 
Sustituimos por senos y cosenos: sen 2х+ 43 cos 2x = 2 | cos sen 2x «sen соз 2x | 


Aplicamos la identidad del seno de una suma: sen 2x4 /3 cos 2x = 2 . sen (2х+1) 


Además por arcos complementarios se tiene que: sen 25+ УЗ cos 2x = 2. cos (= -21) 


2 
Reemplazando en la ecuación dada, tendremos: |2sen (2x+2)| - 5 = sen (2x+2) 


Haciendo u cambio de variable: a = sen(2x +3), tal que: -1<a<1 ...(1) 


R19 590 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 3 RACSO 


> 44-4-5-0  (4a-5)a41)-0 => а= б a=-1 > sen (2x+3) =-1 


3 
m 
absurdo 
Teniendo en cuenta que: sen (4k + 25 == 
п 3n 
La solución inmediata será: 2x4 b = 2kn 4 > m 


15.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión hasta obtener otra en 
términos de x. Veamos: 


Como: |sen 2x| = |2 sen x . cos x| = 2|sen x| |cos x| 
Reemplazamos en la ecuación dada: 2|sen x| [соз x| + 2 = 2|sen x| + 2 |соѕ x | 

2|sen x|(|cos x| - 1) -2(|cos x] - 1) 20 = ([cosx| - 1(|senx| - 1) 20 
Igualando a cero cada factor tendremos: 


i) |cosx]-1=0 > [cox|-1 = сох-41 > х= пт,пє 72, 


п 
ii) [senx| -120 = |senx]=1 = ѕепх= +1 = x=(2m+1)7,me 2 


De (i) y (ii) se tiene: х= ппс (2т + 15 E 


16.- Transformaremos la ecuación para expresarla en términos del coseno. Veamos: 


“Эй 43 1 
Dividiendo entre 2 tenemos: Бод - Sen x + 2 . COS x = 


ry 
с Же. л п /2 

Expresando en términos de seno y coseno: ѕеп(= ).sen х + cos[3 ]-cos x = = 

Reconocemos que se trata del coseno de la diferencia de 2 ángulos. 


2) Y ЭР. 
cos (x ЭР 2 Ed n 


Usando el conjunto solución del coseno: 


Axe 
q + 


a 


x- 
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*17.- Obtenemos el cos 2x a partir de la expresión dada: 


——À 2 = E = "cos 2x= цан О) 


El 2do. miembro está relacionado con el cos 45°/2, veamos cómo: 


л 
. x |1+соѕа тэй Пат c ANS 
cos 2 = үз = соз = 3 = сзу= A 


л 
Asi deducimos que en (*): cos 2x = cos 8 

А aac | ш ш 
i) Valor principal (Ө) : 9, = arc cos(cos 8 JS 9,5 8 


ii) La solución general (Sg) es: — Sg = 2л £6, ke Z 


л л 
iii) Se debe cumplir que: 2x-2kn +7 ~ x“ kt ke Z 


18.- Procederemos de modo que la ecuación se transforme en términos del coseno. Así: 


Despejando se tiene: cosix-sentx=1...(*) a 
л 

Recordemos: cos^x - sen^x = cos 2х 

En (9: cos 2x = 1 => 2x = 2kn (1; 0) 


х= Кт. , V x€ Z 


19.- Transformamos la expresión en términos del seno, para lo cual empleamos la iden- 
tidad pitágorica en la ecuación dada: (4k +5 


1 2 
1 - sen x =7 - (1 - sen х) 
Despejando: зеп?х -2зепх+1=0 
= (sen х - 1)2= 0 = senx=1 
IE т 
x=4k+D7 ,Ухєй 


п 
20.- La única restricción es que: х + (2k + 1) 5, кє Z рага que la sec x y la tan х existan. 


Para poder emplear la condición implícita en la ecuación, empezaremos por recordar 
que: 
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ѕес2х - tanx =1 > (sec x + tan x)(sec x - tan x) = 1 


1 
1 З 3445] = 1 == 
Del dato: (sec x ten y 2 1 = sec x - tan x 3-45 
3.45 43-55 1 
= secx-tanx- 34 45 - 3-45 = Sec x - tan x = 2 . (1) 
+у5 
De la condición implícita: sec x + tan x = 25 (2) 
5 
De (1) - (2) tenemos: 2tanx= 45 = tan x = E 
Cuyo valor principal es: 9, = arc tan 5 — x= kn+ arc tan 45 , kez 
P 2 2 
21.- La resolución requiere de las siguientes restricciones: 
- л 
i) ТаїапхЯ5:х#(2К+ DEI , Кє 2, 
ii) LacotxJ3si: x Z nT , neZ 
п 
iii) También 1-tanx*x0 =» tanxx*1 = x+ (4m+1)7 MEZ 
Resolviendo: 1 + сох = (- 1)(1 - tan x) = 1l+cotx=-1+tanx 
cotx - tanx =-2 
Aplicando la identidad especial de arco doble, tendremos: 
2cot2x=-2 => 2cot2x=-2 =  cot2x--1 
Y 3n Зл 
El valor principal 6, = arc cot(-1) = Ж, 2 2х = Кт + a 
dz 
x= 2 EU ke 
22.- Transformamos la ecuación para expresarla en términos del coseno: 
Transponiendo términos: УЗ .соз х- senx=1 
Dividiend 2 E E E 
1vidiendo entre 2: 2 "Сови э © 2 3 
п 1 
Expresando en términos de seno y coseno: cos (ш). соз x - sen (z). sen x = 7 
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Reconocemos que se trata de un coseno suma: cos (х +®) 3 => Чше 


Usando el conjunto de solución del coseno: 


T л a 
х+ ¿=2n + Ç = xc2t ç - ç V x€ Z 
77. л 
бк "k = 01S a paz € [0; 2л) 
Зп 131 
б К=й = Xu a ЕМЧ Im € [0;2m) 
л Зп 5n 
Luego las únicas soluciones en (0, 27) son: x= Pi со Suma= -y 
23.- Reemplazando: cos 2x = ( cos x + sen x)(cos x - sen x) 


en la ecuación, se tendrá: (cos x + sen x)(cos x - sen x) - (cos x + sen x) - 0 


Factorizando: (cos x + sen х)(соѕ x - sen x - 1) = 0 


T 
і) соѕ х + ѕепх = 0 = tanx=-1= Y 


Si:k--1 Rd 
4 
л п 
= x=kn- y Si:k=0 Pue] 
51:12:51 жуу Эв 
4 
2 
і) соѕ5 х-ѕепх-1=0 = 42 cos (x) = = cos "RES = 
4 4 2. Р 
п п 
Esto significa que la solución general es: х =2kn + Fi 


Si:k=-12x 2-7, x-2mn 


Л.Ло:14:5-0-эх-0 х= 

= Ы KIC 2 
4 4 3 

Sisk= 1 =х=2л`, х= 


ala 


De este esquema se reconoce que el mayor negativo es: x=- 
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ala 


эз E Or 3л E 1 ^ Р ` п 1 
Asimismo el menor positivo es: x= == 3 Suma = LL 


24.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la ecuación dada en una multiplicación 
de términosque dependan de x. Para ello recurrimos a las identidades trigonométricas: 


Despejando en la ecuación dada: sen 2х + 2 cos 2x . sen x = 0 


Aplicando la identidad del sen 2x en(*): 2 sen x . cos x + 2 sen x. cos 2x = 0 


3x x 
Factorizando: 2 sen x(cosx+cos2x) = 0 = 4 sen x . cos 79-905 > = 0 
ханиар БР И 
2cos2X. cost 
Analizando cada factor: 
i) senx=0 = x=0 
£ 3x 0 Зх gm п 
улыл me) = еы AE AS — 
ii) cos 2 2 2 3 
P. x 0 X T 
= jm = ~s A TE 
19) Сов 2-4) 5 
- a. л 
La menor solución positivaes: х= 3 


25.- Transformamos a una suma y una diferencia de cosenos los sumandos del 1er 
miembro de la igualdad, obteniéndose: 


COS 7X + COS X + COS 3x - cos 7x = cos Ax + cos 2x 
cos 3x-cos 2x = cos4x-cos x 
Б —— sp 


Transformando a producto cada miembro, se tiene: 


se wet T 
- ¿sen 2 sen 2 = - ¿sen 2 sen 2 
F š do: Эх Зх x 0 Эх 2 25 = 0 
actorizando: sen 2 [зеп -sen£ |= = sen Gy "° sen 2 COS X = 
di 


Igualando a cero cada factor se obtiene: 
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5х 27 4n 


: 5x 
i) sen— =0 = =@ ЛЕ ЙН = х-00: 


2 Я 575 
Lu x x Las dos menores soluciones 
ii sen 7 =0 = 2 =0; п; 2л = x= ОБА 2n T 

2 positivas son: “ул 

5 2 
Ё ^ x Эл 5m 
11) cos x = = E We 
й B. 
a suma es: 5721 


26.- En este problema la única restricción es para: 
senx*0 > x*nmn;neZ 
Convertimos los ángulos en radianes a grados sexagesimales: 


sen3x 


+ 1 = tan 20°. tan 40°. tan 60°. tan 80° ... (1) 
senx 


Recordamos la identidad especial: tan За = tan а. (60° - a). tan(60? + а) 


Para: а = 20", se tiene que: tan 60° = tan 20°. tan 40°. tan 80° ...(2) 
x sen3x 2 
Reemplazando (2) en (1): + 1 = tan 60? . tan 60? = (tan 609) 1 
senx senx 
Aplicando la identidad del sen Зх: 2 соѕ2х +1 = (43) -1 = cos2x- 1 
Se debe cumplir que: 2x = 60°; 300°; 420% 660°; 720? 
zm x230?;150;210?;330?;390^ -... 390°є [0° 360°] 
m 


La suma de soluciones es: | 720? = 4n rad ` 


27.- En este problema transformamos la expresión en otra que se exprese como el pro- 
ducto indicado de factores, para lo cual recurrimos a las identidades de transformación 
le suma de cosenos a producto. Veamos: 

cos x + cos 9x - 2 . cos 5x = 0 =  2cos5x.cos4x- Y2 cos5x=0 
Factorizando nos queda: cos 5x(2 cos 4x - 32 ) ax) 


Analizando cada factor: 


л л 
ЇЇ! совх=0 = Sx = (2К + 1)5 = х = (2 + 1) тс 
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Si: ESOS х= 10 a) 
2 T 
ii) 2 cos 4r- 42 =0 > cos4x- ЕА z Ө =, = 
2 PA 
л Ёс т 
Usando la formula general para el coseno: 4х= 2kr + л ҮТЕ, 
S: —; E 2 
i: =0 > x= J€ --- (2) 
De (1) y (2), las dos menores soluciones positivas son: 
O ee Tw 
ы ОЬ ГУ . E ere 
"Eq = ^ W „ш 
28.- La restricción de la ecuación es debido a que interviene la tangente, luego: 
x x п 
ап 3 © SAQ+D => х (2к+1)л 
2 2 2 
x 
sen— 
Usando identidades en la ecuación: 2(2senž-cosž) = — .. 
cos% 
2 
x 
Eliminando sen 26 igualando a cero para по perder soluciones deducimos que: 
x 0 х Ян Te К-0-эх-0 2: (EU) 
> зеп 5 CU Sh cs BUT hes ын анаа аво оу 
* ° 2 1 nr a 
En (*) nos queda: 4 cos me = = 4соз 5 = 
cos— 
2 
1 2n 
Degradando: 2(1+cosx)=1 «>  cosx-- Бод A (2) 
21 
De (1) y (2) concluimos que las únicas soluciones en [0; л] son: A = = 
8 à 
de uma = “7 


29.- La única restricción en la ecuación es por parte de la cotangente: 
cotxdsixzmnu = x£0;n 


Expresando en términos de senos y cosenos: 
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2 
cos x 2 2 A 2 
6 am -4cosx=1 => 6cos x-4 sen xcosx = sen x 


= 3(2 cos? x) - (2 sen x cos ху = ç Quen sen 23) = 3(1 + cos 2x) - sen?2x = Ža- cos 2x) 


doble arco doble 


Expresando en términos de “cos 2x” 


1 1 
3 +3 сов 2х - (1 - соѕ?2х) = 5 - у Cos 2x = 2 с0522х + 7 cos 2x + 3 = 0 


Y factorizando nos queda: (2 cos 2x + 1)(cos 2x + 3) = 0 
Igualando a cero cada factor: 
i) cos2x+3=0 = соѕ 2х = - 3, esto es absurdo pues: -1 < cos 2x < +1 


Р 3 1 27 4л 
ii) 2cos2x 412-0 => cos2x-- y => DAVE 8" ы. 


La suma de soluciones es: 


30.- Nuestra estrategia consistirá en expresar todo en términos de tan x; veamos: 
л 
ап — -tanx 1-tanx 
3 tan x + = -2=0 = Зап ти] эн o LUE Y 
1+ — tanx 


Determinemos las restricciones de la ecuación en el intervalo (0;z): 


: | T п Зл 
1) tan x 3, si: x * (2n + 1) = 44 
Зп 7л 
ii) 1+tanx*0 = tanxx*-1l > xz — Wa 
Efectuando las operaciones indicadas en (*), tendremos: 
2 2 3 
3t 3 tan?x + 1 - tam T - 2 - 2tanr 0 = Stmx-1 => іапх=ж УС 
Si: tnr =+ > k= 
6 
5n 
ӨГ а= === = EL | 
9 UE 52 
El producto de soluciones es: 6 6 Em 
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31.- Determinemos primero las restricciones de la ecuación en el intervalo dado (051): 


п п 
i) Sitinxa => "tmc DAS ES 
) à ) 2 2 д us Sx 
ICE 200 3 = 
л ни т 6" 2” 6 
H) Si tan 3x 3 = 3х Pas Da — Ai 
2 3 6 
sen(a + B) 
Ahora, recordando que: tan а + tan f = RO (del arco compuesto) 
sen(3x + x) 
————— =4senx = sen4x= 2(2 sen x. cos x). cos 3x 
cos3x.cosx ITA 


arco 
doble 


= 2sen2x.cos2x-2.sen2x.cos3x = sen2x[cos3x-cos2x] = 0 
EU EUIS 


transformamos a 
producto 


расу consili" е 
= sen 2x | -2веп& зеп Э® | 0 


Igualando a cero cada factor: 


1) sen 2x =0 > 2r=0,x,2n > x= 0; 377- .. (no son soluciones) 


x x 
2) seny = (Me m Ds 0,т = х=0;2л - - - (no son soluciones) 
5x 5x 
З)вей ==ш=0г> d 0 m Әл — P 28, л. - - (si son soluciones) 
2 2 O 
4n 2n 2л 


La diferencia de soluciones: 


32.- La ecuación dada se puede transformar si aplicamos la identidad del cos 2x : 
= sen 5x + cos—2 = sen x + c = sen 5x = sen x 


= sen 5x- senx=0 = sen (5). sen (2X) =0 = sen3x.sen2x=0 


Igualando a cero cada factor, determinamos los valores de x en [o5]: 


i) Si: sen 3x=0 = Зх = m + (Da 0) = ү" T 


Haciendo: nz09--— x=30 X n = TAS xm 3 
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Haciendo: m-0 >x=0 A т=1 > х=т/2 


| Número de soluciones =3 


33.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la ecuación dada en otra expresada en 


términos de cosenos. Para ello recurriremos a la siguiente identidad especial: 


cosía - sen? = cos (a + В) . cos(a — В) 


Aplicándolo en la ecuación dada: cos бх. cos 4х = cos 4х = cos 6x . cos 4х - cos 4x = 0 


Factorizando nos queda: cos 4x . (cos 6x - 1) = 0 


е ‚л 
Igualando a cero cada factor, determinamos los valores de x en (0:5): 


i) cosáx=0 => 4x - Qk1)7 
8 


=> x= окъ) = {К=1 = x=% e (0; z) 


РА =Э%е [0.7 
ПБ EL ра 8 e (о) 


li) со56Х-1-0 = coséx=1 


kn 
= 6x = 2kn ” лш су 


Luego, las soluciones еп (o; z) son: 


Зл. п 


E. жет Z 
> хний! 


Número de soluciones = em 


k=0 2 x=% e(o; z) 


o 
bil 
—ÀÁÀ 
© 
NY 
— 


[a nia 


ээд” 


EX ee 


БЕШ 


nn 


34.- Como en la ecuación intervienen tan x A cot x, entonces la restricción será: 


kn 
х PL ke Z (ángulo cuadrantal) 


1 1 
De la ecuación: 3 tan x= ——— = tanx=7 = - 3 
tanx 3 3 
T 
Usando la formula general de la tangente: x = kr + "alt Vke Z 
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m E 


CSO 


Dando valores a k, determinamos los valores de x en [0; 411]: 


T 57, 7n 
== A A сав Цэ) Зав» 8-2 
117 131 171 191 
=D => х= = таш л RES => = er, гами 
23п 25n 
k=4 > x= == е [0; 47] 


Número de soluciones = 8 


35.- Transformamos la expresión aplicando la identidad: cos За = cos a[2 cos 2o - 1] 
De este modo, si hacemos: a=4x = cos 12x = cos 4x [2 cos 8x -1] 
Reemplazando en la ecuación, tendremos: 1 + cos 4x[2 cos 8x - 1] = 2 cos 8x 
Transponiendo y agrupando términos: cos 4x[2 cos 8x - 1] - [2 cos 8x - 1] = 0 


Factorizando nos queda: (2 cos 8x - 1)[cos 4x - 1] = 0 


Igualando a cero cada factor, determinamos los valores de x en [o5]: 


1)соз4х-1=0 => cos4x=1 => 4x=0;2n > x=0;7 => 2 soluciones 


Эп 77 1л 13л 
3 ' S". ITA 
п 5л 7л iln 137 


à - 24: 24: DA 


1 п 
2) 2 соѕ 8х-1=0 =» cos 8х = y => 8x= =; 


TS 


2285 Br л : 
Puesto que la solución: Эд € lo; zj, concluimos que: 


36.- Para transformar la ecuación dada, aplicaremos la siguiente identidad auxiliar: 


VZ sen(x+3) = sen x + cos x 


ЭР 2 
Reemplazando en la ecuación nos queda: 2 ѕеп х + senx -sen3x = 0 
сэт ТЭЭ? заан 


transformamos a 
producto 


= 25еп^х-2 sen x.cos2x=0 => 2 sen x.(sen x - cos 2x) = 0 
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Entonces: 

i) senx=0 => x-0,x-m (no son soluciones) 

ii) ѕеп х= соѕ 2х = ѕепх= 1-2 ѕеп х => 2 ѕеп2х + ѕепх-1 = 0 
Factorizando nos queda: (2 sen х - 1)(ѕеп х + 1) = 0 

Igualando а cero cada factor, determinamos los valores de x en (0;1): 


ii) senx=1/2 =>  x-m/6;5n/6 € (0л) 


iv) senx=-1 => х= 31/2 є (0m) 


37.- Sabemos que para fines de «degradación», tenemos: 
4sen? х= З sen x - sen 3x 
A 
Multiplicamos por 4 para aplicar estas identidades, así la ecuación se transforma en: 
sen 3x( 4 sen?) * cos 3x(4 cos*x) = 4 cos2x 
sen 3x(3 sen x - sen 3x) + cos3x (3 cos x+c0s3x) = 4 cos 2x 
Efectuando los productos indicados y ordenando, tendremos: 


3 (cos 3x-cos x + sen 3x-sen х) + cos? 3x-sen? 3x = 4 cos 2x 


arco compuesto arco doble 
3 cos 2х + cos бх = 4 cos 2x => cos6x-cos 2x =0 => -2sen2x.sen4x=0 
————————— 
transformando 
a producto 


Igualando a cero cada factor, determinamos los valores de x en [0;11]: 


ит 
1)Sisen2x=0 = 2х=пл => х= == nes, 


24 » 
тп 
ìi) Si sen 4х = 0 = 4x- mn x=" ,тє2 
тт 
Рего: S, c S, > х= 
T л 3x 
Si hacemos: т = 0; 1; 2; 3; 4, deducimos que: х= 0; т; y; 7 
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-д 


38.- La ecuación la planteamos estableciendo las siguientes restricciones: 
| j T 
i) La tan x y la sec 3, six # (2k +1) 7 ,ke Z 


п п 
ii) La tan 2х 3, si 2х + (2п +1)5 = х#(2п+1) у ‚пє7, 


Para resolver la ecuación aplicaremos la siguiente identidad: 


sen(a + В) sen(2x + x) sen3x 
tna t Fan = SN = 
cosa.cosp COS2X.cOSX cosx 
Sënax se 

Sustituyendo en la ecuación dada: pa - MET X => с052х= 1 
i Зх = 0 3 2m; -т, 0; л; 2: - E E 0 Tyin 
i) sen 3x = > X = - 2T; -7; 0; п; 27 > dex l3 E 
1) соѕ 2х -1 , solo se cumple para: 2x=0 => х=0 


23 Son 5 raíces 


39.- Transformaremos la ecuación aplicando la fórmula para degradar el exponente 
cuadrático: 2 senía = 1- cos 20. 


= cos 2x = 1 - cos 2(%-x) => cos 2x=1-cos(F-2x) = соѕ 21 = 1 - ѕеп 2х 


= sen 2x = 1 - cos 2x => A sihi, cos х =Z sen Y 


De donde deducimos que: 


i) senx=0 =” х=0 T 2T 

E n Sn 

i) cosx=senx => {апх=1 => d Pr 
-. son 5 raíces 


40.- Se plantea la siguiente restricción: 
л 
i) ex - sec(x) = sec(x) - 1 => para que la sec x3 => x*(2k+1)7 ‚Кє 2 


Ahora procedemos a resolver la ecuación dada: 


1 


1- cos x + sec x - 1 = cos x - 2 sen x = 0=- савх +2cos x- 2 sen x 


Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas 603 


> sen 2x = cos 2x 
tan 2x =1 TO 
= an 2x = > md LIA 
sagt adim. е А 
> 21143. 
€(0;n) 
41.- De la identidad del arco triple tenemos: 
3 sen x - 4 sen?x = 8 sen?x = З sen x=12senx ... (*) 
i) Al simplificar se plantea que: sen x - 0. = x=T 
1 solución 
1 
ii) Luego de simplificar en (*) nos queda: 1=4senx = == 2 sen2x 
1 - ЖЭ о 9,59 7в Ил 
> y = 1 - cos2x 5 cos х= 5 = "eis ^ 3€ 3 
117 HC : 
> x= 29 $: x Га” E | Son 5 soluciones 
— p 


4 soluciones 


42.- Se plantean las siguientes restricciones: 


Кт 
i) La tan x y la cot x 3 si: x# ke Z 


| ] kn nu 
ii) La tan 3x y la cot 3x d si: Зх # > > x# Me 2 


Para transformar la expresión dada utilizaremos las siguientes identidades: 


sen(a — В) sen(a – p) 


tana - ап В = cosacos A cot a - cot B = seno.senB 
Aplicando ambas relaciones en la ecuación dada, ésta queda así: 


sen(3x — x) _ sen(x-3x) 
cos3x.cosx  sen3x.senx 


nax -sen2x 


tan 3x - tan x = cot 3x - cot x =; 


соѕ3х.соѕх  sen3x.senx 4 
Analizamos esta expresión en el intervalo dado : 
i) Al simplificar se plantea: sen2x=0 > 2х=3п => x= = .-- No por (1) 
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ii) Luego de simplificar en (*) nos queda: COS 3x cos x = - sen 3x sen x 


=> COS 3x cos x + sen 3x sen x = 0 ES cos(3x - x) - 0 
=  cos2x-0 — 

5n 7n 
ES PE A 


43.- Se plantean las siguientes restricciones: 
; | T kn n 
i) tan 2x J si: 2x 2 (2k + 1) т = x# 4 ke Z 


ii) an [z х| Яз: 4 **( n+ > = x=#nmk- т NE 
Aplicando las identidades de la tangente de una diferencia de arcos y del arco doble, 
tendremos: 


T 
c мэх 2tanx (1—tanxy +2tanx 

> Е L 2 -5 AAA — E 
1+tan-.tanx 1—{ап x 1-tan x 


= 1 - 2 tan x + tan2x + 2 tan x = 2 - 2 tan2x > 3 tanx = 1 > tanx=zx 


vl 


Analizando las posibles soluciones, se tiene: 


" _ УЗ EY 
a) Si: tan x = 3 > йы? 

a Л _ 5л din 
b) Si: tan x =- 3 = 2257 A 


44.- Nuestra estrategia consistirá en transformar la expresión dada en términos de seno 
y coseno, lo cual se logrará aplicando las definiciones de las identidades auxiliares: 


versa. = 1 - cosa A соу = 1 - sen а 
= (1 + cos х). (1 - sen x) = (1 + sen х). (1 - cos x) 
= 1 + cos x - sen x - sen x cos x = 1+ sen x - cos x- sen x cos x 


T 


= 2 cos x = 2 sen x = sen х= cosx = гу 
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45.- Transponiendo términos, la ecuación toma la siguiente forma: 
УЗ - 3 sen?x=2 sen x - 2 sen?x 
Factorizando: 43 (1 - sen2x) = 2 sen x(1 - sen?x). i (*) 


a 2 E E 
Eliminamos: “1 - sen'x" y para no perder soluciones lo igualamos a cero, tal que: 


2 T 3л 
senx=1 = senx=+1 => Y € (0; 9) => х= > € (0; п) 


3 п 2n 
Nos queda de (*): V3 = 2 sen x => sen x= == > л етш, x= > € (0; 7) 


2 3 


Las soluciones en (0; 7) son: 


46.- En primer lugar identificamos las restricciones por para de la tangente: 


T T 
i) 5х + Qm + 1) Ç = х + (2т +1)уту,тє 2, 


T T 
ii) Зх «Qn + 1) = х # (2п + 1) ,neZ 


A continuación expresamos todo en términos de senos y cosenos 


sen5x.sen3x 
— = = 2 cos 5x.cos 3x = 2 sen 5х. sen Зх 
cos 5x.cos3x Lou lul ái 
transf. a una transf. a una 
suma de cosenos diferencia de cosenos 
cos 8x + cos 2x = cos 2x - cos 8x = —24605,631—10 = cos 8x = 0 


> вер = s + positiva es yy, 


47.- La transformación de la ecuación propuesta se logrará utilizando las medidas de 
los lados del siguiente triángulo notable: 15° - 75°. 


Dividiendo entre 2 V2 a la ecuación dada: 


3+1) 3-1) Y 
242 sen x + 242 сн 177 
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Usando el conjunto de solución para el seno: 


ср = x-kns(1*- -— keZ 
Es 12 + (-1)*. ZE HD 7127 
Haciendo: k=0: x= = "ees Цаа qw 
aciendo: k=0: х= 15 ^ SS 4 TS х= 37 € (0; 2n) 
e” 
Las soluciones son: ED P bd 
48.- Recordamos la identidad: sen 2x + cos 2x = /2 2 (5 Б) 


Al aplicarla еп la ecuación dada, tendremos: 


T п 
42 sen(2x+ т) =-1 =  sen(2x+ m - 


Esta ecuación se verifica si: 


2x 2 = z 
1) ея 4 =? х= 5 

"Toe л 
1i) 7 = гг 


.. ВРО Г T 
- Та menor solución positiva es: X= 2 


49.- Efectuando el producto indicado tenemos: 
2 sen?x . cos x + sen?x = senËx - cos x 
Factorizando "cos x": cos x(2 sen2x + соѕ2х) E) 


Igualando a cero cada factor, analizamos los valores de «x» en el intervalo [07x]: 


" @ п Зп 
i) cosx= Es. XE = be 
) 2) 422) 
” 2 2 2 2 2 
ii) 2sen'x + cos x = 0 = 25епх+1-ѕепх=0 = senx--1 (absurdo) 
37 
m , solución mayor 2 
De este análisis concluimos que: as — = Sl 
solución menor T ' 
2 
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SISTEMA DE ECUACIONES 


50.- Nuestra estrategia consistirá en relacionar los arcos dados en términos de razones 
trigonométricas. Lo conveniente en este caso es que las RT elegidas, concuerden con las 
que figuran en las ecuaciones propuestas. Veamos: 


л 
Como: х+у= у >  seny-cosx 3) 
л 
De (3) en (2) se establece que: senx=cosx => tanx=1 = Өр E 
T 

Luego el conjunto solución es: x= kr. + vi ke Z 

T T T 
Reemplazando en (1): у= у “Sa - kn - 4 


51.- Procediendo con la misma estrategia del problema anterior, se plantea que: 
T 

Si: A = sen х = cos y ... (3) 

Reemplazando (3) en (2): 2cosy=1 = cosy= 


T 
Luego el conjunto solución será: y=2kn+ 3 


T 
Reemplazando en (1; x= Pu EE - Ji -2knt а , Vke Z 


52.- Nuestra estrategia consistirá en construir dos ecuaciones en términos de seno y 
coseno. Para ello haremos las siguientes transformaciones: 


Aplicando propiedad de proporciones en (2) se obtiene: 


tanx 24:43 P tanx+tany — (2-43)-1 


- (3) 


tay 1 tanx-tany (2«43)-1 `` 
sen(x +y) 
| ал _ sen(xty) tanx+tany — COSX-eosi 
De la identidad: tan x + tan y = E БЭРТ. СҮЙ E 'sen(x-y) 
Y 
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н 


х tanx+tany — sen(xty) ` 
De lo cual concluimos que: —— = = 
tanx-tany — sen(x-y) 


1 
i e 1 sen(x+y) 3443 7 
Y del resultado obtenido en (3), se establece que: зау) EN Jud durs (4) 


Reemplazando (1) en (4), se deduce que: sen (x * y) - | 6 


ag T 


. sen — 
УЗ +1 


T 1 g4 5 УЗ 


Ү сото: зеп = 2 => sen (x + y) = 2 Аят = sen(x МИЕ 
k kT 
De donde se obtiene que: x+y=kn + (-1) `. 3 --4(5) 
Д л E 
Si ahora hacemos (1) + (5): 2x = kx + (1). 5 WE 
xe aene. T, vrez 
sous c5 = 


53.- Nuestra estrategia consistirá en transformar las ecuaciones dadas hasta obtener 
otra en términos de seno. Veamos: 


i эг Зп 
De (1) despejamos: LY =  tanx-tan (354 y) 
Reduciendo al primer cuadrante: tanx--coty...(3) 


3 
Reemplazando (3) en (2) se establece que: - cot y - cos y = 2 


cosy cos y 


3 
Recordando la identidad: cot y= ‘seny = - deny 55 


Sustituimos соѕ2у рог la identidad pitagórica, y efectuando nos queda: 


- 2(1 - sen“ y) = 3 sen y = 2 ѕепгу - Зѕепу-2 = 0 = (2 ѕепу + 1)(ѕепу- 2) = 0 
1) seny=2 (imposible) 


1 : 
ii) sen y =- 2 & у= kn (-1)* t) ,VkeZ 
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54.- Transformamos el sistema de modo que se obtenga una ecuación en términos de «y»: 


л 
De (1) despejamos convenientemente: x= 2 y = sen x = sen É + y) 


Por reducción al IC: sen (a + y) = COS Y = sen x = cos у... (3) 


Reemplazando (3) en (2): 2 sen у. cos у = 1 


Por arcos dobles: sen2y=1 = 2y=(4k+ е ke Z 
л T 
y =4k+D7 A х= (4k +3), VkeZ 


55.- Tal como se hizo en el ejercicio anterior, transformamos el sistema así: 


T 
De (1) despejamos convenientemente: X= +J =  senx=sen E + y) 
Por reducción al I C se establece que : sen x = cos y ... (3) 

COS1 1 1 
Reemplazando (3) en (2): seny ^ 5 = tany- 5 = өр = arc tan 5 


y= kr arcan 


El 


1 1 л 
5) A x=kn+arctan( о) 2 з ЧКєй 


56.- Transformamos el sistema de modo que se obtenga una ecuación en términos de la 
tangente. Veamos: 


л л 
De (1) despejamos así: у-%= — "E T*- к=п = tan (®+х) 
Por reducción al IC se obtiene: tan y=-cotx ...(3) 
Reemplazando (3) en (2): tan x - cot x = 2 2-.(5) 
Recordando la identidad: tan x - cot x = - 2 cot 2x 
Reemplazando en (*) -2cot2x-2cot2x = -1 t r=  tan2x--1 
п kn m 
Esta ecuación tiene como conjunto solución: 2x = kn - 4. > "ow: VkeZ 
à; de c 
Reemplazando en (1): у= ve ; VkeZ 
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57.- Utilizando las identidades de la suma y diferencia de arcos, transformamos el siste- 
ma dado para establecer una relación entre los arcos dados. Veamos: 


T 
De (1) podemos establecer que: sen (2x - 3y) = sen A 

Р 42 
Desarrollando el ter miembro: sen 2x . cos Зу - cos 2x . sen Зу = Om - 8) 


Reemplazando (2) en (3) se obtiene: 


em) "C 4-45 


4 3 Lm =  sen2x.cos3y- ———— ...(4) 


B 
Haciendo (2) + (4): sen 2x . cos Зу + sen Зу. cos 2x = I 


Reconocemos que el 1er miembro es el desarrollo del seno de una suma de arcos: 

= sen (2x + 3y) = E = gez ES 2x Sy = kr + (C1 ... (5) 
Haciendo (1) + (5): 4x= 
4 У A з VkeZ 


58.- A partir de las ecuaciones dadas obtendremos una en términos del seno. Veamos: 


x+y x-y 
Transformamos a producto la ecuación (2: 2 ѕеп| 5 |.cos| 5 | = 17 Т) 


2 2 
п x-y 
Reemplazando (1) en (3) se establece que: 2 sen) : cos[ 2 | -1 
: л 1 x-y 
Teniendo en cuenta que: sen с = 2 => cos ES =1 
: cl 
De esta ecuación se deduce que: "EC 2kn;V keZ => x-y=4krn ...(4) 
| n 
Haciendo (1) + (4) se obtiene: 2x -4Akn = 


3 


л 
х=2Кт + V ;V ke Z 
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59.- Transformaremos el sistema hasta obtener una ecuación en términos de la cotan- 
gente. Veamos cómo se logra: 

ї : . Y cosx+cosy 1+2 
Aplicamos propiedad de proporciones en (2) se obtiene: cosy-cosx 2-1 


Transformando a producto los términos de la fracción del 1er miembro: 


Reemplazando (1) en (3): cot = 


| 


5) со =3 Бег) 


хи! 3 T x+y n п 
= соус =J = 43 657 е = =skn+ —xty-2kne z ...(4) 
Haciendo (4) - (1): 2y = 2kn ~ yskn; VkeZ 


60.- Este sistema se puede resolver si transformamos la ecuación (2) a un producto de 
cosenos, de modo que sea posible obtener una relación adicional para los arcos dados: 


Y a- Yie 
= 2 cos( 2 E 2 J To (3) 


Reemplazando (1) en (3: 2 cos 5 : cos 52) =1 
= 2 2 ЕЭ =1 = ЕУ E , 
2 2 
De esta ecuación se deduce que: EV =Ж =>  x-y=4kr.. (4) 


2n л. 
Haciendo (1) + (4), obtenemos «х»: 2х = 4kn + 3 = x=2kn+>7 ;VkeZ 


2n E др 
Efectuando (1) - (4), obtenemos «y» : 2y = ET 4л => у= 3 -2kn ;V ke Z 


61.- Tal como se planteó el problema anterior, transformamos a producto la ecuación (2) 
con el específico propósito de obtener una nueva relación entre los arcos dados: 


= 2cos(x + у). cos (x -y) = 0... (3) 
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2n 
Reemplazando (1) en (3): 2 cos. cos(x - y) = 0 


> 2 (-3) соёк-у)-0 =  cos(x-y)-0 = x-y- Qk1)7 ... (4) 


л 2n 
Haciendo (1) + (4) se obtiene «x»: 2x = (2k + 1) ОЧ 


DENS. vez 
х= + 4327 € 


62.- En este problema transformamos el sistema de modo que sea posible obtener una 
nueva relación en términos del seno. Veamos: 


De (1) se puede establecer que: sen y = - sen x 
Elevando al cuadrado ambos miembros: sen2y = ѕеп2х ...(3) 
Reemplazando (3) en (2) se obtiene: 2 веп?х = 0 

> senx=0 ОК V kez 


63.- Este tipo de sistema se resolverá transformando a producto cada ecuación. À partir , 
de esto se obtendrá una nueva relación entre los arcos dados en términos de la tangente. 
Veamos: 


ЕЯ 
x+ х-1 
b) Transformando a producto la ecuación (2): 2 “(3 | : «| 2 ЯГ № - . (4) 
Dividiendo miembro a miembro (3) + (4): Ез -43-» Ө, = 5 


Luego el conjunto de solución será: 


64.- Nuestra estrategia consistirá en transformar el sistema dado de forma que se obten- 
ga una relación en términos de «x» . Veamos: 


Usando diferencia de cuadrados en (1): (sen?x + cos^y)(sen^x - cos^y) zum) 
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Reemplazando (2) en (*) se obtiene: 1. (ѕеп2х - cos y) =1 16B) 


65.- Este sistema requiere ser transformado a una nueva ecuación en términos del cose- 
no. Para ello debemos apelar a un grupo de identidades especiales. Veamos: 


Transformando a producto la ecuación (1): 2 sen 52) 3 (25) = ҸЕ (35) 


3 
Transformando a una suma la ecuación (2): cos(x + y) + cos(x - y) = 2037 С) 


х 
Aplicando en (7) la identidad: cos(x - у) = 2 ud " 


Е Х-1 5 
= cos(x + y) + 200852) -1= š = хоё( =] “5 - cos(x + у)... (4) 


De la ecuación (3) despejamos: (257 J = 3 


5 
Reemplazando (5) en (4) obtenemos: En =3- cos(x + y) -.. (**) 
se —"'nn 


Y recordando que: 2 ЕЭ = 1 - cos(x + у) 


: і m i3 
Al aplicarlo en (**), se obtiene: 1—соҗ(х+у) 2^ cos(x + y) -.. (6) 
1 А кыл 
Resolviendo (6), se obtiene: cos(x + y) = 2 л x*y-2kn +5; М кє 2, 


66.- La estrategia consistirá e transformar el sistema dado de modo que se obtenga una 
nueva relación en la que solo figuren las tangentes de «х» e «y», lo que permitiría iden- 
tificar el tipo de relación que existe entre dichos arcos. 
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Aplicando la identidad de la tangente de una suma de arcos en (2), tendremos: 


tanx + tany 4 
]-tanx.tany ^ 3 9) 
" шилж ж Т 
eemplazando (1) en (3): 1-tanx.tany =3 >  tanx.tany- 4 (4) 
1 1 
Resolviendo (1) y (3) encontramos que: tan x = tan y = p > 242 can 7) 
Luego el conjunto solución será: y = kn + arc tan (4) ;V ke Z 


67.- En base a la aplicación de identidades recíprocas, debemos obtener los valores de la 
tan x y tan y, para luego y a partir de éstos, identificar las soluciones generales. Esto lo 
empezaremos expresando (2) en términos de tangentes: 
1 
tanx 


. tany = УЗ = tan y= 43 . tanx... (3) 


Reemplazando (3) en (1) se obtiene: tan x + УЗ (ап х 214 J3 


T 
Transponiendo términos: (L3) tan x =1+4 > tanx=1 => 95 wi 


п 
Luego el conjunto solución para x: х= Кт + "E VkeZ 


п 
Reemplazando tan х = 1, еп (1): 1 +їапу=1 + УЗ => tan у= By 8 - 3 
Luego el conjunto solución para y: 1⁄ = nt + Š ,VneZ 


68.- Este sistema lo resolveremos transformando el sistema en una ecuación de 2do. 
grado y en términos de la tan x. Veamos: 


Aplicando la identidad recíproca cot y = айй en (1): 
1 
tan x + =2 М (3) 
tany 
) 1 
De (2) despejamos convenientemente: tan y = 2 - ET (4) 
R ; E um tanx - 
eemplazando (4) en (3): tan x + т =2 = tanx+ ana 1 2 
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Efectuando y factorizando nos queda: (tan x- 1)=0 > tanx=1 > 
© ERI. 

El conjunto de solución sera: х = Кт + 3 SM ke Z 

SOLUCIONES PARTICULARES 


T 
69.- Como: х+2у= 5 > sen 2y = cos х...(3) 


Reemplazando (3) en (2): sen 2y = на ‚ Sen y 


Sustituyendo el ler miembro por la identidad del sen del arco doble: 
47 47 
23 y.cosy- 12 dq y = NE A sen y # 0 


' 47 
De estas relaciones se concluye que: y = arc cos E 


(ж 
= 


T 
Reemplazando en (1): х+у+у= 5 > x+y+arc «| 4 


x T 
X+Y= > -атсс05 9 


ala 


өр = 


70.- Nuestra resolución Іа iniciaremos aplicando Іа identidad de la tangente де una 
diferencia en la ecuación (2), para de allí obtener la tangente de la suma de arcos: 


tan —tanx jT 
= ma lust Tiam s anun 1 - tan x = tan y + tan x . tan y 
1+ tan—.tanx 
4 
a n 
X. ад O =  tan(x * y)-1 = X U т Ë 
1-tanx.tan y 4 
r | 5n 5n 
Haciendo (1) + (3), se tiene: 2x = 12 = х= 4 
As г чы 5 EE E 
aciendo (5) - (1), se tiene: 2y = 12 > у= эд 


71.- Nuestra estrategia consistirá en degradar la ecuación cuadrática para luego obtener 
una ecuación en términos del coseno de una diferencia de arcos. De allí se establecerá 
una nueva relación entre los arcos participantes. Veamos: 


3 3 
Hacemos 2x(2): 2 ѕеп?х +2 sen2y = с 1 - cos 2х + 1 - cos 2y = > 


= 2 сов(х + y). cos(x -y)= 2 ....(3) 


м | н- 


> cos 2x + cos 2y = 


. 1 1 
Reemplazando (1) en (3): 2 cos[ 77) . cos(x - y) = m ©] cos(x-y)- = 
46-42 ” 


= cos(x - у) = 1 = Ё Tn . (4) 
Haciendo (1) + (4 p EET SR AI Le E 
aciendo (1) + (4): Эх = +19 + 12 => X=km+ 4 + од! € 

п 
Para obtener la menor solución positiva hacemos: к= 0 HE 


72.- Procediendo tal como lo hicimos en el ejercicio anterior, tendremos: 


Hacemos 2х (2): 2 sen^x + 2 sen?y =2 =  1-cos2x*1-cos2y = 2 


= cos 2х + cos 2y = 0 =  2cos(x+y).cos(x-y)=0 ...(*) 


De (1) reemplazamos en (*): 2cos0.cos(x- у) = 0 


T 

Por condición: cos 9 z 0, entonces: cos (x - y) = 0 s Yro (3) 
n 0 m 

Haciendo (1) + (3) encontramos: 2x = + 2 50 x= te. 


73.- Lo que haremos es transformar a producto la ecuación (1) para obtener el coseno de 
la diferencia de arcos y a partir de allí obtener una nueva relación entre los arcos: 


2 sen(x + y) . cos (x-y)= 42... (3) 


Reemplazando (2) en (3): 2. 1 -.cos(x - y) = 42 2 cos(x- y) = m .. (4) 
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Ala 


> х-у = 


... (5) 


.. (6) 


юа 


Como: x, y € (o; л) ^ Sen(x +y)=1 = х+у= 


Resolviendo (5) y (6), obtenemos: 


74.- Transformaremos el sistema a fin de obtener ecuaciones en términos de la suma y 
diferencia de los arcos dados. Veamos: . 


Hacemos (1) + (2): sen x. cos y + cos x . sen y = 1 
т 
= sen(x+y)=1 = х+у= 09) 


1 
Efectuamos (1) - (2): sen х. cos у - cos x . sen y = - 5 


1 
= sen(x - y) =- = = x-y=arcsen(-5) -0 


Resolviendo (3) y (4): 


75.- Tal como se hizo en el ejercicio anterior, transformamos el sistema a fin de obtener 
ecuaciones en términos de la suma y diferencia de arcos. Veamos. 


Haciendo (2) + (1): COS x . COS y + sen x. sen y = 0 
л 
= cos(x - y) = 0 = х-у= 5... (3) 
Efectuamos (2) - (1): cos х. cos y - sen x . sen y = 1 


= cos (x + y) = 1 = x+y=0...(4) 


Resolviendo (3) y (4) obtenemos: 


76.- Transformamos el sistema de modo que se obtenga una ecuación en términos del 
coseno. Veamos: 


1 
Haciendo (1) - (2), se obtiene: sen?y -2cosy-- 7 


Aplicando en (*) la identidad pitagórica: seny =1- cos y, se obtiene: 


j ; 
= 1 -cos y + 2 cos y = - 4 => 4 cosy +8cosy-5=0 
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Factorizando, se establece: (2 cos y + 5)(2 cos y - 1) = 0 


Igualando a cero cada factor: 


5 1 
cos y=- > (No puede ser) v совуз > y = 60° 
1 1 1 
Reemplazando en (2: 2 513 senx= > = senx=> 0: 


77.-Transformamos el sistema de modo que sea posible obtener un sistema equivalente 


en términos de cosenos. Para ello aplicamos las identidades básicas en (1): 


IM - => соѕх.соѕ у = ѕеп х. ѕеп у... (3) 
COSX.COS y 
Reemplazando (2) en (3): cos x.cosy — .. (4) 


Haciendo (4) + (2): cos x. cos y + sen х. sen y 


D 
юре мн ^l 


= cos(x - y) = = x-y=3.--6) 
Efectuando (4) - (2: cos x . cos y - sen х. sen y = 0 


> cos(x + y) = 0 = x+y=>3-..(6) 
Resolviendo (5) y (6): = 


78.- El sistema tiene una dependencia de <a> que contribuye en definir signos para el 
seno y coseno. Por tal razón procederemos a transformar de manera que se obtenga el 
seno y coseno de la suma y diferencia de los dos arcos. Veamos: 


Sabemos que: sena.cosp<1,  V(a, Pje R =  senx.cos2y<1... (3) 


a2<0 (No puede ser) 


Reemplazando (1) en (3): d+ ici = ос» v 

а2=0  (SiN 
De este análisis concluimos que: sen x . cos 2y =1... (I) 
Asimismo en (2), nos queda: cos х. sen 2y =0... (II) 


Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas R19 619] 


Haciendo (1) + (П): sen x. cos 2y + cos х. sen 2y = 1 
T 
= sen(x + 2y) = 1 => x+2y=>3 ---(4) 
Efectuando (1) - (П): sen х. cos 2y - cos x . sen 2y = 1 


=> sen (x - 2y) = 1 = х-2у= 2 ---(5) 


Resolviendo (4) y (5) se obtiene: 


79.- Transformaremos el sistema para obtener una ecuación en términos del seno y de 
ella obtener los valores correspondientes para «y». 


Transformamos (1): sen x. =1 = senx=cosy...(3) 


cosy 


1 
Reemplazando (3) en (2): seny.cosy- 7 


4 
1 
Multiplicando por "2" ambos miembros: 2 sen у. cos у = > 
1 T 5n 
Por arco doble: snly=> => З2у=— v 2y- — 
2 6 6 
. wal 
Ñ q da 12 E S 12 


80.- Transformamos el sistema para expresarlo en términos de cosenos de la suma y 
diferencia de arcos. Veamos: 


Haciendo (2) + (1): cos x. cos y + sen х. sen y = E 
J6 +42 л 
> A, иу = Ty: (3) 
46-42 
Efectuando (2) - (1): cos x. cos y - sen х. sen y = БЕГЕ 
6-42 7 
55 шэн шэнн х+у= 75 (4) 


cl. . В. дтни 
Resolviendo (3) y (4): x= ç € (0, 2) 2) 9g aue 2) 
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81.- Multiplicando por (3) la ecuación (2): 18 sen x - 3 tan y = 6 48... (8) 


T 
Haciendo (1) + (3): 20senx -1043 = EE p 565 
J3 z > 
Reemplazando en (1): 42 +3 tan y = 443 - tan у= 43 ~ y= > 


82.- Aplicando la propiedad de proporcionalidad en (1): 


tanx+tany (V3 ЕЕ) tanx+tany 
—— A = = S= m 25 = УЗ ..(3) 
tanx—tany | (43-1)-(43-1) tanx —tany 
sen(x + y) sen(x 4 y) 
Pero: tan x+ tan y = cosx.cosy = sen(x-y) = 43 .- (4) 
л 7 1 
(2) en (4): sen (x + y) - 43 .sen = =; зеп = z 
_v3 
A Sn += de - < 27 
y= (5) 


y Ge Gm 


5n 
Haciendo (2) + (5): 2 = 


3n 
Efectuando (5) - (2):  2y = Ts 


83.- Este sistema se resolverá por eliminación y sustitución de algunas RT. Veamos: 


Dividimos (1) + (2): s 


1 
= > Jsemnz-2senx.--(4) 
senysenz 2 


1 
Reemplazamos (4) en (3): (sen x)(2 sen x) = $ = sen2x = — 
1 
pL > x = 30° 
1 1 
Reemplazando en (3): о senz= > > sern = 12—00° 
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Finalmente: х 17 +z= 165° 
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84.- Recurrimos a la identidad del arco doble, para transformar la inecuación y elaborar 
otra que sea factorizable. Veamos: 


2 sen 3x . cos 3x < 5 sen 3x =  sen3x(2cos3x-5)«0 ...(*) 
Recordamos que: -1<cos3x<1, V ke R 
Multiplicando por 2: -2<cos 3x<2 
Restando 5: -7< 2 cos 3x-5 <-3 
AAA 
«0 
Por lo tanto en (9): sen Зх > 0 


De la circunferencia trigonométrica (С.Т), se observa que: 0 «3x «x 


Pero por ángulos coterminales se tiene: 0+2 кп «3x «n *2kn; V ke Z 


Despejando: x NE d : 


85.- Transformamos a producto la suma de senos, y tendremos: 


7x + Зх 7х-3х 
2 sen cos < 2 sen 5x = sen 5x . cos 2x < sen 5x 


2 2 
Transponiendo términos y factorizando: sen 5х(соѕ 2x-1)<0  ...(*) 
Recordamos que: -1€cos2x 1, Vke R > -2< - <0 
Por lo tanto en (*) se debe cumplir que: sen 5x > 0 


De la circunferencia trigonométrica (C.T), se observa que: 0«5x «zx 
Pero también por ángulos coterminales se tiene: 


2kn «5x < n + 2kn, V ke 2, 


gu; 2.247) 
x€ 5775 5 
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86.- Transponiendo términos y factorizando tendremos: 


(2 senx + /3)Q senx- J2)> 0 


Analizando por el método de los puntos críticos: 


i) 2senx+ 43 =0 > senx= 4 


ii) 2senx- J2 20 = senx- — 


З № 


-1 < ѕепх < - E U= 2 <ѕепх<1 


Analizando еп Іа СТ se concluye que: 


ee) 


87.- Transformamos la expresión en términos de coseno. Veamos: 


1-cos^6x -1-cos6x22 =  -cos26x-cos6x>0 = cos 6x(cos 6x + 1) < 0, 


Analizando por separado tenemos: cos бх. (cos бх + 1) < 0 Ü cos бх(соѕ 6x + 1) = 0 


a) De la primera relación: 


л 
Ü<yy<— = @0<б6х<3л 


2 
= -1<cos6x<1 = 05 eos 6111 <2 
cos 6x «0 
эл 7п л 
> вкє(5, Sui р 75277 PS 
P di O; 5 
or condición: х € (0, E > хє (— 12 а) 
b) De la segunda relación: cos 6x = 0 
дол Эл 5л 
> "S PO La - 
i D шщ шй 
d — iint 12 
(1) 
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Sm 7л 
12"12 
.(D 
ы 

U 

U 


(0 
cos 6х = - 1 
бх = п, Зл 
EE adt 
“Ea 
(1) 


88.- De álgebra sabemos que: | | «b. © -b«a«b 


Aplicando esta propiedad en el problema: -1<senx+ 43 cosx «1 
Dividiendo por 2 a todos los términos: E < 1 .senx4 Уз cos x < = 
2 2 2 
cos(2) ѕеп(5) 
? m 1 n 1 
Identificamos el desarrollo del sen (+2): Ea <sen(x+2) PESE (*) 


Para que se cumpla la condición (3), de la C.T. se observa que: 


л E Se 
WE - 


Asimismo los otros intervalos de solución 
se obtiene sumando Кт vueltas a los valo- 
res extremos: 


а dices i 
> cen ас + 


n TE 
— xe (nm T + kr) 


хє (2к-1)-5: (6k-1)-2); VkeZ 


89.- Factorizando tenemos: cos x (cos x - 2) <0 ...(*) Зл 
—— ` —[Ph[ 


De la condición tenemos: /^- D 
-я совх»0) 
-2n<x<0 => -1< cosx <1 ez 


Sumando -2: -3 <соѕ x-2 €-1 (= 
<0 E 


Analizamos cada factor para que verifiquen la desigualdad. 


Reconociendo que este término es negativo, en (*) concluimos que: 


cosx>0 


Finalmente en la C.T. se observa que: 
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90.- Transformamos la expresión en otra que presente un producto indicado de factores. 


Transponiendo términos: cos 7x-cos 3x «0 

a producto 
Transformando a producto: - 2 ѕеп 2х . ѕеп 5х < 0 
Dividiendo por -2: sen 2x . sen 5x > 0... (*) 


Analizaremos cada factor, empezando por la condición del problema: 


T 
0<х< 5 0 < 2y =m 


= 0< sen 2x <1 
>0 
Si este factor es positivo, en (*) concluimos que: 


sen 5x > 0 


De la СЛ. se observa: 5xe(0;n) v (21;3m) 


= xE (o; m U (25, 2) 
——VQ9əəsosss ] s+ss*+ 


Pero dado que: 0«х«5 


2л 
91.- Despejando: соз 2x < cos з e cos 2x € - PESE СЭ 


Debemos tener en cuenta que: - 1 < coseno < 1 


Recordemos que : 


La BA? ME 

cos = cos =- š 
Para que se cumpla la condición (*), usa- 
mos la circunferencia trigonométrica (C.T) 


en la cual se verifica que: -1 
л айв 
oc w 


Pero también por ángulos coterminales se tiene: 
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92.- Empezaremos planteando las siguientes restricciones: 


iisnx*0 => x+*mn,meZ 


л 
li)cosxx*0 = х#(2п +1)7,ne€ Z 


kn 
De (i) о (ii) se tiene que: x + 3 VkeZ 


Aplicando las identidades del arco triple, 
tendremos: 


senx(2cos2x+1)  cosx(2c0s2x-1) 


senx > cosx 
1 
Simplificando: 2 cos 2х + 1 + 2 cos 2х-1<2 = 4 соѕ 2х <2 = cos2x< > - (6) 
De la restricción: х= Ба > 2х=Кт = cos 2х xcos(kr) СООН 


Рага que se cumpla la condición (*), usamos la circunferencia trigonométricas (C.T.): 


5n 


л 
3 <2х<л U a<2x< 3 


Pero también por ángulos coterminales se tiene: 


T 57 
3 + 2kn<2x<n+2kft v 1 +2kn<2x< == + 2kn 


Despejando: x€ (Eto; jm) U (Eom; 5л кл), Vke Z 


93.- En este caso es imprescindible recordar la identidad del arco triple (degradación) у 
del arco compuesto. 


3 3 
4 sen`x = 3 sen x - sen Зх л 4 cos`x = 3 cos x + cos 3x 


cos(3x + x) = cos 3x . cos x - sen 3x . sen x 


Reemplazando: sen 3x sss —sen3x J - cos ae ин cosx= cosik J 


4 4 


R19 (626 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos ы us sa 
BDITORES > 


Efectuando y ordenando: -3(cos 3x-cos x-sen 3x-sen x) - (sen? Зх + cos? Зх) 22 
— ЕСИ“ Ө 


cos(3x4x)-cos4x zt 

Sustituyendo por las identidades: - 3 cos 4x > 3 
Multiplicando por (-1): 3cos4x<-3 > cos Ax <-1 
De lo cual se deduce que: с084хс-1 ù со54х--1 

ESTAS 5 

absurdo pues 

—1< соз 4х <1 

CT. 
cos 4x = - 1 Ql) ж 
Resolviendo esta ecuación trigonométrica: Bc 1 
4х = (2k + 1)л n1 ILLI У кє 2 
94.- Empezamos рог las restricciones: 
Р | л т 3л 
i) Tanto para la tan x y sec 1 3,six*(2n+1)7,ne6 Z EX o3 B z 
Aplicando la identidad pitagórica de la sec^x : 4(1 + tan?x) -8tan x < 1 
Efectuando y factorizando: (2 tan x - 3)(2 tan x - 1) < 0 
Resolviendo por el método de los puntos críticos: 1 3 
4 2 2 

i - = E = Rms + — 
i) 2tanx-3=0 > tanx=> = Ф | O Nc 


1 
ii) 2tanx-1=0 =» tan x= > 


Elegimos los intervalos donde el produc- 
to es negativo: 
A i 3 
2 «tan x < 2 <- (1) 


Para que se verifique (*), recurrimos a la 
C.T. de donde se observa que: 


8! 3 
arc tan 2 < x < arc tan 2 


Así mismo los otros intervalos de solu- : Eje de 
ción se obtiene sumando Кл vueltas. tangentes 
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arc tan; + Кт «x «arc tan 3 + Кт; У ke Z 


л 
95.- беа: сс жу = tana>1... 


Planteando la restricción: 


п 
tan а 3 si: о + (2n+1)7,ne€ Z 

л 5n 
Recordamos que: апт = (апу = 1 


Рага que se cumpla Іа condición (*), de la 
С.Т. se observa que: 


r T 
4 $945 


Así mismo los otros intervalos de solución 
se obtienen sumando kn vueltas: 


T T m T E 
д *m«ac 5 +kmVkez = д Үл Хус) +kn 

л л Кт 

kn <3x< y +kn = 3 <х< у +3 


96.- Empezaremos planteando las restricciones: 


tanx 3ysecx3sixss (27 +1), пе 2 
Aplicando la identidad pitagórica y del arco doble, tendremos: 
tanix + 8tan?x + 2(1 + tanx) -8tanx-1«0 
> tan x + 8tarx + 2(ап2х - 8 tan x & 2-1 «0 
Agrupando convenientemente: tan x - 1 + 8tan?x - 8 tan x + 2 tanx +2 < 0 


(алх - 1)(tan?x +1)+8tanx (tan?x -1) + 2(tan2x +1)<0 
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8tanx( tan? x— 1) 


Factorizando: (1 + tan?x)[tan?x -1+ 7 + 2]< 0 
1+tan x 
2 
8tanx(tan' x-1 
Pero: 1 + tar x # 0, simplificamos : tan?x - 1+ SAO EN +2 < 0 
lttan x 
2 2 
Р 8tanx(1— апт х 1 2tanx 1-tan'x 
Despejando: 1-4 tan^x < Stan ыкы coe. cup EU M 
1-*tan^x 2 l+tanóx  1*ttan^x 


1 
2 «2.sen2x.cos 2x 


(seno) 


1 


sen4x> = o3) 


Usando la circunferencia trigonométricas 


л 5n 


(C.T), se observa que: ts 4х < >] 


Pero también por ángulos coterminales se tiene: 


T. 57 
6 t2kn< 4х < — +2km; V Кє Z 


айе: Go, kn. 5л, kt 
Despejando: x€ (E + 27247 z) 


97.- Empezamos planteando las restricciones, tanto la cot x y csc x , 3 , si: 

xn, neZ => xe0;n2n 
Notamos que el denominador es diferente de cero, pues: cscx€-1 v сѕсх> 1 
Expresando en términos de senos y cosenos 


cosx 


cosx + 


1 
senx 


ЗЄВХ <0 = соѕ х(ѕепх+ 1) <0 ... (*) 


Para el análisis де cada factor, empezaremos рог la restricción establecida: 
бі хж ил = sen х * ѕеп(ил) => senxx0 
> -1<senx<0u 0 <ѕепх<1 = O<senx+1<1 u senx+1<2 


Como en ambos casos el factor es positivo, en (*) tendremos que: cosx<0 (5) 
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Considerando el intervalo dado para «x», la relación 
(**) se determinará usando la circunferencia 
trigonométrica (C.T), donde se observa que: 


л 3n 
ex — 


2 2 


Pero de la restricción x * п: кг x€ (z Я зл) - {л} 


98.- Observamos que tanto la tan y la cot, en el intervalo dado, no presentan restricción 
alguna ya que x + 0; 1/2. A continuación transformamos la inecuación aplicando la 
identidad del arco mitad: tan x = csc 2x - cot 2x. Veamos: 


cot 2x + csc 2x - cot2x < 2 


cse2x «2...(*) 


Sea: f(x) = csc 2x , determinamos su período: 


1 
esc 2x = 2 SEN = 2 


T 2n i 
= = H Н 
2 0 5n PN. Зл E. x 
Al elaborar la gráfica de la función f y encontra- r 1958452522 12 í `` 4 
mos que: ' ! 
-— T Uy P 18 
' 


rn 


т. 5m п 5л 
De lo cual se deduce que: Dy z 


6' 6 
Para que se cumpla la condición (*), del gráfico se observa que: 


(E 
x e 12^ 12 à 


99.- Si la función f se encuentra definida, 
entonces se debe cumplir que el radican- 
do debe ser positivo, es decir: 


2 2 
|senx| - = |x| >0 = |sen x|> — |х| 
T n 


У----ы-.-----..-- 


2 
Sean: g(x) = |sen x] y h(x) = ж |x| funcio- -m 


nes cuyas gráficas son las que se mues- " 
tran al lado. De este gráfico se observa que: amis a Sasa, gap sas әс 
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809 > h(x) 


Solo se verifica en: x€ (2 V 0) U (o; 7) 


100.- Por condición el problema: f(x) > 0 


=> sen Зх + sen x - sen 2x>0 = 2 ѕеп 2х соѕ х - sen 2x > 0 


transformando a producto 
Factorizando la expresión común: sen 2x(2 cos x - 1) > 0 
Teniendo en cuenta la regla: ab>0 = a>0yb>0 ó a<0yb<0 
Analizamos en el intervalo dado: 


1) 51: sen2x>0 = 2xe(0;m) 


. л 
= хє (o; >) 


1 
y:2cosx-1>0 > cosx> 2 


‚Л 
> хє |0; z) 


De estos resultados: x € (o; 2) N [o x 


ii) Si: sen 2x «0 = 2xe (л; 2л) 


A. 
= хє (2) 


1 

y 2cosx-1«0 = соѕх < 2 
m. 5r 
= ME (5; 3 ) 
De estos resultados podemos deducir que: 
л. л. эп LN 
x€ (E; т) n (& x) = xe (2:1) 804103) 

De (1) y (2) concluimos que: .. x€ (o; z) U (z; л) i 
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101.- Procederemos como lo hicimos en el 
Prob. 10, esto es, graficamos las funciones 
f y g en el intervalo (0; 27), tal como se 
muestra en la figura adjunta. 

De este gráfico se observa que: 


Дх) > g(x) 


solo se verifica para el intervalo: 


x€ (555) - {л} 


102.- Dividimos entre 2 y se tiene: 


1 
2 sen 2x + I cos 2x 0 


Reconocemos que el ler miembro es: 
cos (2-2) 0 Nl) 
Usando la circunferencia trigonométricas 


(C.T.) reconocemos que para que se cum- 
pla la condición (*), se debe cumplir que: 


zo QUEE Ou 
"Rad (йс) 
: a T т. 3л 
Por ángulos coterminales, se tiene: 2 + 2kn «2x - 6 < E +2kn ; У Кє Z 
2n 5n n 5n 
= “р +20 <2x < = +2kn = з +Кт<х< E +km ...Solución General 


Para obtener los intervalos de solución, daremos valores enteros apropiados para “k” 
haciendo una evaluación en el intervalo dado: [0; т]. 


Si: k=0 = el 
i: k= = 3 <x< 6 = = 
- [2,92 
2-0 
4л 1л — 
Si К=1 5 3 «хєлд #[0;л] 
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103.- En primer lugar veremos la forma de transformar la inecuación para ponerla en 
términos del seno de una suma de arcos. Para ello recordamos la identidad del arco 
doble (degradación): 


21221211 хо ZN s An 
2sen (2 х) 1 соз2[® x] = 2sen í x) 1 cos| 5 2x] 


=> 2sen? (2-х) = 1- ѕеп 2х 


Reemplazando, tenemos: cos 2х - [1 - ѕеп 2х] 20 => sen 2х + cos 2х > 1 


1 1 1 1 
Multiplicando por У: Josen 2+ Ya cos 2x > У 


Reconocemos que el 1ег miembro es el desa- 
rrollo del arco compuesto: 
) У2 


sen [2х+® с.) 


4 


De la circunferencia trigonométricas, vemos 
que la condición (*) se verifica si: 


ата 


Рог ángulos coterminales se tiene: 


Lab y Mi pci Lo 
p^. < 1, 2007 3 є 2 


т 
ЭК 2х 2 + 2kn > xe [къ төв . . Solución General 


Para obtener los intervalos de solución, daremos valores enteros apropiados para “k” 
haciendo una evaluación en el intervalo dado: [0; 211]. 


Sr k=0 = xE |o; z| 


= => E Е sr] E: xef% z] ula; 52] оцон 


k = 2 =, ME | эл, 2] 
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104.- Factorizando: (2 ѕепх + {3 (2 ѕепх- 1) < 0 


3 
Por el método de los puntos críticos: 2 sen x + УЗ =0 >  senx-- 5 
1 
2senx-1=0 =>  senx- 2 
3 1 
Elegimos los intervalos donde el producto sea negativo: - 79 $semx€5.. Q9) 


De la circunferencia trigonométricas (C.T.) la condición (*) se verificará si: 


п.п 5n. 4n 5n. 131 
xe (F 8) о (22, 7) (59 2) 
Nótese que sólo estamos planteando tres intervalos para resolver el problema en base a 


la condición inicial que indica x € (0; 2л). En cualquier otro caso se recomienda plantear 
el conjunto solución. Para nuestro caso la respuesta final es: 


= e эф а) (s 


105.- Aplicando la identidad del arco doble tendremos: 


2 
2 sen х. cos x + 1 - 2 sen х + sen x - cos x < 1 


= 2 sen x(cos x - sen x) - (cos x-senx)<0 = (cosx-senx)(2senx-1)«0 ...(1) 
/ р : Р т 5n 
En la circunferencia trigonométrica (A), analizamos para: n du 
En este intervalo se cumple que: cosx«senx = соѕх-ѕепх<0 ...(2) 
1 
De (2) en (1): por lo tanto se cumple que: 2senx-1>0 => senx> 27v (3) 
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>x Fig. B 


De la circunferencia trigonométrica (B), analizamos la condición (3), la cual se cumple cuando: 


x€ (z; sz), pero de la condición del problema: x € (z; 58), 


л 57 
Por lo tanto al intersectar los dos intervalos se tiene que: x€ (158) 


106.- Transformamos la inecuación aplicando la identidad del arco doble: 


Multiplicamos por 2: 2 ѕеп2х + 2 соѕ2х <2 => 1 - cos 2x + 1 + cos 4x < 2 
Reducimos términos: cos 4x - cos 2x < 0 
Transformamos a producto: - 2 sen x sen 3x < 0 
Multiplicado por 1/2 : sen x . sen 3x < 0 
Esta relación la analizamos así: sen x.sen3x=0 WU senx.sen3x«0 ...(") 
i) De la 1ra. se plantea: sen х = 0 м ѕеп Зх = 0 

= х= 0; п...(1) 3x = 0; п; 21; 3n 

т 2л 


=> x=0 =; 3 1...(2) 


En (*),como:0<x<m => 0O<senx<l 
iii) Solo falta analizar: sen Зх <0 ... (3) 
Usando la circunferencia trigonométricas (C.T.) 


Para que se cumpla la condición (4), de la С.Т. se 
observa que: 
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л<3х<2л => хє (5; a) (4) 


9371: 
228 ЭЛ =P 
Finalmente de (1), (2) y (4), la respuesta es: Í x € Ie 1 
y P Ba 33] «а 

T x 
107.- Reduciendo al I cuadrante: cos (2 +35) =- sen 5 
Además рог arco complementario: sen (8-5) = COS x 

x 

Reemplazando tenemos: -sen|5 | - cos x > 0 

x 
Transformando por arco doble: -sen > - (1-2sen? 3) >0 


Ordenando convenientemente: 2 «(| B -1>0 


Factorizando: (2senž+ 1) (senž- 1) >0... (1) 
Analizamos estos factores, según condición: 
3 


xe(2m4n) => 2 


€ (п; 2л) 


х х 
a) En este intervalo, se verifica que: -1 < ѕеп < 0 = -2< sen; - 1<-1 


Esto significa que este factor es negativo 


b) Según el análisis anterior deducimos que (1) se cumplirá si: 


5 4 1 (Seno) 
20m | +1<0 > B «-22--0) - 


Usando la circunferencia de la C.T. la condición 
(2) se cumplirá si: 


De la condición inicial: x є( 2л; 4n) 
«хє (3838) 

. x€ (v; = 

€ Es 715 y- - 
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108.- Despejamos y aplicamos una factorización por diferencias de cuadrados: 
cos*x - sen*x < 0 


(cos? x -sen2 x) (cos? x * sen? x) «0 
ERAS “А o T spa s 


cos2x 1 


= cos 2x «0... 


En la circunferencia trigonométrica, he- 
mos ubicado los siguientes valores: 


«He C 


Para que se verifique (*) se observa que: 


єл e, ОК ©, 
am AE Ж ЧЕИС ын. 


Solo estamos proponiendo dos intervalos con arcos negativos para resolver el problema 
en base a la condición inicial que indicas: x e [-2z; п]. En caso contrario se recomienda 
plantear el conjunto solución. Despejando tenemos: 


„Зп Л 7n 5n ( ç 50) E й x Я 
4 <x< 4 W c 4 «e 4 E ke сэл 1 


se descarta por 
condición inicial 


109.- Transformando la expresión por medio de la identidad del arco triple y del arco 
compuesto: 
— enar «8 


: 3senx-sen3x). 
4 ) cos a e Л | 


5 
3(cos 3x-cos x-sen 3x-senx) + (cos? 3x +ѕеп2 Зх) < 2 


cos(3x+x) = cosáx =1 


3 1 
= 3 cos 4x < y = cosáx< 5 ....(®) 


En la circunferencia trigonométrica (C.T.) hemos ubicado arcos relacionados con el 
valor del coseno de (*): 


e oe 
«084 O 
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Para que se cumpla la condición (*) de la 
С.Т. reconocemos que: 


A 5х СЕ А ит 
з Ү®< У Су <41< 5 

: mu. 57 ,,7n lin 

Despejando: 37 «x < ӯ Y 12 555-12 

Кес 


se descarta pues х € (o; m 


110.- Empezamos planteando las restricciones del 1er miembro de la inecuación: 


1) senxx0=> хуш тє Z = x PE 


л T 
ii) cosxx0 => xe(n*1)75,ne Z = хє 


En forma analítica y recordando la identidad del arco triple y arco doble, tendremos: 


3 3 | 
3senx-4sen'x (4с05° х –Зсоѕх 3 
SEDE ea op RU. z -4- (4- 3 | 216 

sen x cos x sen x cos? x 
=1 
ARA 
2 2 
> 3| sentis t | >24 => 128 ѕей2х cos?x 
sen? xcos? x 
Ordenando: 2(2 sen x cos ху € 1 E 2.sen'2x «1 
1 - cos 4x<1 


cos Ax 20 ... (1) 


En la circunferencia trigonométricas C.T. ob- 
servamos que la condición (1) se cumplirá si: 


N a 


гаас 
£ = > 


Notar que sólo estamos planteando dos in- 
tervalos para resolver el problema en base a 


la condición inicial que indica хє (o; 5). 
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En caso contrario se recomienda plantear el conjunto solución. Despejando tenemos: 


£L. D айл .. Мэн 
SA E 
3 SX T / x I A 
Finalmente por la condición x € (0; = }, la respuesta es:x € 0; 3 8 ^ 
2 М 8] ` 14. 


111.- Sean f(x) = [sen] у&(х) = |cosx|, 
funciones cuyas gráficas se muestran 
para x en (л; 2л). Por lo tanto para que 
se cumpla: 


fe) <g()... 1) 


debemos hallar primero los puntos de 
intersección entre dichas gráficas re- 
solviendo la siguiente ecuación 
trigonométrica: 


2 
[sen] = |cos x| => lsen E 


x 
> 2sert[ 5) = 2 cosx = 1-соѕх =1+c082x = cos2x+cosx = 0 


x 


3x 
Transformando a producto, nos queda: 2 cos cos 7 = 0 


Igualamos a cero cada factor, para evaluar <x> en el intervalo dado: 


1 27 3x 0 3x 3n m 3n 5n 7m лт one me 7т 
Ul Б dide aeo uode e AA 
r ” E х Эл mn mn 9n — 
| ii) cos s = 277231731373 = x = -3T. ; -Tt; Tt; Зп 
28 a TU Т 57 
Los puntos de intersección que nos interesan son: x--m;- 37379933 


De las gráficas se observa que la condición (7) se verifica si: 
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112.- Despejando se obtiene: sen(2nx) > cos(2nx) 


Sean: f(x) = ѕеп(2лх) y g(x) = cos(27x), fun- 
ciones cuyas gráficas se muestran para: 


xE (o; Z), es decir x € (0; 0,78) 


1 2n 
Notar que el período: T, — T, = 528 1 


Hallemos los puntos de intersección entre 
dichas gráficas resolviendo la ecuación ..14--------4-----21-4-22---1-1-«7----1 


trigonométrica: 
п 5л 
ѕеп(2лх) =cos(2nx) >  tan(2nx) =1 => RS "RS 
1e 
js T7 88 


De las gráficas se observa que: ѕеп(2лх) > со5(2лх), es decir: f(x) > g(x), si: 


113.- Nuestra estrategia será recurrir a la siguiente relación: 
- JA? +B? < А sen x + B cos x < JA? +В? , AyBER;VxeR 
Evaluando para A = 1, B= 1, tendremos: 
-J2 <senx+cosx< J2 —- 4/2 - J3 <senx+cosx- 43 <4/2 - УЗ 
Asi reconocemos que este factor es negativo, y recordando la regla: 
ab«0 © a<0yb>0 б a>0yb<0 
Planteamos que en la ecuación dada se debe cumplir que: 


1 
Pec 
= cos x- 5 >0 = 2c0s2x-1>0 => cos2x>0...0) 
arco doble 


Usando la circunferencia trigonométrica C.T.) observamos que para condición (*) se 
cumplirá si: 


A As. 
-73 <2х< 7 U <> V5 <2x< 55 
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Notar que sólo estamos planteando tres in- 
tervalos para resolver el problema en base a 
la condición inicial que indica x e (0; 2л). En 
caso contrario se recomienda plantear el con- 
junto solución. Despejando se tiene: 


Esc E, ГУ с Gn pus 
UNS UC AA ЭН 
* Finalmente por la condición x € ( 0; 27) la 
respuesta es: 


se (o2) o (258) o (ы) 


Зл 


a 


Ze ыш 
2' ОМО 


114.- Resolveremos como se hizo en el problema anterior. Esto es: 


- VA? +B? < Asenx+Bcosx < JA?«B*, AyBeR; Ухє К 


Evaluando para: А = 1, B = - 1, se tendrá: 
242 < sen (3x) - cos (3x) < 42 = -J2 +2< sen 3x-cos 3x+2 < 42 +2 
>0 


Con esto hemos demostrado que el numerador de la 
ecuación es positivo. Luego recordando cuando b * 0, (seno) 
existe la regla: 


a 
> >0 © (a>0yb>0)ó(a<0 y b<0) 
Ahora analizamos el denominador: 


2 л 3л 
42 ѕепх-1+0 > IR = x+ т lm 


Además según la regla, se debe cumplir que: 


42 senx-1>0 > sen x> 2 m D) 


De la circunferencia trigonométricas (C.T.), observamos que la condición (*) se cumplirá si: 
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115.- Por definición se sabe que: -1<sen(3x)<1, VxeR 


Restando 45 a cada miembro: -1 - 45 <sen 3x-45« <1- 45 
«0 


Ahora que hemos comprobado que el numerador del 1ег miembro de la inecuación es 
negativo, aplicaremos la misma regla del problema anterior, es decir: 


cos2x+3cosx+2<0 =  2cosx-143cosx42«0 
2 соѕ2х +3 соѕх+1<0 => (2 cos x + 1)(cos x + 1) < 0 


Рог el método de los puntos críticos: 


1 
2cosx+1=0 > cosx=- y 


cosx+1=0 => cosx=-1 


Elegimos los intervalos donde el cociente 
se verifique como positivo: 


1 
-1<cosx<- 2 EE) 


Dela circunferencia trigonométricas (С.Т.), 
observamos que la condición (*) se cum- 
plirá si: 


116.- Empezaremos planteando la restricción en el intervalo dado: 

i 1-соѕх +0 > CoS 2х Z 1 > 2х #2Кт 
= хт > x # 0; Tt; 27 

Recordando la identidad del arco doble: 


1-cos2x = 2 ѕеп2х 


ѕепх 
Reemplazando en la ecuación dada: 2 «0 
25еп x 


De donde: sen?x > 0 A senx<0 


117.- Empezaremos planteando la restricción: 


T л 
tan х J, six # (2n + 1) АПЕЛ — ix. 2 


Recordando la regla: |a| » b & a>b б a<-b 

= tanx>1lutanx<-1 Ё 58) 
Usando la circunferencia trigonométrica (C.T.) 
Es necesario recordar: 


T aTM PA A ы 
tan y = tan} = ^ tan”, =tan =- 


Para que se cumpla la condición (*) de la C.T.. se observa que: 


118.- Como en el problema anterior, empezaremos planteando la restricción: 


т л 
tanx 3, ѕіх # (2n+ 1), ,ne Z яаг 4 8 
+ 


Factorizando el 1er miembro se tiene: 2 Ї | 3 
(tan x - 43 ) (tan x - 1)«0 


Aplicando el método de los puntos críticos, 
igualamos a cero cada factor para determi- 
nar dichos puntos. Luego graficamos en la 
recta numérica y elegimos los intervalos don- 
de el producto es negativo, entonces: 


tanx- J3= 0 = tan x = 43 
tanx-1=0 > "tam x= 1 
Se observa que: 1 <tan x < 4£3...(9 


De la circunferencia trigonométricas (C.T.), ob- 
servamos que la condición (*) se cumplirá si: 


119.- Planteando la restricción: 


п Зп 
grex 


Factorizando tenemos: (tan x- 15 - (tan x -J3 yKtanx + 43 )«0 


tan x 3, sixeQn41)5 ¿ne Z => exces 


п 5л 


Teniendo en cuenta que: (tan x - 1)? > 0 = tanxzl- х= Hd 


Um (tan x - V3 )(tan x + 43) «0... (1) 
Por el método de los puntos críticos, se tendrá que: 
tanx- УЗ =0 > tanx= УЗ 
tan x « J3 =0 = tanx=- УЗ 
-43 з 
ge @ OE ci NOD де 


Elegimos los intervalos donde el producto sea negativo: 


- УЗ <tanx< 43 - (2) 


De la circunferencia trigonométricas (C.T.), observamos que la condición (2) se cumplirá si: 


хє (83) У (895) $) [Es E (Qn) - [e 


120.- En primer lugar planteamos la restricción: 


om 
nja 


т 
1) tan 3x 3, si. Зх + (2n + 1)5 —x*Qm1)7 ‚тє? xs 
л л 
i ii) tan x 3,si: x* (2n+1)7 ,ne ҮЛ =; хє 


Transformamos el 1ег miembro aplicando la siguiente identidad del arco triple: 


tan3x 2cos2x41 


tanx — 2cos2x-1 


R 1 4 la m 2cos2x 41 ЭМ 4cos2x 
eemplazando en la inecuación: 205211 5120 S УЛ: 1 < 
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А 1 qü Зэр л 5л 
Ea restricción es? 2!cos 2x-- 1530 —› сос Ээ 2х5 = ;— = хе; = 
2 = Ж 3 6” 6 
Aplicando el método de los puntos críticos 
1 
cos 2x = 0 0 2 
1 as | AE, 
2cos2x-120 => cos 2х => 4 (9 ' O O +0 


Elegimos los intervalos donde el cociente es negativo: 


1 
> O<cos2x< 5 ...(*) 


Usando la circunferencia trigonométrica ob- 
servamos que la condición (*) se cumplirá si: 
T ло эл 5л 


3 <2х<5 07 <2х< > 


Notar que sólo estamos planteando dos in- 
tervalos para resolver el problema en base a 


la condición inicial que indica x € (o; z) 
En caso contrario se recomienda plantear el conjunto solución. 


л л 
j Эр ОС: РА Ur NN (2; 3) 
Despejando tenemos: 6 x= лы ош е ~ xe (672 


se descarta por 
condición inicial 


121.- Empezamos estableciendo las restricciones: 


x x л 
1) tan > 3, si. 2 + От +1) = xx(2m+1)n,me 2, 
y 
H) cotx3,siix*nn,ne Z = ma 
Recordando la identidad del arco mitad: 


x 


гап = CSC x - cOL x 


= cCsc x - cot x > 1 - cot x 
= csc x > 1 (5) 


Graficando la función csc x en (0; 7), tenemos: 
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Para que se cumpla la condición (1) del gráfico se observa que: 
xe (0;лу- 15) 


122.- Establecemos las restricciones del problema: 


Р T ) 3, si үт HE Z LN Es 
i) cot (2-х ‚51. т -xznm > x* 4' me em х# +; 4 
ii 2x 3, si: 2 2 1 z 2n +1 E Z Rap E 
ii) tan 2x 3, si: x# (2n +1) = x#( *1,,n€ > O а 
Recordando el teorema del complemento : cot (= - x) = tan E +x) 
sen| ® +x-2x] 

Reemplazando tenemos: tan (Z +x)- їап(2х)>0 = _ = > 

соз(® + х). cos(2x) 


Pero: sen (z = х) = COS (®+х) - . - arco complementario 


L3 
dox >0 = cos2x20 ... (*) 


Usando la circunferencia trigonométrica obser- 
vamos que la condición (*) se cumplirá si: 


хоо. a = 
Ao uA 27 


Notar que sólo estamos planteando dos interva- 
los para resolver el problema en base a la condi- 
ción inicial que indica x € (0,1). Despejando te- 
nemos: 


r a Әп ДШ = 
"4 “a CMS ENT 


Finalmente por la condición x € (0; л), la respuesta es: 


xe (к) o Gps 
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123.- Determinamos las restricciones del problema: 


i 3, si 2 1 E 7, x a 
i) tan x 3, si: x + (2m + )y me => "x E 252 
ii) cot x 3, si х # пл, пє Z, > х#0; п; 27 


En forma analítica у recordando la identidad del arco simple y del arco doble: 


tan x + cot x = sec x . csc x = 2 csc 2x, y 


= 2 сѕс 2x «1 


dan 
A 


1 1 --1-5т®&-4---т---{------- 
csc2x < 5...(*) 1 t | 
2 y | sen 2x 
Sea: f(x) = csc 2x, determinemos su período: 0 r x 
21 
те pcr (por regla práctica) -1 y y o 


Graficamos la función f , y de ella 


Para que cumpla la condición (*) del gráfi- 
co se observa que: 


= -Ч 


124.- Determinamos la restricción del problema: 


' л п Зп 
i) sec xd, si ха (2л + 1), neZ > x; > 


Factorizando tenemos: ( УЗ secx- 2)(sec x - E )«0 


Por el método de los puntos críticos: 


243 


Уз зесх-2 =0=эзесх= => 
< s s 
Sec x- 2=0>secx= Y2 = © H O H © te 


Elegimos los intervalos donde el producto sea negativo. 


22 <ѕесх < J2 ... (1) 


Sea Дх) = sec x , y graficamos la función. 
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Debemos recordar los siguientes valores: 


л 7т | 
"Iia ios а У Т, Miu 
n ил 243 Ме зш a 

рес Бес 7-4 ч 


Para que se cumpla la condición (1) del 
gráfico se debe cumplir que: 


(2,2) (25, ти) 
x€ 6" 4 U CEP TZ 


” 


Т-Э-----рээээ 


a E 


125.- Planteamos las restricciones: 


л л 
1) sec x 3, si: x * (2m+1)7,me 2 => x > 
ii) cscxd,scx Z nm ,n € 2, =» хат 


Transformando mediante las identidades del arco simple y arco doble, tendremos: 


2 2 

2 2 1 1 -(со8 х-ѕеп x) 

secr- СБОР = s = ж ZA OR 7 
COS X sen х sen X.cos X 


—4.с082х —cos2x  -8с082Х -8соѕ52х -8с052х 


к, RAT e (2senx.cosx)? = gen?2x ^ 2sen?2x " 1-cos4x ^ versáx 
- —8cos2x 4 8cos2x -4 
Reemplazando en la ecuación: ————>——— = < 
versáx vers4x versáx versáx 
2c0s2x+1 ES : 
versáx ` жо) 
De las restricciones: х + 7 => 4x < 2kn 


2 


= cos 4x + соѕ(2кл) > соѕ 4х +1 = -1<cos4x<1 
= 1<-cos4x>-1 => 221-cos 4x >0 => O<versáx<2 
—. 
Esto significa que el denominador de (1) es positivo, luego: 2 cos 2х +1<0 


= cos 2х <- 2 


Elaboramos la circunferencia trigonométrica. 
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Es importante recordar los siguientes valores: 


СЭ" ДШ 
cos 3 = COS 3 2 5 


En la C.T. se observa que: 


RERO A. P 
3 < Хос 3 = 3 < х= 
kn 
Pero de la restricción: E Ln 
Z. 21 
Уе Es 3 


126.- Planteando la restricción: 


3 i 2 1 T Z ` TE . Зл 
tan x J, si: x # (2m + )y тє e + y; 2 

: senx ѕеп2х + cos? x 
Sustituyendo la, tendremos: Senx. оо, f COS x< 2A DS — > 82 


cosx 


Teniendo en cuenta que: sen?x + cos?x = 1, y además la condición de que: 


x€ (зл, 2л |! = cos x > 0 


Despejando: cosa... C) 


Elaboramos la circunferencia trigonométrica (C.T.). 
Es importante recordar los siguientes valores: 


ng 1 
ESA Cos 3 x 


Para que la condición (*) se verifique, segün la 


C.T, se debe cumplir que: 
EA 
хє Ї 3 2:3 
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127.- Establecemos la restricción del problema: 


2 А T п Зп 
i) tan x 3, six*(2n+1)7,n€ 2 = xA 


Transformamos la expresión aplicando la identidad del arco simple y del arco doble 
(degradación). 


= secx«4cosx > — <А costx > 1< (2 cos^xy? = 1 < (1 + cos 2x)? 


cos x 


= 1<1 + 2 cos 2x + cos”2x E cos 2x(cos 2x+2)>0 ...(*) 


T 
Pero de la restricción: x + (2n + 1) э ж 2х #(2п + 1)л = соз 2х + cos[Qn + 1)n] 


= cos 2x #1 


Además se sabe que: -1<cos2x<1 = 1< cos 2x t2 <3 
>0 


En (1) tenemos: cos 2x > 0 


Usando la circunferencia trigonométrica (C.T) se 
observa que: 


эу: 
NH i AL 


Pero también por ángulos coterminales: 


E Вора Gap 
= y *2m«2x« y + 


-Т 811 3 
x€ ( 4 t kr; такт); Ү кє 2, 


Del conjunto solución que se ha determinado, damos valores apropiados рага К. 


Zn. 9n 
k=2 > xe (21; Т) 


Pero por la condición inicial del problema: хє(0;2л) 


= 


Mt E 6, Ё 17: im, 
Us (emo (a A) v (Zn) 
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128.- Nuestra estrategia será recurrir a la siguiente relación: 
- VA? «B? <Asenx+Bcosx< Va?+B? , AyBe R; Vxe R 


Evaluando para A = 1, B= 2, tendremos: 


-45 <-senx+2cosx< 45 = 6-5 < J6-senx+2 cos x € 46-45 
20 


De la regl: 5 «0e(0»0yb«0)6(a«0y b» 0), con: b 0 


Pues bien, habiendo probado que el denominador de la fracción es positivo, nos queda 
analizar el numerador, el cual deberá ser así: 


1 1 
tan?x - 3 «0 > tan2x < 3 = Уап? х 


De la regla: la| <b &-b<a<b 


Aplicándola en (1), tendremos: 


Уз Уз 


E stang Sur 22-32) 


л Зп 
Restricciones: x + 2; э Para que tan х El 


Elaboramos la circunferencia 
trigonométrica (C.T.), para lo cual es im- 
portante recordar los siguientes valores: 


п 7їш YE 


tan 6 = 6 = T 
57 lim .3 
tan @ = ica de -- 3 


Para que se cumpla la condición (2), de la C.T. se observa que: 


E d 


xe [6 2) o (8; 28) о (а) 


129.- Planteando la restricción: 


л 
sec x J, si: x + (2n+1)7, n€ 2 E йт 


Despejamos: Bec cosa. S 
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Sean: f(x) = sec x y g(x) = - cos x, funciones cuyas gráficas se muestran en [0; 27] 


` 


A a dolio 
a. ini dd 


7 


5-53 
a 


29. 


Para que se cumpla la condición (*), del gráfico se observa que: 


c (n.n 
xe (55 2 ) 
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LEY DE SENOS 


01.- Tenemos: M= 4 - 


lI 


Sabemos por la ley de senos: 


02.- Usando la ley de senos tenemos: 


2. ES sen3x _ 3 
senx ^ sen3x ^7  senx = 
Pero: sen3x _ O «Фйї2 01 
ero: seny “COS 2x + = (1) 


(Men(): 2cos2x+1= 3 = cos2x- 4 — 2x= arccos} 


Finalmente: 


03.- Por la ley de senos: sin6D P sen — sen20 ` 2 (*) 
Pero: зеп БЕ = 2 соѕ 40 + 1 
1 
luego: cos 40 = 2 
о Д 
Сото: соѕ 60° = 3 
TAR 
De donde: — 40-60 . 6215 
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6 Е ph 5 
04.- Usando la ley se senos: зепб ^ sen(1809-20) --- (*) 


Pero: sen (180 ° - 20) = sen 20 = 2 sen Ө. cos O 
За”, ш 28 
Ent) sen0  2senO.cos0 8 


Eliminando: sen 0 + 0 tenemos: cos O = š 


L — t 9  [1—-cos0 2 
uego como: an y = Jmm E 


Finalmente racionalizando obtenemos: 
' 


sen(A +В) 
senA.senB 0 


05.- Recordemos: cot A + cot B = 


Por la ley de senos: 


а= 2К зеп А, b=2RsenB , c-2R sen C > abc = ВЕ? sen А senB senC 5. (2) 


sen(A +B) 
senA.senB 


Como: A +B +C = 180° = sen(A + В) = ѕеп С = М = 8Е?вег С = (2Rsen Су 


(1) y (Q)enM: М-8К sen A sen В sen?C . = 8R3sen2C . sen (A + B) 


Por la ley de senos: Мег 


b sen B- csen С 


06.- Tenemos: M aros: sen(B - C) 
(2RsenB)senB- (2 RsenC)senC 
Usando la ley de senos: M= 2(2RsenA).sen(B- C) 


2R(sen?B —sen2C) 
ын 4RsenA.sen(B —C) 


Efectuando, tendremos: 


Pero: sen?B - sen^C = sen(B + С). sen (B - C) 
MI sen(B + C)sen(B — C) 1 sen(B + C) q 
= = A C Gua Ж") 
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Como: A + B + C = 180° = sen (B + C) = sen A 


En (*): M-i 


07.- Por uno de los datos: Ь+с=аҹ2 ...(*) 


Usando la ley de senos en (*): 2Rsen В + 2R sen С = (2R . sen A). J2 


Luego: sen B + sen C = (sen A). 75 
В-С В-С 
Transformando a producto: 2 sen 3 | eos |= (sen A)J2 CES 
B-C 2 
Pero: В-С = 90° = cos aw = cos 45° = = . . al) 
A + B + C = 180° Sp pe C = 90° зэв = 2 2 
+B+C= 3 - - T зэ sen| 2 7cos, ...Q) 
z А 52 аа 2 4 
(1) y (2) en (7): 2.cos — 12 275]? 
Simplificando: А. ME А 30 
implificando: sen > => = у= 
Finalmente: A = 60° 
08.- Por la ley de senos, sabemos: a = 2Rsen A, b = 2R sen B , c = 2R sen C 
R.2senB.cos B + R.2senC.cos C 
Reemplazando en M: ме ASEOS - 
cos (B - C) 
R(sen2B +sen2C) 
Pero: 2 sen x . cos x = sen 2x, luego: M = ВЕС) 
Р Ч 2Rsen(B + C).cos (B — C) 
Transportando a producto: Am COSE 
Como: А+В+С=п = sen(B + С) = sen A 
ES M-2RsenA 
Por ley de senos, tendremos: M-a 
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09.- Sabemos por la ley de senos: — = 


sen А sen B 


20 30 
Usando los datos: Sema Aon 
- 3 
Despejando: зеп В = 5 .sen EXE 
o 3 : 1o. A 
Pero: sen 37° = 5 E senB- > OUT 10 ... (1) 
También sabemos: cos 2B = 1 - 2 sen”B (2) 
81 za 
(1) en (2): cos 2B = 1 E cos ) = - 50 
10.- Nos piden: cos 20 
Usando la ley de senos: 
5 7 sen30 


ѕепб ^ sen30 ^ “seno — 


Pero: 2 -2с0о5820-1 
7 2 
En (*): 2 соѕ 20 +1= 5 = 2cos20= 5 
š 1 
Finalmente: cos 20 = x 


a b с 


11.- Tenemos: 


Por la ley de senos sabemos: 


cosA ~ cosB ` cos C 0) 


a=2RsenA 
b-2RsenB 
c=2RsenC 


2RsenA  2RsenB _ 2RsenC 
cosA |  cosB 7  cosC 


(1) en (*): 


Simplificando tenemos: tan A = tan B = tan C de donde: A = B = С = 60° 


(1) 


І А 
Finalmente: El triángulo es equilátero ` 
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cosA cosB со5С C 

12.- Por dato: “Эр UL o 3 (9) 

dol m. —CosA cosB cosC 2RsenC 
Usando la ley de senos еп ("): 3RsenA + ZRsenB * 2RsenC ^ QRsenA)(2RsenB) 
Simplificando y usando: cot x = E 
Nos queda: cot A + cot B + cot C = VC a En) 

` 1 Я E sen(A*B) ` 
Pero: A + B + C = 180° = sen C = ѕеп(А + В) y SETA eB = cot A + cot B... (2) 
(2) en (1): cot A + cot B + cot C = cot A + cot B 


Simplificando: cot C = 0 de donde: C=90° ` 


senA+senB c-a - 
peucwee L$—— : - ` @) 


13.- Tenemos: M= SEDE ОО EET. 


Por la ley de senos tenemos: а = 2Rsen A, b -2RsenB , c= 2R sen C 


senA-senB 2RsenC-2RsenA 


Reemplazando en (°): M= snBrsenC * 2RsenB+2RsenC - 
Ordenando y simplificando obtenemos: M = senBgene M=1 
y p ї ^ senB+senC T 
14.- M =a sec A + р. sec В + c. sec C 
1 1 
Usando la ley de senos: M -2Rsen A. —sA +2RsenB. сед +2Кзеп С. с 


senx 
cosx 


Pero: =tanx = М =2R(tan А + tan B + tan C) .. .(*) 


Como: A+B+C=180" = tanA + tan В + tan C = tan А . tan В. tan C 
En (*): М = 2R. tan A . tan B . tan C 


Pero por dato: К. tan A. tan B. tanC-2 


Finalmente: M=4 
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15.- Ley de senos: 


a 
занг b ` ѕеп80 `` a) 
ABDC: а. SEND 2 

j b  sen20 --- (2) 


Igualando las expresiones (1) y (2): sen 36 = 2026 
Pero: sen 20 = 2 sen 0 . cos 0 
sen30 sen 


senBÓ = 2senG.cosB > 2 sen 30 . cos 0 = sen 80 


Transformando a una suma: sen 40 + sen 20 = sen 80 >= sen 20 = sen 80 - sen 40 


Transformando a producto: sen 20 = 2 sen 28 . cos 68 


Al simplificar obtenemos: cos 60 = 5 = 68 = 60° 
Finalmente: Ө = 10° 


a.senC = сѕеп A 
16.- Recordemos: (5) bsen А = a.sen В 
c.senB = bsen C 


M=a.senC-b.senC+b.sen A -c.sen A + sen В -a . sen B 


Agrupando: M=(a.senC-c.sen A) + (Р. sen A -a . sen В) + (с. sen B - b. sen C) 


Por (*): M=0 
LEY DE COSENOS 
17.- Usando la ley de cosenos: 5 
x! = (34/5 y + (245 Y - 22 45 (3 45 ) cos 60° 3-5 4 
Al efectuar obtenemos: 2-35 e 
A 25 C 


Finalmente: x= 435 ` 
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18.- Sea: BC = x, B 


Por la ley de cosenos, tenemos: cos 30 M 
2 2 2 Á 
X^ = cos 30 + cos Ө - 2 cos Ө. cos ЗӨ. cos 40 
A cos 0 


№? = cos^30 - cos 0.cos 30 . cos 40 + cos^0 - cos Ө. cos ЗӨ . cos 40 


Factorizando apropiadamente, tenemos: 
x? = cos 20( cos 30 - cos Ө. cos 40) + cos Ө (cos Ө - cos 30 . cos 40). . . (*) 
Pero: cos 30 = cos (40 - 0) = cos 40.cos 0 + sen 40.sen 0 
= cos 30 - cos Ө. cos 40 = sen 40.sen Ө... (1) 
cos 0 = cos( 40 - 30) = cos 40.cos 30 + sen 40.sen 38 
=> cos Ө - cos 30.cos 40 = sen 40.sen 30 ... (2) 
2 


(1) y (2) еп (*): х = cos 30(sen 40 . sen Ө) + cos O(sen 40.sen 30) 


Factorizando convenientemente, tendremos: 


x? = sen 40 (cos 30.sen Ө + соѕӨ.ѕеп 30) => x? = ѕег240 


а sen(30+0) 
Finalmente: (х = sen 40 
(1 20 
19.- Сото: 3a=7c => Eo S 
B 8 
Зрзе S = 75 m2) 


De (1) y (2): a=7k,b=8k y c=3k 
ONE 2 2 
Por la ley de cosenos sabemos: cos A = A 
64k? «9k? 49k? _ 24K" 
2(24k? ) 2(2482) 


Reemplazando los valores de a, b y c: cos A = 


Finalmente: cos A = i de donde: A = 609 
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20.- Tenemos: а? - 2-0 = 2с eus) 


Por la ley de cosenos sabemos: а? -b° - 2 -2bc.cos A... (1) 
(1) en (*): -2bc . cos А = Z bc 
Simplificando obtenemos: cos A — 4 
А А - |l-cosA 
Luego como: tan = Vii cosA 
De donde: tan А = , finalmente: tan E I 
21.- Tenemos: 4 3(a? -b - с?) -2bc ... (=) 
Por la ley de cosenos sabemos: d-b-d--2bccosA  ...(1) 
(1) en (*): -6bc.cos А =2bc = cos A- Е. 2212) 
: 2A | 1+cosA 
Luego: соз 2 = 2 
ET 
Por la expresión (2): cos” А = L. 
i : BA 1 
Finalmente: cos 253 
22.- Como: (a+ b - )(a+b-c)= йн 
Por diferencia de cuadrados: (a + by - += 7a = ё - = š -ab - 2ab 
Al efectuar obtenemos: Q L 2-2 = 3 - ab ere (0) 5 
Por la ley de cosenos, sabemos: @ +b -e= 2abcosC ... (2) 
De (1) y (2), deducimos: 2ab.cos C = за 
Finalmente: cos C = 3 
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23.- Tenemos: M = ab . cos C - ac. cos B 
Por la ley de cosenos tenemos: 
c = Ф + № -2ab.cosC => 2ab.cosC- d «P -... (1) 
Ы = д2 + с^-2ас.со5В => 2ac.cosB=a -с-... (2) 
Al restar la expresiones (1) y (2), obtenemos: 


2(ab cos C - ac . cos B) =2 - 22 
Finalmente: B 


24.- De la figura: m Z B es el mayor 


Por la ley de cosenos: 


cos B = а? +с2 2 
2a.c 
p. 4926402 -169k — 1 
cos = 2(7k)(8k) E 7 А 5-13К E 
Finalmente: ET 120° 


25.- Utilizando la ley de cosenos tenemos: 


(2х +3) = Qx-1Y + (2х + 1 - 2(2x -1).(1х - 1). cos 120°... (*) 


Pero: (2х + 3)2 -4x + 12х +9 ... (1) 
(2х-1) + (2х + 102 = 20422 41) -....Q) 
(2х - 1)(2х + 1) = 4? -1 2. (3) 
(1), (2) у (3) en (7): ах? + 12x + 9 = 8x? + 2 - 2(AX? -1) zl 
Al efectuar, obtenemos: 8х2 -12x-8- 0 
Finalmente: 4(х - 2)(2х + 1) = 0 
Entonces: .2х 150 тм ZION 


= х--3 © 1-2 


(imposible) . Тхат 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


26.- Como: a + b = 42 .с 


Elevando al cuadrado: (a + by = (20 = a.b) 2845-0207... (1) 
Por la ley de cosenos: а? «b -2ab.cos C = 2... (2) 
Al restar las expresiones (1) y (2), obtenemos: 


2ab + 2ab . cos C = 2 = 2ab(1 + cos С) = 2 


Finalmente: 


27.- Usando la ley de cosenos, tenemos: 
49 = 64 + c? - 2(8)c. cos 60° = с - 8с + 15 = 0 
Factorizando: (с - 3)(с - 5) = 0 


= c= 3 (No cumple con los datos) 


v 


c = 5 (si cumple) 
24.2 Мв ы 
2аЬ ELISA) 


Efectuando las operaciones indicadas, obtenemos: cos C = 1 


Luego рог la ley de соѕепоѕ: cos С = 


Construyendo un triángulo rectángulo para el ángulo С. 


` Luego: cot C = 25 


Finalmente: 


28.- Como: (a? к-ге jn =a + bt + 4-2? 2d + 2... (*) 


Por dato: a + bi + c = 20 + 24202 (1) 
(1) en (*): (а2 - P - Oy = 26 P eod) - 24 V - 0? + 222 

> (2-У-Ср-2/С > а-8-с-1421с E 
Pero por la ley de ааг Ф -b -Ê = - 2bc . cos A vs) 


R20 6 52 | Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


543 


EDITORES 


ю| 


(3) еп (2): -2bc . cos A = 42 bc, luego: cos А =- 
Finalmente: A = 135° 
29.- Sean: х - 1, х, x + 1 los lados de un triángulo 


28 ATE — 
sen20 ѕепӨ 


Рог Іа Іеу де ѕепоѕ: 


Pero: sen 20 = 2 sen Ө. cos Ө 


x+1 2sen0.cos9 
x—1 


= - sen A 
2 e- x+1 1 
=> cos Ө = 1 210) 


Por la ley de cosenos: (x- y = (x + 1? б - 2х(х + 1)соѕ Ө 


Reemplazando la expresión (1) en la expresión (2), obtenemos: 


(x- 1y- (x+ Mr ` саг 
Resolviendo: x=5 
Luego: perímetro = 3x = 15 
Finalmente: perímetro = 15 
| 30.- Sabemos que: 2 cos? а = 1 + cos 20 


Luego en el problema: a (2005?) + b (2cos" A) 2243 


——— — 
1--со58 1+cosA 


a+acosB+b+bcos A = 243 


Ordenando, como sigue: a+b acosB+bcosA = DAR 
E 


(Por ley de proyecciones) 


Finalmente: 2p=a+b+c 


2р = 243 
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LEY DE TANGENTES 


tan (АВ 
аһ 2 
31.- Por la ley de tangentes sabemos: SOR wa ( 228) (1) 
tai 
2 
tan -tanz 
Como: tan (5-5 = — 
1+ ап -=.ап-= 
2 2 
А В 
[== {ап +tan — 
Reemplazando los datos: {ап (s) = — E 3 => tan [2 +Ë) = = А 3 
Е 1-ап== {ап 
2 2 
1 
1-4 
1 A B. S 
Reemplazando los datos: tan (23) pA. 
4 
" 3 
А LE 48) 
Luego en (1): mnm В 
3 
Finalmente: м= 52 
inalmente: = 25 
а-5 юг(257 
32.- Por la ley de tangentes sabemos: TADT- à Í A+B) 
an 
2 
tan (£B) tan (A22) 
a { а й a-b+a+b _ 2 2 
sando proporciones tendremos: a. вА В ( A 38) 
an| —— 
2 
Reemplazando los datos: 3 = má) = tan [435 =5 
Como: A + B + C = 180° > АВС оо 
Por co-razones: tan (233) = со 
Finalmente: cott =5 
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33.- Рог la ley de tangentes sabemos: Pu (886) 
апа 
2 
В-С\ B+C 
ас. - e о-о "Ez Cs 
sando proporciones: РЕС = (E: С 
їап 
2 
Como: А+В+С= 180° > газын = 90° 
Por co-razones trigonométricas: еп (856) = со А 
2 tan ©)-tan(255) 2c 
жү. 2С _ ju... MEE. 
En (9): гоё 2 = M= FUB 
2 
Reemplazando en M, obt :b=5 = Z= _ 220 
eemplazando en М, obtenemos: b = 5с = Есі < 
Finalmente: M2 T 
4 ES 
34.- Por la ley de tangentes sabemos: 
B-C 
ME. tan [ 2 | j (855) Ч (125 ; (555) (*) 
bec 1 ES Du 9a ЗМЕЕ AZ ae 
a == 
2 
Como: b cot B = (2c - bìcot A = b(cotB + cot A) = 2c. cot A (1) 
| . sen(A+B)  senC 
Pero: cot B + cot A = o ПАВ Жа) 
, b.senC 2(2R sen C)cos A 
Q)en(D: — senA.senB ^ sen A 


Simplificando: cos A — i = A-60 => B+C= 120° 


— tan (P5) 


Luego en (*): 2 
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225 


eA) 7 


=D 
35.- Por la ley de tangentes: 12 - 
д tan 


Por dato: А + В+ С = 180° л С=60° = А +В = 120°... (1) 
También: а= ЭБ . (2) 


А-В 
3b-b tan 2 | 


Dyak b a 


Pero: {ап 60° = Y3 = tan(232) = АВ 42416) 


22: 


Luego por arcos dobles: — tan(A - B) = —— 
ce (s 


Por (3): =  tan(A-B)- л 
4 

Finalmente: 

LEY DE PROYECCIONES 

36-М-(5:5 88) secc...) 


Por la ley se proyecciones sabemos: 


a=bcosC+c.cosB = a-c.cosB=b.cosC...(1) 


(1) en (*): M= (Pess) . sec C 


Al simplificar, obtenemos: M=1 


37.- Por la ley de proyecciones sabemos: a = b. cos С +c.cosB = a-c.cosB=bcosC 


c=a.cosB+b.cosA = c-a.cosB-bcosA 
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_ b.cosC.secC 


Reemplazando en M: М= BO 
L de simplifi bt : 122 M = sec A 
uego de simplificar obtenemos: SA = sec 


38.- Como: А +В +С = 180° 
соѕ(А + В) = -соѕ С 
соѕ (А + С) = -соѕ В 


—c.cosB- b.cosC 


Reemplazando en la expresión M: M- E 

Por la ley de proyecciones: a=bcosC+c.cos B 
—(c.cos B + b.cosC) 

Finalmente: MSF арр M=-1 


b.cosC +c.cosB 


39.- M = bc. cos A + ac. cos B + ab. cos С 
Agrupando convenientemente: 
M = c(bcos A+ a cos В) + ар cos C .. . (1) ó М = bc.cos A + a (c.cos B + b cos C)... (2) 
(1) + (2): 2M = a(c. cos B + b. cos C) + c(b cos A + а cos B) b(c cos A + а cos C) 
Pero рог la ley de proyecciones: a = b cos C + c. cos В 
b = а cos C + c. cos A 
c =a cos B + b. cos А 


d ut 
Luego: 2M=a(a)+c(c)+b(b) => M= zou = 10 
40.- А, В у С ángulos agudos: 


Recordemos: 1 + соз 2х = 2 cos^x 
Luego en la expresión “М”: М = bc. JI+cos2A + ac. «1+ соѕ2В + ab. 4/1 + со52С 


Como: A, В у С son agudos entonces: М = ү? (bc.cos A+ ac. соз В + ab.cos С) 
Рог el problema anterior usando la ley de proyecciones: 


bc.cos A + ас.соѕ В + ab.cos C = а? + b + 2 


Finalmente: M = 42 (v + с) 
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А Be 
41.- Del dato: q = 2 = 3 =t 
Pero: А+В+С=л = 421431 = 180°, luego: 


A =30°, В = 60°,С = 90° 
Se tiene un ACB (recto en C) 


Del dato: пики 2k 
S _ (CAXCB) nd3n _ 1243 
ААВС — 2 х 2 X 


sen  senB  senC 


42.- Del dato: т ЭШ 2. = 
а Ь с 

De la ley de senos: сод = senB = senC 
A a ME 
шл Жыш 


Luego: a=5k = a+b+c=2p > p-a=5k 
b=7k 20k = 2p p-b=3k 
c=8k p = 10k p-c=2k 


Se sabe que: 5 = Jp.(p—a)(0—bXe-c) = 9043 = J10k5k3k2k = 9043-1043.K 


2-9 > k=3 > а=15 ст > b=21cm> с-24ст 


1 
Se sabe que: S= zac. sen B 
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43.- Recordar: d? = b? + c? - 2bc cos A.... ley de cosenos 


“a mayor ángulo se opone el mayor lado” 


55 5 bc.sen A... área del AABC 


sen 120° = sen 60°... arco suplementario. 


sean 2k - 1, 2k +1, 2k + 3, las longitudes de los lados del AABC. 


a=2k+3 


Por ley de cosenos en AABC, tenemos: 


(2k 43) = (2k +1)? + (2k -1)? - 2(2k +1)(2k - 1) cos 120° 


AK + 12k e 9 = AK + 4k+1 + 4 - Ak 1-24 - 1) (3) 


12k + 9 - 4k +2 +4 - 1 


1 
k=— 
Luego: 28 -3k-2=0 = (2k +1)(k-2) = 0 = 
B 
Finalmente: SAABC — 2016). sen 120° 
S _% 48., 1543 2 
AABC 2: о — Й ӨМС 
sen © = ¡E 
44.- Recordar: Ч fórmula de los semiángulos 
C Píp-c) 
COS = 
2 ab 


- Tab. sen C...área del A ABC 
En el dato, al reemplazar tenemos: 


4.2 ab .senC - ab. sen? € + ab.cos $ 
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2ab sen C = ab (sen? © + cos? S) 


— > O -cMn í — 

=1 
Finalmente: sen С = i C=30%6C= 150° 
45.- Recordar: SE i ab.senC  ...área del AABC 


sen C -2 sen. cos Ç . . arco doble 


2 sena = 1 - cos 2a ... arco doble 
1 (€ 
En el dato al reemplazar tenemos: 4. 5 ab. sen C. tan — ab 


C 

sen = 

т тач a 2 zl 
2 2 C 
coser 


=> 2 ser C 


кюе 


Al efectuar, obtenemos: 1- cos C = 5 => (ол 1 => С=6@° 


Finalmente: tan Ç =tan15°= 2-43 


46.- Recordar: a-2RsenA = sen A = ЭН . - ley de senos 


SE арс ...área de un ЛАВС > 6483.53 = ас” 
К с abi? _ GAR3 s 
W = apt? A. — > W= SE 
RAZR ZR 8R? SR? 
Finalmente: | ү = 853 
47.-а +0 +с= 2p... perímetro AABC 
abc 2 
Recordar: 5 — = 4R... área de un AABC. 
c+b+aY* abc ASR 2(pr)R 
Luego: W= (ёза) = о» 7 ж = W= р 


Finalmente: W = 2R.r 
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48.- Del dat»: media geométrica = abc = 291 


elevando al cubo: abc= 728 
Se sabe que: SAABC = it 
| 728 546 42 4B Ф 4 2 
Finalmente: 5 = TR = ү Кед 5 = 14 43 cm 
3 


1.- sen 2А +: en 2B + sen 2C = 4 sen A sen B sen C... en todo AABC 


a=2RsenA 
Recordar: b-2RsenB; ley de senos 
c-2RsenC 


S = 2R'senAser B sen C= x. . área de un AABC 


+ + 
senA senB senC 


W=4 ik sen2B.cos B - 
V/ = R?[2sen A cos A+2 sen B cos B+2 sen C cos C] 
W = 2R [2 senA cos A +2senB cos B +2sen C cos C] 
У = >R?[sen 2A + sen 2B + sen 2C] 

W = 2R2[ 4senA senB senC] 


W = 2R?[4sen A sen B sen C] 


b 
W = 4 | 2R2senA sen B sen С] = 45 = 4 (s) (dato: R = 1) 
Finalmente: ` W = abe 
50.- sen(B + C) = sen A - .. en todo AABC 
Recordar: b -2RsenB, c-2RsenC i 
sen(B + C). sen (B- C) = ѕеп2В - sen?C -.. arco compuesto 


S = 2R?sen A sen B sen С ... área de un AABC 
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4R? (sen?B - ѕеп2С). ѕепВѕепС 2R? .sen(B - C).sen(B +C).senBsenC 
AA зы PS. Y is NA a Pr o ВА» 


МГ = W= 


2sen(B-C) : sen(B-C) 
W = 2R?. sen A sen B sen C ЕА УМ = 5 
51.- ѕеп(В + С) = ѕеп А ... en todo AABC 
ѕеп(В+ C) 


Recordar: cot B + cot C = . arco compuesto 


senB.senC 


S = 2R?sen A sen B sen C ... área de un AABC 


а = 2R sen А -.. ley de senos. 
a 2 sen(B+ С) 
W = 2(2R” sen A sen B sen C) ` SERBESEEG 
W = 462 . sen A. sen А = (2R sen А} са М = а? 
52.- Recordar: a = 2К sen А -.. ley de senos 
S = 2R? . sen A sen B sen C ... área de AABC 


sen 2A + sen 2B + sen 2C . . . 4 sen А sen B sen С ...entodo AABC 
S = R(2 sen A cos A + 2senB cos B + sen C cos C) 


6 = К. (ѕеп 2А + sen 2B + sen 2C) 


S=R 4senAsenBsenC => s-ar. (zz) 


282-48 =>  R(R-2y-0 ~ R=06R=2 
53.- sen 2A + sen 2B + sen 2C = 4 sen A . sen B sen C ... en todo AABC 
Recordar: a = 2R sen A . - - ley de senos 


S=2R?.sen А sen В ѕеп С ...área de AABC 


Factorizando el circunradio en el lado izquierdo de la igualdad. 


R(2 sen A cos A + 2 sen B cos B + 2 sen C cos C) = $ 


R2(sen 2A + sen 2B + sen 2C) = 2 = R? 4 sen A sen B sen C = 2 


2 (2R? sen A sen Bsen C) = 2 E. 5-1 
e 
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54.- En todo AABC: А-В-0-7 => 


Luego, se cumple que: 


tan 2 . tan E + tano Р tanS + tan : tan © =1.... propiedad suma de tres arcos 


Se convierte еп: W = cot 2 cot? : cotS , del dato 2р =4r => p=2r 


pr 
Pero: 8-1 со $ - cot В соб = рг  despejando: cot А со cotS = жо 
Al reemplazar en W, tendremos: W= En = Ё = 2 =2 
r 
Finalmente: 1 W=2 
A 2 
55.- Se sabe que: 8-р (р-а). tan ...área del AABC 
A 
Para que se cumpla el dato: tan 5 =1 
Luego: ar DAS 
56.- Recordar: а = 2 К sen А .. . c = 2R sen С 
5 = 2R sen A. sen B sen C .. área de un AABC 
(2R sen A). sen B + (2R sen B). sen A = c 
АК sen A ѕеп В = c 
Multiplicando en ambos lados por: Rsen С 
2(2Е? sen А sen B sen C) = c. R sen C 
25 = c. Š > &=45 12 -e2248 
57.- Recordar: acos B + bcos A - C - - ley de proyecciones 
c - 2Rsen C - - ley de senos 


S = 2R2sen A sen B sen C ... área de un DABC. 


Expresando W en términos de senos y cosenos; se tiene: 
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ЯР b acosB+ bcosA 


Ww=-“osA cosB_ _ cosAcosB 
F 1 T E 1 
sen2A sen2B 2senAcosA .2senBcosB 


W = с. 4 sen A sen В = 2Rsen С. 4 senA senB 


W = с. 4sen A sen B = 2 Кеп C. 4 sen A sen B 


5 
W-4qg 


2 
w=- 4 2R =ч) 


58.- Recordar: 5 = 262 . sen A sen B sen С... área de AABC 


Зп E nn BEES 


Gi) emen 
al) 255(20-1/9“ ОШ Т 


2n+1 2" 
S=24) . sens «sen Z7 -sen 57 
a sa E ' | 
ero: sen = sen 7 | = sen у... arco suplementario 
4 1 
S = 32 .sen? sen% sen 37 = 3S 92" морі Ah S-4AJ7 m 


serie trigonométrica con n = 3 


59.-Recordar: a= 2R sen A ...ley de senos 
S = 2R? sen A sen B sen С... área de AABC 
sen 2А + sen 2B + sen 2С...4 sen A sen B sen C... en todo AABC 


Reemplazando y factorizando, tenemos: 


2 24 СО5А cosB 25 .€05 | _ 
4R [sen EN + sen2B. senB + sen c: . =4 


2R2[2 senA . cos A+2 senB cosB+2 sen C cos C] = 4 
2R?[sen 2A + sen2B + sen2C] = 4 = 2R2[4 sen À sen B sen C] = 4 
2R? sen A sen B sen C = 1 d S =1 


sen(A4 B) 


60.- Recordar: cot A + cot B = senAusEnB * 


-. arco compuesto 
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S=2R?. sen A. sen B. sen С... área del AABC 


ѕеп(А + B) 


Del dato: A 
Pero: sen(A + В) = sen C... en todo AABC 


sen C = sen A sen B 


5 E TE 
Si: cos C= 5 => > sen C = = 
С 3 


S = 2R2. sen A sen В. sen C = 2R2 sen?C 
A 


sen C 
2 (AY 16 
Reemplazando los datos: S = 2(10). (4) = 200. 25 
cot A = 3k 
61.- Del dato: cotA бв Үүр. ERN E 
3 5 7 cot C = 7k 


S: A-Be-C-n 


Se cumple: cot A cot B + cot B. cot C + cot A. cot C = 1... propiedad suma de 3 arcos 


(ЗЮ(5К) + (50(7Ю0 + (39(79) = 1 > 71-1 > k= FA 


TAE 4 A 
cot A = — cot B = == col G = 
л y A 5 24 7 7 


3 


NM ШИ” M 
зА - реВ di 


Además área círculo = nR? = 901 > В = 3 410 cm. 


` 


S = 2R2sen A sen B sen C = 2(90). 


Ya 4 Ул 
445 7446 ` 2430 
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62.- Recordar: S = р? . tan 2. tan Ë . tan e ...área del A ABC 


tan À tan В ian € p? 
үү = —2 2 2 
р 
63.- Recordar: a + b + c = 2p - - perímetro AABC 
S - 1? . cot 2 . cot B cot © ... área de ип AABC 
B" LS. Ё . 


! = А.Б) Gur A,B с) - 
64.- En todo ЛАВС:А-8-0-7 = А 2 "= со{&+Ё 7 -0 
cot $ +cot В + соі = cot . cot В E . - - - propiedad suma de tres arcos 


S=. cot $ + cot В cotS ... áreas del AABC 


Del dato: cot. cot Ë „согу =k E 8-(43у.К 


65. Recordar: 5-0(р- араг $ ... área del AABC 


Se sabe que: a+b+c=2p... perímetro del ЛАВС 


97 — 20 => p=> 


A 
66.- Sabemos que: т = р tan> 


Reemplazando en el dato, tenemos: 
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2 
+P tantan Ç = ЗЕ. 
r 


2 IA A 0 
р tan, tan» +р tan, tan 


2 
2 mr tO “Щр е АС) = E 
p [tanan c tan tan Саа À tan C zz 


1 propiedad 


22 2 
: = 4k my de 
Luego pr =^ MEL (sea 


5 


| Бур 
67.- Recordar: ѕеп 5 = К - - - fórmula de los semiángulos 


S = pr . - área de un AABC 
и22 "m 1 1 1 
рс: LAN ш 2B ab 218 
sen 2 sen 5 sen > 
1 1 1 1 3 1 


= —nhPAsVOSSS k + — + n 
"s [fe e] ac (Ea ab (E) 
bc ac ab 


"au T OE. mam 
W= (р-Б(р-с) t (р-а(р-с) + (p-ayp-b) 


(p-a)+(p-b)+(p-c) | 3p-(a*b*c) 
(p-aMp-bXp=c) ^ (p-a)(p-b)(p-e) 


68.-S= /р(р-а)(р-Ь)(р-с)...агеа de un AABC 


Recordar: 
sen $ = ¡eo 
Е órmula де los semiángulos 
a. [ED 
an2 = 4 p(p-a) 
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e oE =c) (р-р) | 52 
na р(р-а) p(p—b) pe-c) | 
po LE юу?" 17-28 Y 281178 
| (Ey ` (ay ` (ay 
(p-b (p-cY *(p-ay (p-e? *(p-a) (p-bY. | 
p(p-ayp Бур с) | 
(р-Б) (рс)? «(p-ay (p cy +(р-ау'(р-Ьу” 
W=1 š 


2749 Py 


69.- Recordar que el punto de intersección de las 
mediatrices es el circuncentro S que viene a ser el centro 
de la circunferencia que circunscribe al AABC. 


Del gráfico: АБ - DC =2B 


»--- AD 


= 


E | 
БВ = ЕА = 2C 
m Z BS= C 
= _ = ! . 
B = SC = R circunradio ' 
área S,psu = 2 (PSKMS). зеп(л- А)... (1) D 
En el À BPS: PS = R cos C 
En el A SMC: MS = R cos B 


TOM 22540 m 
por la ley de senos: a =2R sen A > R= ÓN 


En(1): Saprsm= im cos C)(R cos B). sen A = 36. cos С cos B sen A 


2 - " 
se 225 .cosC cos Bsen A .. 78 = m d -cosC 


70. Recordar que: 5 = pr = r,(p - a) = (р - a) = (р - с)... área del AABC 


Qc -wee e? (P-5Xb-o *ptp —a) 
e e Np delo: 
G. 2.09 ч кш y Рр aXp—bXp—c) 


4 2bc 


m No 
BDITORES 


También: S= Урра) Рур с) -.. fórmula de Herón 


eue р? —pb—pc+bc+p?—pa _ 2p? -p(a-* bec) -bc 
E 2bc т 2bc 


2р? -p(2p)*bc рс 
= 2bc = 2bc 


71. Se sabe que:  S-r,(p-a)-n.(p-b) -r..(p-c)... área del AABC 
Reemplazando tenemos: EV | me =2. -8. : Š 


[к Z=] 28? 
"| (e-b)-(p-a) | "| (Р-с)-(0-4) | = (p-bXpP=c) 


2 2 
(b -a). (c-a) = 2(p - a)? = @-а).(с-ау=2|®Р*©—4] = (b-a).(c-a)= оте 


2bc - 2ac - 2ab + 242 = b? «c? + а? - 2ab - 2ас + 2bc 
a” = 0 + 2... teorema de Pitágoras 


Es un triángulo rectángulo, recto en A (A = 90°) 


72.- Recordar: 


S-pr-r,(p-a)- n(p-b)-r((p-c) | área del 


S= Jp(p-aXp-bXp-c) AABC 


Reemplazando tenemos: W = 


Y" Ë st] 
= а `Lede-a) | + b | p-(p-b) 


NES 1 S _2p-(a+b) S.C р-с | 5.с.(р-с) 
W == T ийн гэн W= A A сс. шшк 
р ES zl p'(p-ap-b ^7 


| 
е 
2 
е 
м 

II 
e la 

II 
N 
ШЕ 
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73.- Recordar: 5 = рг = p(p -b) = tan Ë: = рь(р- b) ... área del AABC 


B B 
r=(p-b)tan> yr =p-tan> 


y B_otanB 
(p—b)tan 2 ptan 2 


Reemplazando tenemos: W = 2R +1 
-b. tan -(2 RsenB). tan(5) 
We ==». ege — R a ЖЭ - . - ley de senos 
B 
B B зеш 
W =-| 2sen cos; |. В +1 . - arco doble 
cos 
2 
W = 1 - 2sen? (5) „- ¿arco doble T Apg W = cos B 7 
LÍNEAS NOTABLES 
74.- Por medianas: 4(m,)° = № + 2 +2bccosA ... (1) 
Por ley de cosenos: a = b^. с^ - 2bc cos A M2) 
(1) + (2): 4m, + а? = 2Ь7 «2€ ...(3) 
Asi mismo tenemos: ату? +P = 242 +202 ... (4) 


4(m) + с = 242 «25 ...(5) 


(3) + (4) + (5) tenemos: UAN + (ть) + (m °] = 3(a? +b2+ с) 


Finalmente: 


w = emi хий 

EL Z 
a^ +b +c 
3 

W= 4 


75.- Recordar: “a mayor ángulo se le opone el mayor lado” 
Sean los ángulos: c - r, 0, & + r , las medidas de los ángulos interiores del AABC y r la 


razón de la progresión aritmética. 


En todo AABC: A+B+C=x 
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а + (0.-r)+(0+7r)=7 


wa 


К = 
: . AA 2 
Por medianas: 4(т,) = Б «c + 2bc cos A 


4(m,)? = 262 + 102 + 2(26)(10) . cos 5 


(my = 10% = 259 = т, = 4259 
Finalmente: m, = 16,09 cm 
АМ У А c-b 
76.- Del dato: 2 sen GE = sen = 2с 
Por medianas: 4(m,)° =b + с + 22 соѕ А... (1) 
2(A 
Pero: cos А = 1 - 2 sen (2) - - arco doble (2) 
29.908920 b Ў 
Reemplazando (2) en (1): 4(т,) =b“ + c^ + 2bc| 1—2| —— 
4 i 24bc 
PR UM e (c? -2bc +b?) 
4(т = b° «c + 2bc- 4bc. TOUT - 


4(m,)? = V + с + 2bc - + 2bc - b? = 4bc 


Finalmente: m, = Abc 
š u ТОВ ЭР 
77. Del dato: р =» (m) = bc 
Рог medianas: 4(m,)2 =b + +2bccosA ... (1) 
2{А 
Рего: cos А = 1 - 2 sen 2 ... arco doble 


En (1) tenemos al reemplazar: 4bc = Pda 2| 1-2 sen? ^| 


2222 b? «c? -2bc 


UN A 
4bc.sen 2 =b + Č + 2bc - 4bc ES sen 9 = ДЕЕ 


(b- с)? 
Abe 


Finalmente: . IWE 
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78- d =b +4 -2bccos A ... ley de cosenos 
a = 2R sen A - - - ley de senos 
Recordar: S=2R? sen A sen B sen C ... área del AABC 
т.) = № + 2 + 2bc cos А ... medianas 
Multiplicando por 4 en ambos lados y agrupando tenemos: 
4832. senA.sen A + 8S.cos А = 4 sen A 
A. sen А + ОК sen А sen B sen G) cos A- 11 


а2 +16R?. dc š ez 2с08А-4 => а2 64 ссов8А-4 


b? + с2 -2bc cos А + 4bccos A- 4. = b2+ C + 2Ьс соз A=4 


2m " су N. 
4(т,) == 4, .. KL EZ 1 
2bc АЖ Ре 
79.- Se sabe que: Уд =К= рус cos > bisectriz interior 
2bc 


vi =q= рс sen 5 bisectriz exterior 


En el dato, al reemplazar tenemos: pe + ор = 3 


Al efectuar obtenemos: A - 3 
Finalmente: ¿e =3 
80.- Se sabe que: V,=k= = - COS $ 
2ac B  pbisectrices interiores del A ABC 
Уат. жен 
2ab E 
E sp ° 609 53 
Reemplazando tenemos: 
w= b+c atc a+b WwW- i | 
Ma A — "ig abc 


Wo 2 abc ч 
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81.- Bisectriz interior: Ус- im . COS - 2240) 
bisectriz exterior: V'e- I .sen c. 29(2) 
Ve” (221) € 
(1) = (2), tenemos: Vc = gb Cop 
a-b 2 
Por ley de tangentes: PERO | DAMIEN 
P| As 
2 
Pero: А-В-С-т => AP = 5 -5 ий tan[232) = tan (2-9) = cotS 
A-B 
tan| —— 
Vc [ 2 | С (5) 
ve^ цэн 2 = Ус-(42 +1). tan 2 
“ж 


o 


Pero: tan(S ) = csc 45? - cot 45° = 42 - 1 


Vce-(2 4102-1 + Ves Lem 
82.- A = 60? = ыар 


cos(B + C) = cos 120? = 4 


Va n 2 
Del dato: = =Ç =» (VA) = тп A = 
m VA А B m D n Cc 
V, 
A m = V,=2m.senB. .. (JD 


En AABDC (ley de senos): SB ^ HERAXP 


En AADC (ley de senos): 53 = ЗЭЭР => V,=2n.senC ...(2) 


(1) -(Q): — (VAY = 4mn sen B sen С 
5 = 2 sen B sen C = transformando a una diferencia de cosenos 


5 = cos(B - C) - cos(B + C) 
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cs(B-C)- 1-$-0- B-C-90 ...(3) 
Pero: B+C=120" ...(4) 
De3y4 В=105°уС=15°, finalmente | B= 1052у C = 15° 
83.- S=pr...área del AABC 
Recordar: cot = csc A + cot A... arco mitad 
а = 2 К sen A... ley de senos 
r=(p-a) ап ...inradio 


Al reemplazar las expresiones anteriores en W, obtenemos: 


W = 2Rr sen A + r^(csc A + cot A) E W үй гт cott 


2 
Weg ha E = "PW =m портата E би 
2 2 2 
W = а + p-a] = pr Ч W=S 
84.- Recordar: 
A 
S - p(p-ajtan 2 =r,- (p- a) : 
S= ур(р-а)(р-Ь)(р-с) área del AABC 
abc 
S= aR P 
E abc.r, _ ARS _4Rp 4Кр 46 _ (5) . SA 
pana sg ә W= S =op = г Ú) EM 
p 


85.- Recordar: 
sen(A + B) = sen C... en todo AABC 
S = 2R? sen A sen B sen С... área del AABC 
5 = pr = (p -a). r, - . - área del AABC 


c = 2R sen C... . ley de senos. 
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W = (pr). cot A +pr,. cot B - ar,. cot B 


W = (pr). cotA +r,(p-a4).cotB = W-S[cot A + cot B] 


A+B 
10 ) = 2R? senAsenBsen С. тэгсэн 


Хүн senAsenB 
W =2R?. sen?C = 1. 4R? sen?C 
w 


Al utilizar la ley de senos, obtenemos: 


A : З ç 
. . . radio exinscrito 


86.- Se sabe que: r, =p . tanz 


Reemplazando en el dato tenemos: р- tanz 


También recordar que: 


(1) en (2): r= Qa - a)tan 5 = A = tan? - - arco mitad 
r (кес таннем 
q = “sc A-cotA оввс А-д = cot A 


B € . .  inradio 


87.- Recordar que: r=4R ѕеп А sen sen; 


ry = 4R sen P .C0S 5 COS 


Reemplazando tenemos: 4R sen Ë «cos В cos Ç = С sen; sen 5 J 


1=3tan> - tan S - - - fórmula de los semiángulos 


_„ [ю-Ё)(р-с) [|(-a)(p-b) 7 
1-24 p(p-a) 4 pp-)- ^ ы 


129: (4 STR 
2b Сэр. БЖ, rom 


3b-2p => 3b=a+b+c 


88.- Recordar que: tan 5 + tan = А 
С08-2-С08:2: 
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Ё coto -2а = p=2a ...(1) 


r= (p - a). tan 2 


C z 3 y 
.. « radio exinscrito 


. (2) 


J > p-3p-3b 


25:1685| 


Reemplazando tenemos: W = 4Rsen Ë . соѕ $ cos 5. 


We 2| 2зеп Ё cos В J = 2Rsen B . . .ley se senos 


W=b 


A B B 
89.- Recordar: r,-r.tan 5 ;n,=T.tan>),r¿=r.tan>y 


p-tan 2 | tan Ë + tan окА 
2 2 2 
Reemplazando tenemos: W = — Е е Тр 


B 
p-tan>. tan 2 + fan 2 


B. G 
2 


CscA.tan A COS B .COS 
2 2 
— e С) = W = csc А. 
vl 


tan sen 


sen | 


cos B sen cos sen [ 


W= 


ar sen 


2 COS: COS > sen Í 


М = csc B 


A 
соѕ 7-.С05 


1 25еп2 соз 1 мэт. 
senA 2веп-у cosb senA ` senB 


W = 


CUADRILÁTEROS 

90.- Recordemos que en todo cuadrilátero se cumple: 
$1.5,- S . S4- - - (1) 

Por dato: 5,-1 т?, 5, = 2m?, S,=4 m 

Nos piden “5,” 

En (1): 4 = 25, 


| 
Finalmente: S,= 2m? 
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91.- Los AABD y AACD son notables 

= BD=24yAC=20 

Como es inscriptible se cumple el teorema de Ptolomeo: 
(20)(24) = (7)(15) + (25)x A 


480 =105 + 25x = 2 25x SY 


Finalmente: 


92.- En un cuadrilátero inscriptible: 

Sabemos que:S = Мр -aXp—bXp-cXp-4) - 0) 
Donde 2p=3+5+6+8=22=> р=11 

En (1: S-S48653 -1245 ...(*) 

Se cumple el teorema de Ptolomeo: 
AC.BD-3.6445.8 =>  AC.BD-58 


También: S= E Sena =  Sz29sena ..(**) 


о-у (засаа: 


93.- Por ser cuadrilátero circunscriptible se cumple teorema de Pithot: 


12 + 52 = х + 25 ISO 


También se cumple: S = Jabcd зеп(25С) 


Pero рог dato: S = 6501? 


b=25 
=> 412255239 sen( A25) - 650 B 
Efectuando: sen (2+5) = 2 
a=12 
Pero: cos(A + C) =1 - 2 sen (455) E эр 
А x=d 


Finalmente: | cos(A + С) = =з 
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52 =c 


94.- No pide: “ cos 0” 

Usando ley de cosenos es: 

AABC: x? = 1? + 22 + 2(1)(2) cos Ө... (1) 

AACD: x? = 32 + 4? -2(3)(4). соѕ(л-Ө).. .(2) 
——— 


—cos8 


(1) = (2: 5 - 4 cos 0 = 25 + 24 cos O 


= 28cos0--20 ~. cos8 =-2 


95.- Como es un cuadrilátero bicéntrico: S= Jsen9.tan0.cos0.cotO = sen 8.cos би? 


También se cumple el teorema Pithot: sen Ө + tan Ө = cos 0 + cot 6 


A. п 
Rápidamente: Ө= y 


= Jak «зл = 32.42. 242 р 
Luego: S= e Оон 477-75 e 5=- и 


96.- Usando la ley de cosenos: 

ABCD: х2 = 42 +d - 2ай . cos Ө saa (1) 
ABCD: 2= № + с - 2с. соѕ(п– Ө) ... (2) 
(1) = (2): a? + d? = 2ай cos Ө = b? + с^ + 2bc cos Ө 


despejando: cos Ө = еве 22-04) 
А ЕТ, 
(3) en (4): tan > = (ажа (bsc). 
А (b+c+a-dXb+c—-a+d) Ad (2p -2d)(2p-2a) 
tan = d(asd«b-cyacdecsb) © “an 2 = q(2p-2c)(2p-2b) 

K - Ap - d) 

Simplificando: tan & = [SB TEE 
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97.- Como el cuadrilátero ABCD es inscriptible se cumple: C=7- А = sen C = sen А 
S=S,+S, 
S= ЁС sen A+ 44 еп A 


(ad + bc) 
Ge 7 eH А 


25 = (ad + bc) sen A 


Como se cumple por dato: a +c =b + 4 


Entonces el cuadrilátero es circunscriptible, luego el cuadrilátero es bicentrico 
S= Jabcd 
: . S ES 
Finalmente: M=35= 2 
98.- Por ser circunscriptible se cumple: teorema de Pithot: 
a+c=b+d = а-5-4-с 
Elevando al cuadrado: 
а? +b -248- 2 + - 201... (1) 
Usando la ley de cosenos: 


ААВС АС?-а + 2 -2аЬ.соѕ В... (o) 
AADC: АС2= с +4 -201.соѕ 0... (В) 


(о) = (В): a? + № - 24b cos B = с^ + d? - 2cd . cos D... (2) 
(2) - (1): 2ab(1 - cos В) = 2cd (1 - cos П)... (*) 


Pero: 1-cosx-2 sen? > 
En (*): алва 5 Е дей а? 

2 2 
Extraendo la raíz cuadrada: mM 
xtraendo la raíz cuadrada: Jab - ERE 


Con lo que queda probada la demostración. 
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99.- Sabemos que el área de un caudrilátero circunscriptible es: 


5- Jarci .зеп(850) Meet ly 


Del problema anterior: Jab .sen Ë = с. sen 0 


В D 
ab sen p.c 4 abcd ...(2) 


(2) en (1): S = ab sen Ё cb .sen (=B) 


Con lo que queda probada la demostración. 
100.- Sean AD = BC =m, АВ = DC = п 
En ADAB por la ley de cosenos: 

(2b) = n? + n? - 2m. n cos © ... (1) 


En AABC por ley de cosenos: 


(ay = т? +n-2mn.cos (z — о) ... (2) 
2 2 
: 2 2) = - a= 
De (2) - (1): 4(а -Б) = 4 mn cos Q БОЙ mp — а (3) 
" 1 
El área del paralelogramo: 5 = 2(S4pAg) = S= 2 mn sen © = mn sen Q 
2 ng , Зул 
T _ а -b 3 “^2 NA 
De (3): Ge Phe .sen Q Eo 5 = (а b).tano 
EZ] 690] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos а RACSO 


FORMA POLAR Y EXPONENCIAL 


01.- Sabemos: sen 1 = созт = ЁД > у= (cos +isen Z) 


Por la fórmula de Moivre, tendremos: 


Z = cos 407 + i sen 40.7 = Z= cos 10r + і ѕеп 101 


Pero: cos 107-1 y ѕеп 10л=0  .. Z= 


02.- Tenemos que: Z-1«i43 


Multiplicando y dividiendo por 2 el segundo miembro obtenemos: 
Z- {3 +i $) 
2 
л 


ээ» = 2(соз®+4веһ®) 


кик d 
его: соз-у = , , sen 3 


3 
Elevando a la sexta y usando la fórmula de Moivre: 


7° = 2 (cos(6. 3) +isen(o. 3) = Z 2 (cos 2л + i sen 2л) 


Pero: соѕ 27-41 = 56127-0 s. 


03.- Recordemos: соѕ 5 = = 4 ‚ Seni; = 


Рог la fórmula ае Moivre: 2B 225 (9$ + ¡sen | =64 1 


Estudio de la Trigonometría con Números Complejos 


z = 16| cos] +isenz) = Тэ-801:1Ш 00 


Reemplazando en M: M= E [-45.64i + 8(8 (1 +i J3)] 


Efectuando: p: M= 1 
04.-Como: 7. = соѕ 20 + i sen20 > Z = cos 20 - i sen 20 
Luego: Z.Z=1 A Z+ Z =2c0820 
Уза) УЗ 
Reemplazando en (1): Eu e -1 =>  cos28=- > 
_ 58 _ 5л 
= 20 = Z 0- 12 
y NES e 
05.- Tenemos: = = хы ; Pero: iu => Z= зы 
УЗ: 
к R , ( 22. 
Dividiendo entre 2 el numerador y denominador: Z= 1З 
5 EL. 272! 
! m NE YS. SHE за! 
Pero: cos 5 648 P C sen 6 = 
z i£ т, gus 
cosg 75 ^ sens = 2 
cos +1 зеп ЭЛ a 177. 7л 
= Z= Z. > Ze а = е 6 ss arg (Z) = E 
cos; -isen4 gum 
06.- Tenemos: Z;-2*i ; Z,=3+1 
Z, . Z, = 6 + 5i + Ë 5 pero: 2 =-1 
7,.7,-5-451-542|-1-4141- 
2 2 
Гего: sen* = cos = 2 
i 4 4 2 
л 
= 7,7,=5\/2 (соз 2 + sen) 23 21-2 = 542 «is т 
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a+bi 


07.- Sea: Z = t yj multiplicando por (a + bi) el numerador y denominador. 


z- (a+bi)(a+bi) _ а? —b? +20bi а 
© (a-bi(a*bi) да? +? На 
Pero también: Z=e*=c0s a+isena ... (2) 
ab 
(1) = (2): cos Q = 2t ud 2) 
245 
бєп 20 82510) 
: 2ab 
4 3): tan Q = 
(4) ‚ (3) 4 > ^ a- b? 


FORMA EXPONENCIAL 


2ab 


+ рі --- 0) 


08.- Como: Z = ещ = cos q + і sen q 
= 73 = cos30 + i sen 30 5 Re(Z?) = cos 30 
Z? = cos 20 + i sen 30 = Re(Z?) = cos 20 
Z = cos Ө + i sen Ө =  Re(Z)= cos Ө 
=  Re(Z? + Z? + Z) =Re(Z*) + Re(Z2)+ Re(Z) 
Reemplazando en “M”: M= u x costo] 20+ cos0+1 


Transformando a producto el numerador: 


2 
мэ 2со520.со50--2со8-9 


M= (cos38 + соѕ0) + (1 + cos20) 
ы 2cos0 
Simplificando: M = cos 20 + cos 0 


Pero: соѕ 20 = 2 соѕ29-1 = 


=> M=2(cos0+ 


“M” toma su máximo valor cuando: cos 0 = 1 


œl 
1 
N| 
т: 
m 
N 
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M = 2 cos20 - 1 + cos Ө 


ү. 
8 
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5° n 4.1359 - 
i а Н гна 


09.- Tenemos: Z = cos 5° - i sen 5° = е > 


Luego: M= 5 (cil + pM "m 


Pero: £19» + е1 _ 2 cos 135° = {ж =Z Ш 


1 
(1) en (7) M= 77 C2) . EMERI 


in 
e8 (sen 7 + ¡cos 3%) 
10.- Tenemos: Z = wa У з € (5) 


Рог la propiedad de co-razones sabemos: 


w 


BE _ ¿E Ee La q E 1 
sen до =cosg ^ COS g =sen g дэх (01) 


También: 424142- 2:2 Я| 2(совТ +isenz) ...(2) 


їл 
e8 (cos E +isen 8) 
.(0^Q)en( Z= = 4 

2 (cos +ївеп®) 


4 4 


Usando la fórmula de Euler tenemos: 


in im іл 
е8 е8 e^ 1 
2e 4 2e 4 
т 
11.- Tenemos: Z=2sen0 28 cos 0 - 4 ¿sen 8 - A 
Factorizando: = 42 2 sen 0- ас .cos 0 - i sen (e - A | 
Т ЇЇ 
п x 
sen-- cos— 
6 6 
T HUE a e 
Pero: cos Ө.соѕ 6 +sen 0.sen 6 cos (e 3 
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1.135" 
e 


BASES 
EDITORES 


Por la fórmula de Euler: Z-4.e 7/9 E буг Мм 


12.- Tenemos: Z = «La - eS 


Multiplicando termino a termino: Z = e EA 


Factorizando: = = MES - pm 
Pero: efe. д 21:60:40 => 27 -ей28 42 i sen 40) 
Por la fórmula de Euler: Z =- (cos 20 + i sen 20). 2i sen 40 


Evaluando: Z = (2 sen 20 . sen 40) + (- 2 cos 20.sen 40) 


Re(Z) Im(Z) 
Tho. биш 
> Исай! ~ 
13.- Tenemos: e = cos Ө - ¡sen Ө 


ЭР" 8-Di E 2 T? 
Reemplazando еп “W”: W= (соз кед ala zs у EX «ус 1со50-1 -ѕепб і P sent = 


Рего: Ё-41: 2 w= 0. [sen 0- i (1 - cos 6)] 


Pero: sen Ө = 2 sen Š .cos 8 r 1 - cos 0 = 2 sen? 


Factorizando: 2 sen B tenemos: 


2 
Rd Ө IO A Ө 9/2 
W= 6 2 зєв ( cos$- iseng ЇЕ g sen 2-6 
4 n Ө g Ө 9 9 9 
Como: -п<0<0 > -7 <9 <0 > sen 4«0^ 2- sen 5 > 0 > z Sen ç > 0 
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2 
14.- Tenemos: (2075 +iseno] = M cos cis e... (5) 
и E 8 9 
Como: sen 0 = 2 sen 7: COS 2 
5, AA IA 
En (*): | 2соё 2 + 2i sen -cosz | = M cos > -cis 0 
Factorizando el primer miembro: 
9 р OL C 20 24 
(25$ ) | өв isen 5 J = M cos > 15 Ө 
20 10/22 _ 20 ie Ө _ ie . G= 
ES 4 cos 2-6 ) = M. cos ER >. 4. e — Мбє Ёл -M=4 
15.- Tenemos: Z+ 3 -25е08...() 
А E ie AL ай. 10 
Sea: ZA e =ч 
En (*): | ен iz = 2 cos 0 
Pero: 2 cos 0 = e? + e* : 
=> 121.6 + ett e? => |2|-1 
je 1 
Z = e = M=e ` 2140 
Pero: e^ _ 99 = 2i sen 40 


= М = @i sen 40)i = 22 . sen 40 


16.- Sean: Z = |Z | . е® el número complejo buscado 
4 
7 = (- 1 +. 30) = 24. Ex d 


А fe 24? 45 
Pero: С08-3 = 7/Sen з = 2 


> Z¡=16 [cos2 8 + isen 22) =16 612573 
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Por dato del problema: ZZ, -4.e" = |Z|.e9.16. e” = 4e" 


(sen3x -sen x) * i(cosx + cos3x) [ 


17.- Ordenando "Z" obtenemos: Z= | cosx+cos3x 


Usando las fórmulas de transformaciones trigonométricas: 


(2cos2x.sen x) +i(2cos2x+ cosx) Y 
2cos2x.cosx 


Eliminando “2 cos 2x": z = (весов *icosx | 


Pero: sen x = cos (2-5) A COS Х = зеп (2—х) 


E 1 i 6 de YU 
> uk (eos(7-x)+isen(3-x)) 


б T n 
Usando la fórmula de Euler: Z-sec'x. ire 


Como: x € (0; 1/2) = sex»0 ос |Z| = secx 


18.- Tenemos: Z = sen 82° + i cos 82°... (*) 
Por co -razones trigonométricas tenemos: 
sen 82° = cos 8° A cos 82° = sen 8° 


Reemplazando en (*): Z = cos 8° + i sen 8° = e° 


5 igs i 1 T 
ES 7! 2 су” = 120° =F gi 


^ 22 5 — 
Luego! үу 60120" 1129 ү 
Рего: APA 2 cos 120? = 2(3) =-1 
W=0 
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CES ЖСЕСНЭ y 


19.- Usando la formula de Euler en "M" tenemos: M = 5er F 
193° 1609 Um 
Usando teoría de exponentes: М = € Ме 3) =é 
(15655 ) 
L e "Ea. laa. 
= M= cos120? + i sen 120 E: М=-5 +15 1 
4 Уз 
2 
8ix 4ix _ 
20.- Tenemos: M= & tea - 41 
Ge 
e^ EI 
Efectuando: M= вх 
dé -1) 
Pero, recordemos: e*-1-2isen E. е? 
_ Zisen2xe'” _ sen2x ах 
= © -2i.sen4xe” т” Ni sen4x 
Pero: sen 4x = 2 sen 2x . cos 2x ^ e X = cos 2x - í sen 2x 
sen2x ч 
= M = -5sen2xcos2x- (COS 2x - i sen 2x) 
Pu. - = yi! 
= М=-2 + 1 tan 2х E Re(M) = -5 
21.- Tenemos: Тэг! | =2...(*) 
Рего: e? - 1 = 2 іѕеп $ ue 
En (*): ; (9 672 2 ++ 
п (*): 21.sen>, .e EDEN) 
Sea: 2 sen 9 Nu 
Como: 0<0 «27 > 0<5<n 
9 8 
= sen > >0 = |Z] =2senç 
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Ө 


Рего: |Z jz wilka A [2isen£ е'®/?| = |iZ| =2sen > 

En (7):2 sen 9 =2 = sen =1 > 3-3 a а= яп 

22.- Como: sen x = cos (2-5) A COS x= sen (5-3) 

= Z= cos [3 —xJ -isen (2-3) =P ж ае ас 

Рего: ёх+1 = 2cos > К = = 2+1=2 соѕ (5-3) 3 mE 
Como: 5 «хот m 1 « 5 eS 

Multiplicando por (-1): -5 cm 5 m л 

Sumando 1:-4-2 <0; 4 MMC > z+ 1-2 (1-2). 289) 
Como: Z. Ze lV=cos[q-3) >0 ав230-5-5 


23.- Por el desarrollo de un binonuo al cuadrado tenemos: 


ES VS = ето ТЕЕ лу 


дө, „ү 
1 
L : Z= € паша! E 
е CO 
Pero recordemos: é+ 1=2 cos 2- ё? = d.1-2i senj. “цан 
2созӨ.е!° 
Reemplazando en (*): LANE MBA 
P [= 9 e 0/2 | 
220510 20 
Simplificando: Z = cos te = E g (cos Ө + i sen Ө) 
”.sen 2 sen? — 
2 
2 Ө Ө 
T dont cousine ^ cos e (2sen cos) 
me. d. s Чы 
2 x 
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6 
cos 


=  Im(Z)=-2 сов 0. E Im(Z) = -2 cos?0. cot 5 
sen— í 
2 
4 3 (1 +cos0+isen0 
24.- Sea: Z = MEA 
Р 1+е9)2 
Рего: cos Ө + i sen Ө = e? > ¿A 
e 
(2cos8 ОНЧ 4005201019 
Рего: +12 221 зр 72, 2 == m 4 ©5520 
2 10 10 2 
е е 
Por la fórmula de degradación: Z=2(1+c0s0)=2+2c0s Ө 
g 
—2-2cos0-a-bcos0— a=2Ab=2 .. 2a+b=2 
25.- Sea: 222 as = ze 
Pero: св2 = МӨ enl = Z-2( + cos Ë +1. зеп) 


Por la fórmula de Euler: Z = 2(1 + e*"/%) 


Pero: e*/6 +1 — 2 cos d "I T — — (2 cos) e e Цаг Ул 


= 7=(/6 + Мо y"? = (JA + Кр. ase 


n 
Cis— 
12 


CONT ANT » 0 mA MM 
Luego: A=6,B=2,0= 15 E Өр wv z 
"12 
26.- Como: Z = cos 20 + i sen 20 


Pero sabemos: ix = p col 
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2 
$ coto) +co” 0 = yie ‚соө + соө 
I 


d a CR Pur 
Pero: Ë=-1 =  M=-cot8+coté0 E м [=0 
27.- Tenemos: = 


un 
1 


Multiplicando por “i” el numerador y denominador tenemos: 


22) E 
i^ cos0 4 isenO 


* -i^cos0—isen8 


—(со5 Ө— isen Ө) 


Рего: Г--1 => Z= brisa 


Luego multiplicando por "-1" ambos miembros y usando la formula de Euler tenemos: 
-Z= 43 =P. 2. Cargez)=-20 
28.- Por co-razones trigonométricas: 
sen 28 = cos[ 2 -20) > cos 20 = sen[ = -а | 


=. T ў 1067 
= Z=cos| 3 20) +i.sen( 2 20) 


Por la formula de Euler: Z = #(/2-20) 


Luego: Z412497-29 
Pero: ei = ba 2 eos2 d? — Z+1=2008[ 0-0 | e-o 
Como: 0<0< 5 = -5 «-0«0 

= атава = cos [5 -0]>0 88 2+1=2 [я -0) 
29.- Tenemos: gue. fh s 

A9 ӨӨ Ч| 

Pero: os% = МЗ = sen Е = 4 
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25 сэг л —— 


Por la fórmula de Euler: 43 += 207/6 =e? 676. е2 +tin/6 (вэ 


Ы! РЕ (>): ee 25 1л2-18/6 B aS 


: . 1+с0520 –іѕеп20 
30.- Tenemos: Z= + -(cos20- isen 20) 
Pero por la formula Euler: cos 20 - i sen 20 = e 


eU айна) 


1 
ә 2= 1618 = (1201) ``" œ) 
4 earl 1 х 
Recordemos: Hc -cotz 
1 20 А 
En (*): = 7 cot[-2) = 1 . СОҢӨ == Zi = cot 0 
Pero: |Z]| = |Zi| 
Como: 6 € IIIC,cot0>0 ~. |Z| = |71] = cot 8 
172 
31.- Tenemos: = ---0) 
Como: Z=r. = zZ=pd 
ie?" 
Reemplazando en (*): W = e 
Pero: е9 — соѕ 20 +isen20 >» W= еі. (90520 + isen 20) 
- W= (12.0520 +12.12.5еп 20 
Рего: #=д => М  sen20 ¿doo 
Luego: [W| = етеп 28 
2732 :222 2 
32.- Tenemos: W = eb” > W=” -е2 Ёоо. 
Сошо: 7= 45.09 = Z = е8 
-5.20 
Reemplazando en (*): W=e 
Pero: e = соѕ 20 +іѕеп209 => W=e%0%0 „158510228 ^ (р) 
3 3 1 E 
Pero: 0 = arc tan 2 => Шапе = 2 
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FASES 
EDITORES 


1 
Recordemos: cos 20 = E——À = m zs 
1+tan*60 du 5 
4 
-88) -i.sen 28 3 
Luego en (1): W=e 5 e> 38 IW| =e 
1+(cos2 +isen?2) 
33.- Tenemos: =s Ер A ы (1) 
1- - (cos -isen$ ) 
2 2 
¡0 
227] 
Por Ja formula de Euler, en (1): d E - (2) 
He 239) 
Pero: #9”? + 1 = 2 cos - ele 
j eP/2_1=2i sen (3) ‚е 9/4 --2i. sen () als 
ө 
Ө i; 
2с05.е * 1 1 ' 
En (2): z= a р 09.0%, - = card). 28/2 
2isen е 4 
Эл 3л 0.m 8 
Como 2 3D, < 2m = gums е scot + >0 
| 121 = liZ] = cot? 
> -i20 Y 
34.- Tenemos: M= ,j1 1 | "om J г4-0) 
1Х 
Recordemos: TE a É coti 
Ó ге i 2 
En (9) М-41-| lote). TE -1 cot Ө 
Рего: Ё--1 = М= Ҹ1+со2Ө = үс 


М = сѕсы Өє (0; 7/2) 
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Зээ A 02-00 O 


70 


зеп 40—їсоз 40 2 
35.- Tenemos: Z = E 7 (5) 


Por el criterio de reducción al primer cuadrante: 


sen 40 = cos 6 -20) л сов 30 - sen(5 - 40) 


JE А T 
cos[7-40)-i.sen(7 40) 


Reemplazando en (*): у= 
cos(7.- 46) e isen (7-40) 
2 2 
15 
: 2€ T _ i(r-80) 
Por la formula de Euler, tenemos: Z= (2 =e 
(2-4) 
е 
= Z= 7D .,  arg(Z)=80-n 


Pero: arg(Z) = 5 > 80-л= 2 . 195467 
2 ú 


36.- En la expresión propuesta usamos la formula de Euler: 


e (Ao eom 


QU. + É5 = A.cos(Ba + f) 


Usando teoría de Exponentes: e' 9 * P + 129+ _ A cos (B a +p)... 


Recordemos: ёх + e™ = 2 cos x 
En (*): 2 cos (20 + B) = A. cos (B a + В) 
=> A=2AB=2 . REESE 


(1 +е28у : 
37.- беа: Z= 0 


n 7. 


i x 
Recordemos: 6 -1- 2cos 2 2 


й (2сов0е"у Ё 16.cos* 0.14? 


e 


En (*): 2 туше” HS m Z = 16 cos*0 = 2(8 cos20) 


Z = 2(3 + 4 cos 20 + cos 40) = Z = 6 + 8 cos 20 + 2 cos 40 
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Lo 
EDITORES 


Luego: 6 + 8 cos 20 + 2 cos 40 = A + B cos 20 + C . cos 40 


= A=6,B=8,C=2 > M= 822 M=1 
Ë 
P a та 
38.- Tenemos: Z= u 
i20 , i40 , i60 i20 i40 
Factorizando el numerador: Z= "-— Í— = Z= 5 тү ) 
e 
Simplificando nos queda: Z= +1 
Pero: ёх+1=2 cos> „®© > Z=2c0820.e 
Я л x 
Pero: 0«0-2 > 20e 157) 
=  cos28>0 % 12| 22 cos 20 
i(-3x) 
39.- Tenemos: Z= “== ¿= (*) р 
Recordemos: ех +1 = 2 cos 2-2 EU XE sen> л 
faa 3x1: 

2cos[ 3) JL) cos(2*) e 2) 

E eN AU E 
En (*): 7. = 2i.sen(-3x) 2 = 7. = = sen(3x) 
Pero: sen 3x = 2 . sen (35) . COS 3 л арча cos (35) + 1 sen ЕЭ 


== Z = 
3x Эх 
"ase (A es] 
Simplificar: Z=- 3 EUR 3 . cot (à) 
m 
Re(Z) = - 2 


А | | 
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REGIONES SOMBREADAS 


40.- Sea: Z=x+iy=re" 


Como:Z.Z<1 =  (x«iyx-iy)x1 
Por diferencia de cuadrados: x? - Py <1 
Pero: Ë=-1 >» ko! S УЛ: | 
Como: Z= r? > arg(Z) = 9 

Pero: 0 < arg(Z) < - = 0<0< E E EU 


De (*) ^ (**) obtenemos: 


De la figura: S = 5 ay 2 8-2 e 


41.- Sea: Z = x + iy = |Z| Ë > |Z| = М2 + y? narg(Z) = 0 


Сото: |Z| є [241 => 254/24)/ S 22<02 ey sd...) 


Como: arg(Z) = 0 = arg(Z?) = 30 


Pero: аг(2)є (0 F]=>0<30<F => о<ө<е...(") 


Interceptando (*) л (**) obtenemos: 


Por la formula del trapecio circular: 
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A 


m n 
EDITORES 


се n — km——Io — — n 


42.- Sea: Z= x+ iv = |Z| . e 


-ха =» |Z| = J2 + y? 


Pero: 1<|Z|<2 = ESTA (s) 


NI 


> 


Сото Z= |Z|. — 73 = |Z|. e” 
= arg(Z°) = 30 = 0<30<37 
= DO<0<n... (*) 


De (*) ^ (**): 


De la figura: S= Qt 12) ES Sz 


цэ 
2 
43.- La ecuación de la circunferencia: (x + 2y + (у ЛЕ 22 


En el plano complejo: |x +2 + iy| <2, pero: z = x iy 


|z+2|<2 A 2 <arg(z) < Y 


R= [zeci |Z + 2| <2, СЕН 


44.- Sea: Z=x+iy= r” 

Tenemos: (Z+1IAZ+1)<1 = (х+їу+1)(х-ту+1)<1 
Por diferencia de cuadrados: Ps Ру <1 

Pero: Ё-4 = J G z 1)?+ у 1 JW 


Сото: Z=r® > Z =r” > 22 _ 2,28 


) mi o 4 Р 208 2 3/2 i20 
Pero: і= сон) 418680) 27.4 => “TREPA 


= I ын ш> arg(iZ2) = 3 + 20 


Pero: 2n € arg(iZ?) хэл => 2n< aj + 20 < Зл 
- 53 чө 2209 
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De (*) ^ (**): 
De la figura: R = Se- 2А 


0) 


R-zQy-217 07-071 
Efectuando: К- (5:2 
45.- Tenemos: Z = ($ 23 
2, 2 
л. T Ж: 
Pero: sen 4 =cos + = = а = 2 = 8(соѕ y + і ѕеп 2) 


Usando la formula de Moivre: Z1⁄3 = E ("my a) 


4 
л 
Si: k = 0: Vz = 2(cos 77 + i senz) 
Я JA = 9n 9n 
К (соз47 + isen 92) 


177 
[EE YZ =2(соѕ—- + i sen — 


j 2(243) AA 
De la figura: S= шилийг “8-24312 


46.- Tenemos: |Re(Z)| + |Im(Z)| <1 
Sea: Z = x + гу, donde: x = Re(Z) , y = Im(Z) 


Se presentan 4 casos: |х| + |y| <1 
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ix+y<1 ii)x-y<1 


Ш)-х+у<1 iv)-x-y<1 
De (1), (ii), (iii) y (iv): 
47.- 


Si: Z = 2e" > |Z,| = 2 A arg(Z,) = - n/3 
Z,=2e/6 > |Z,| =4 Aarg(Z,) = 1/6 
23=20 — |Z,| =1 ла (23) = n/2 


Graficamos y usando los ángulos notables para determinar Z, , Z, y 23. 


21; - УЗ) 


Usando el método de determinantes: 


4 2 
oS o 1 
5 
1 
Luego: 5= (2+ 243 - (- 52 
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LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


, sen(2cos0) P л 0 
01.- Si: W = — — ———-, en el límite cuando evaluamos con Ө = 7, tendremos: = 
со50 2 0 
2.sen(2 со50 
En este caso conviene transformar así: = запросто) 
2 со50 
Ahora hacemos el cambio de variable: x = 2cos0 
Además reconocemos que al evaluar: 05 F <> x0 
< - 2, 2sen(2cos0) 4, Senx 
Luego tomamos el límite: ы. W= йт TT ue 5 
2 5 
sen(x +h) —senx 
02.- Si: W = амс) вак 
h 
за senx —senx 0 . й 
Evaluamos el límite cuando h = 0: W = Fo 3 0 => forma indeterminada 


Transformando a producto la diferencia de senos, la expresión W se convierte en: 


2s заса: co шиг e. 2 Е СО: Жыз 
w- 2 2 ^ 2 2 
- h > š h 


h 
412 
„чы А Р h E o 2 
= [т W= lím -lím cos(x+4) > lím W = (1) . cos x = (608%) 


N | = 
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Ь sen?x – ѕеп2а 
ОЗ УУ ына > 
х -а 


Pe senta—senta 0 Я h 
Evaluando en el límite cuando x = a: W = С =з A forma indeterminada 


En base a la identidad del arco compuesto y descomponiendo la diferencia de cuadra- 
dos en el denominador, la expresión W se convierte en: 


sen(x — a).sen(x — а) 


(х + a)(x — a) 
Es pertinente reconocer que cuando: x <> (x-a)— 0 
sen(x +a) | | sen(x—a) 
lím W = lím al k 
xa xoa xta х-а 


Aplicando límite para el producto de dos funciones, tendremos: 


W = lím EI lím == шу mW _ sen(a + а) к 


lím 


xn xa х+а TS x-a Хайж, a+a 
` sen2a | 
lím W= 
34442408: 1 
4 хэ 
04.- Si: УУ == 
(sy e : 
Evaluando en el límite cuando x= - 1: W = sec ^ — = forma indeterm. 


Descomponiendo en el numerador la suma de cubos y en el denominador factorizando 
el signo ( - ) para el argumento del seno, la expresión W se convierte en: 


_ (+ 1)(х2 -x*1) 
-sen(x? - 1) 


Multiplicando numerador y denominador por: x - 1 


2 x—x2-1 


Мы sen(x^ -1) * (x-1) 


: 2 
Es preciso reconocer que cuando: x э -1 <> tio хый 


хэ 74 х? 1 х?-1 
[йв Mn аорта а занал) 


Límites у Derivadas Trigonométricos R22 


Aplicando límite para el producto de dos funciones: 


x^ > (-1)-1-1 
lím W = lim E "| lím | x -1 | ==, Иш W = 2101) 
@ х2-1-0 


sent? -1) 


13-1 x—-1 13-1 

-3 3 

ОМУ Е = 23 lin W= — 

x3-1 яг х-э-1 2 
ѕепух2 +4 -2 
05.- Sea: W=— 

x 
sen(2 -2) 


0 
Evaluando en el límite cuando x = 0 tenemos: W = = D — forma indeterm. 


0 


Multiplicando el numerador y denominador por: ve? +4 -2, y luego por: 4х2-4 +2; 
la expresión W se convierte en: 


W sen(Vx?+4-2) Мх2+4-2 Ухд+а+2 
(Ух? +4 -2) | кг “4х2 442 


4 | ЗО | НИ > w- [es 


(42 +4-2) || x2 4 2) 
Cuando: x 20 <> ух2+4-2 20 <>y>0 
———— 
y 


lím W = lím E aris уй E => lím W = (1) EA 
x30 4 y>0 y ЭР (Ух? +4+2) x30 [ (2*2) 


lím W- 


x0 


нэ | нэ 


0B Saa: w _ УЙ +веп х - J1-senx 


En el límite cuando x = 0 tenemos: W = == = forma indeterminada. 
Racionalizando el numerador, la expresión W se convierte en: 


(1+ senx)-(1- senx) 


W- x[Vl+senx +4/1=senx] 
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senx 1 1 
сэр ЕТА х o ЕМА 


1-sen— 
07.- Sea: W= 2 
TX 
1-sen— 0 
En el límite cuando x = п, tenemos: W = ————£ = 0 => forma indeterminada. 
п-п 
х 
sen—-1 
Ordenando convenientemente tendremos: W-. 2 . QU) 


х-п 
Cuando: x>8t < x-n—Ü,ysihacemosx-z1-y ә x—m«yo0 


Asimismo, si: у= х-л = х=л+у ... (2) 


ѕеп Mi -1  *co 3 EI 
Reemplazando (2) en (1), tenemos: W = y = 7 
1-cog У 
Aplicando reducción al I cuadrante: W=- É 
y 
саи y 
, 8-4 2 1 lím сеа 
шон um 57, lcge. В 
2 


Aplicando la regla de Н’оѕриһаі: lím W= - 
xm 
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sen(x — 2) 
08.- Si: W = 
x —8 


sen(2-2) 0 
En el límite cuando x = 2, tenemos: W= EEs ni U 39 forma indeterminada 


Descomponiendo en el denominador la diferencia de cubos, la expresión W se convierte en: 


2 sen(x — 2) 
“(х -2)0 +2x+4) 


Luego de ordenar convenientemente evaluamos: 
48-77 | sen(x -2) | 1 
ий ч w 1-2 Jlx+23+4 


Debemos reconocer que cuando: x 2. <> x-2 — 0 


їп W = Wm cm E run A 
=> ha — x-2—0 x-2 "р ge "2 ит = (1). буна 
= 712 
ағ w = (5203 5епэх) 
| i (x —x9° 


0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = D X forma indeterminada 


Factorizando en el denominador, la expresión W se convierte en: 


(sen3x)(senbx) (ѕеп3х)(ѕеп5х) 
“SUS у гау 


Multiplicando el numerador y denominador por : 15 


sen3x  senbx 15 
ЗУ”! sse * (1х2) 


Luego de ordenar convenientemente evaluamos: 


Hh Ne 8m sen3x sen5x 15 
im = l 2 ОЛЖ TN 
х-э0 x>0 3x 5x (t= юу 
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Debemos reconocer que cuando: х э 0 <> 3x>0 л 5x0 
j : | Ed ; | P5 А 15 
ím W= Нт| 4. |. lím| z- |. lí 22 

x30 3x0 0 ЭХ E эй 5) 


15 da Кг: 


lm W-(1).(1). = 2. lim W 5 
ое чарм; 

sen3x 

10.- Sea: W= 552 2x 


0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = 0 = forma indeterminada. 


En base a la identidad del arco triple y factorizando “x” en el denominador, la expresión 
W se convierte en: 


(senx)(2cos2x + 1) ' , (senx| (2со82х41 
"E х(5х-2) > Hm w ^ x 5x-2 
Aplicando límite al producto de dos funciones, tendremos: 
"TUN. ын i PA] Wes Z |) 
mo W “Ит | = mil. Пап, | .-027 E f = (1) Sawa, 
x—0 x—0 x x>0 5х-2 S ( ) 0-2 


—sen3x 
11.-.59ea:,W =. — сс 
senx —sen2x 


0 
En el límite cuando x = 0; tenemos: W = 0 — forma indeterminada. 


En base a la identidad del arco doble y transformando a producto la diferencia de senos, 
la expresión W se convierte en: 


3x x 
Debemos reconocer que cuando: х ә 0 <> a 0 ^ у=) 0 
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+13 m (06) 
lím W = lím - = lím W=- — = lím W=-= ay 
x>0 хоор?" х x>0 й (z) а) (1) 

2 lím 2 
X 0E 
E 2 


X-—sen2x 
I2- Sea: Му = ur == 
x +sen3x 


0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = 0 => forma indeterminada 


Dividiendo el numerador y denominador entre x; la expresión W se convierte en: 


x I 1- 2 2 
E di x x 
W = Y+sen3x =й W sen3x 
E 1+ 3 
x 3x 


Debemos reconocer que cuando: х э 0 <> 2х >0 л 3x>0 


lim 1 - 2 (sen2x) 


> lím W = 22 2x - 
хэй limi+3(senóx) 
x30 3x 
jor WEE 
= o TERM 
(Ө + 4).sen(10) 
13.- Sea: W= 02-16 
4 8.зеп(4л) 0 Р > 
En el límite cuando 8 = 4 tenemos: W = Lia rad 0 => forma indeterminada. 


Descomponiendo la diferencia de cuadrados en el denominador, la expresión W se 
convierte en: 
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(Ө + 4).sen(110) 
WII O) 


Debemos reconocer que cuando: 054 <> 0-4-0 <> a0 
Además hacemos: а =0-4 => Ө=а+4... (2) 


sen[n(a + 4)] y sen(47n + ла) 


Reemplazando (2) en (1), tenemos: W = E 2 


Pero por ángulos coterminales: ѕеп(47 + ло) = sen (ло) 


sen(na) " ѕеп(ло) 
= lím М = іт —— — = Ит W= lím TS 
0-4 c0 а 8-4 ла-э0 na 
3 qx) — ѕеп(Зях 
"n Ey. ЕШШ) ашны) 
x 
йг 3(0)-0 0 Р A 
En el límite cuando x = 0 tenemos: W= 0 = 0 = forma indeterminada 
lím W= іт 3sen(mx) . үрд ѕеп(Зих) 2, tm Wo ka E ал т ENE) зд 
x>0 x>0 X x30 x x30 x30 x0 
= lím W= (1). Зл -(1).3л E dá , W=0. 
x>0 e A 
соѕ(тх) – cos(nx 
15553 E «psi. сони) 
x 
1-1 O Е А 
En el límite cuando х = 0, tenemos: == Sm = forma indeterminada 


En base a la identidad de transformación trigonométrica, la diferencia de cosenos la 
pasamos a producto y la expresión W se convierte en: 


mx —nx mx-- nx 
—2зе "E LL ТЕТ sen 08-10 | зеп (m | 1 
We = lim W=-2.lim аа о >= 
x30 x30 P4 ES 4 
2 
xX aG БЭ 
Sea: у= (т -п). > A 2=(m+n). 7 
x х 
Debemos reconocer que cuando: x>0 > (m -2).5 >0 ^ (m+ n. -» 0 
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Ит W 4 Н : Him 
айы ж JN 
1 
=> o W=- ç .1.(m-1).1.(m+n) Ki 
x30 
1—cos3x 
16. Sea: W = ———— 
1-с054х 
1-1 0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = TE = 0 -» forma indeterminada. 


En base a la identidad del arco doble (degradación) la expresión W se convierte en: 


sen” (2x) 
3x 
Debemos reconocer que cuando: x>0 © 79 30 ^ 2x20 
sen? 3 засал 1 
> lím W= lím =| lím 
x>0 х-э0 Sen (2x) x>0 sen2x 
2 
3x 
2 3 Iñ um 2 
3x 2 35 m 3j 
lím sen Ярэд Sx s 0 
= Ит W=|R —=<. | = = Ит W = = = 
p іт sen2x 2. lím Sen2x ХӨТ 2 16 
x0 2x30 2X 
Otro Método: 
cens 
2 
lím 2x ^ cuando: х э 0 <> 3x0 л 4x90 
x30 (аан 16 
16x? 
lím 1— cos3x о 1 — - 
3x0 (3x 29 "кту, 
ай со х Qc = res ^ Ит М = л 
р 7 16 2 ak A 
R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 3 RACSO 


x 


17.- Sea: W = 15 


0 0 
En el límite cuando x = 0 tenemos: W = pm 0 


— forma indeterminada 


Multiplicando el numerador y denominador por: 1 + Усозх , la expresión W se convier- 


te en: 


x? (14 Jcosx) а (1 cosx) 


w= ату, ESO MM 


х2 
= MWS хэй + /совх) свх). Z 
х-э0 ТҮ m ]—cosx 7 1 
x30 2 2 
x 
18.- Sea: W= 2605X -cosx 
2-1-1 
En el límite cuando x = 0, tenemos W = > 
1-со5Х 
También W se convierte en: М = ——5—— + 


Evaluando el límite se tiene: 


(1+4cosx) 


= lim W = lim 


x>0 x40 l-cosx 
x? 
БАГА 
Y ASO EE 


0 => forma indeterminada 


1 -4совх 


x 


14 Jcosx 


1 1 1 
d =т+т.— 
к 144со5х 2 272 


lím Ws й 1 — cos lím 1-Усо8Х l+ cosx 
x—0 x>0 2 x30 x? М 1+ cos x 
А 1 ка cocos E 1 
lim W = — + lím ———— 
Ї x>0 2 x>0 2 
арс 
mn 1+ cos(nx) 


14-со57. 
En el limite cuando x = 1, tenemos: W = @= 1)? = 


Debemos reconocer que cuando: х > 1 
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—————————M————MÁÁÁÁÁÁUMEHNI — Á 


0 


0 -» forma indeterminada 


<> x-1—0 < y=x-1 —0 


719 


————— 


Sí: y=x-1 > x=y+1 


Reemplazando en la expresión original, se tendrá: 


1 +cos[r(y +1 1+ соѕ(п+ п д2 
Р = 11 is B. y) P "s 


= lím W= lím 1-09) ,2 
x>1 x30 пу 


Debemos reconocer que cuando: y -э 0 <> пу э 0 


i ЧАРОГ 


= 1 Би oni 
= lím W = r7. lím ещ) =r. + 53 т М = = 
1>1 яуэ0 (лу) 2 «Э1 1,6 
TX 
LA 
20. Sea: W = 
4 1-4х 
cos 
> 0 
En el límite cuando x = 1, tenemos: W = TX ” = forma indeterminada 


Multiplicando el numerador y denominador por: 1 + Vx , la expresión W se convierte en: 


cos| JX cosl TX (1-4/х) (1+ /x).se 2,3, 
NEG 1-4х MEL) => acia Earl 2 (1) 


= , > = 
1-Jx * 1+4x 1-х ¡laz 
Si hacemos el cambio de variable: у=1-х = x=1-y 22.0) 
Debemos reconocer que cuando: x —51 <> 1-x>0 <> y-1-x 90 


(1 /1-y)se 29 


Reemplazando (2) en (1) tendremos: W = y 


T 
(1+ 1-y ).sen Ey š EY т 
= lím W = lím Haag) = lím W= lím (1+ J1-y )- pu -7 


x>1 y>0 y x>1 y 57 


мн 


Tt 
Debemos reconocer que cuando: y >0 <> тус» 0 
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T T 
= lím W=2. lím 22.) — lim W = z. 
xƏ1 луб Tt 2 2 x—1 
2 zu 
2 
2 
x 
21.- Sea: W = ——— 
he 1-cosóx 
0 0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = Ae = 0 => forma indeterminada 
Transformamos la expresión de manera : (61) (1) 
г or ane ue: = — .,——— 
P Ч 36 1-сов6х 
Si hacemos el siguiente cambio de variable: y = 6х . (2) 
Debemos reconocer que cuando: x>0 <> 6бх-›0<>у-—э0 
2 
1 y 
Reemplazando (2) en (1), tenemos: = 36: Nt. 
lím W = lá - » —3 - 
== = Loc ER —— = - E= = 
— o 36 * 1—cosv Xd 36 А, 1-cos y 
lím W his lin W E 
шээг ^ В 
2 
22.- Sea: w _ M3 
5.596 ^ 1-2cosx 
т 
T a г 0 
En el límite cuando x = 3 , tenemos: W = Te 0 = forma indeterminada 
1-2cos— 
3 
: -(n-3x) 
Ordenando convenientemente tendremos: W = 
2cosx-1 


En base a la identidad del arco triple, la expresión W se convierte en: 


x 

(n-3x) (= coe 

А EY) La 7 

cos3— sen| — -— 
2 2; 2 

x 
cos— 
2 
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т-3Х 


Si hacemos el siguiente cambio de variable: у = 


2 
T т-3х 
Debemos reconocer que cuando: х Е Е стщ? 0 <> 01-01) 
-сов2-(т —3x) 
> lím W= lím R A) 
" уэл 2sen| Z -3х | 
T—3x 
> Ит W--2cos-.Íf 2 >: mm o sn. 
Mir w e 6` A = J n^ rF 12 7 seny 
3 з se 3 
2 
= lím УУ--43() n dmwW--43 
x35 t Зі 
соѕх — cos2x 
23.- Sea: W => 
1-со5Х 
v. 1-1 0 1 А 
En el límite cuando х = 0, tenemos: W= Тет “ОМ? forma indeterminada 


En el numerador la diferencia de cosenos pasamos a producto y en el denominador por 
la identidad del arco doble (degradación), la expresión W se convierte en: 


3x x 
Debemos reconocer que cuando: x>0 <> * = O 228 0 
àx) 
(E 
3x lím — 2173 
sen| — 3r a0 3x 2 
n ? 2 2 
E lím W = lím : = lím W = = 
x>0 x>0 23 x30 Sen (z) 
ser 2 J Їйп 2/1 
3 a 2 
241) 
= [йт МУ = ww 5: lím W = 3 
x>0 =(1) x0 
2 
[ 1722] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos E $9 


1-cos(1- cosx 
24.- Sea: W = — ео) 


olo 


1-1 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = ЭГЖ = = forma indeterminada 


Transformaremos la expresión multiplicando el numerador y denominador por: (1 - cos ху, 
convirtiéndose en: 


1-cos(l-cosX) (1-совху 
(1—cosxy А х“ 


Si hacemos el cambio de variable: у = 1 - cos х 
Reconocemos que cuando: x э 0 <> 1- соѕх э 0 лу э 0 


= lím W= lím 
x>0 x—0 


1-cosy 1-cosx ї 1 Їйй1-совх й 1 1 Ё 
= lím W = lím 2 1 im ( 22 => lím W= 2 [20289 775 13) 


1-cos(1- cosx) | l- cosx ! 


(1-cosxy? x2 


x—0 y>0 y x>0 


E W 8.sen8 
.- Sea: = соб -— 
0 0 . 
En el límite cuando 0 = 0, tenemos: W = icm FO = forma indeterminada 


En base a la identidad del arco simple, la expresión W se convierte en: 


8.sen8 Ө h 7 
> М A = lím W = lím л Шт W=1 
sen'O ѕепӨ 620 650 ѕепӨ 80 
1+senx 
26.- Sea: Va — == 
1+cosx 


3n 
En el límite cuando evaluamos para x = PE tenemos: 


1 +sen 24 1+(—1) 0 
= яаг: C1) E 0 = forma indeterminada 
1--с053тл 
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Multiplicando el numerador y denominador por: 1 - sen x y en base a la identidad del 
arco simple y arco doble (degradación), la expresión W se convierte en: 


2 2 
зуу BEE amna n a ł-sen x LPT COS, X 
~ 1«cos2x ` 1-senx = 2сов x(1- senx) = 2cos!x(1-senx) 
lim. Ws lá - lím W 1 
= lím - оуу = lím = — sem 
y 3 ¿E E: 2(1—-senx) x_3n 2(1- sens 
2 2 2 
TT 
1 = 
27.- Sea: W= ASA 
x.senx 
- аи USE à в 
En el límite cuando х = 0, tenemos: W= > 0 => forma indeterminada 


Aplicando la identidad algebraica de la diferencia de cubos: 


@ -bP =(a-b(2+ab+b) = 1-(Y sx), = (1- Усозх )(1 + Усовх +Ycosx 2) 


L Л 7 Цав совт _ 1  Wiscosx 

a expresión W se convierte en: W= ———— -> 
2, ` X-senx 

1+%Ycosx +Ñ cos l+cosx 


Asimismo al multiplicar y dividir por: 1 + cos x, W se convierte en: 


sen2x 


» (1+ Ycosx + Icos? х).хѕепх.(1 + соѕх) 


lím W = И веш MT 1 
ím W = Ит „Ит 
x. хэд х x) (1+% osx E x)(1 + cosx) 
А cL cM 
Hm W-1- (14141141) 
lím = 
1-cos8x 
28.- Sea: W = 
sen8x 
-1 

En el límite cuando x = 0, tenemos: W = 55 = 0 => forma indeterminada 


En base a la identidad del arco doble (degradación) la expresión W se convierte en: 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Эф 


2sen? 4x sen4x 


ИНЭЭ = W= => W= tan 4x 
2sen4x.cos4x соѕ4х 
= lím W = lím tan 4х л im W = 0 
x0 x0 -x>0 
1 +senx -cosx 
29:51: \/ == EE ш 


1—senx-cosx 


1+0-1 


0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = TEN = 0 = forma indeterminada 


Transformaremos la expresión W ordenando y aplicando la identidad del arco doble: 


senx+1-cosx > 2sen?cos2 * 2sen? 5 E 25еп (coss +sen2 ) 

же. ЭИ re => = = СЭЁ-тэ = ол лишь 
—senx+1-—cosx Ё е 2х Х| ok x 
2зеп созу + 25еп 2 2senž( соз +senž) 


x x 
cos—+sen— —— 
a EL E mn w- 1+0 . AO 
2I DE. A ЭЛ. 5а tm W ERS 


sen— —cos— 0-1 
2 2 
sen2x 
З0=5беа- МЕ an 
cosx + cos3x 
л sent 
En el límite cuando x = 7, tenemos: W = 


0 
> кй” forma indeterminada 


п л 
esta +cos— 


En el numerador aplicamos la identidad del arco doble y en el denominador la suma de 
cosenos la transformamos a producto. La expresión W se convierte en: 


2senxcosx senx 
= 2сов2хсовх ^? cos2x 
ал 
sen — 
senx 1 
йн wa ma S= => H We —* = — 
>f тол (Gk кич: cost è =1 
2 2 2 
х lm W=-1 
x—0 | 
15! qe (1-ѕепх)? 
зше = (1+соѕ2х}? 
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(cei 


T 
En el límite cuando x - 7 tenemos: W = 2 


— 0 H . 
2 (1+созл)% ^0 = forma indeterminada. 


En base a la identidad del arco simple y el arco doble (degradación), la expresión W se 
convierte en: 


T (1- senx)? ь (1 —senxy? 
" (2cos?x)  8(1-senx)'(1*senx)? 


1 1 22351203 "1, 

ím W = lí 3 ín W= -~ lm W= — 

sa © a” OA 
2x + 2sen?x —2senx 
Js Mu EE S 

cosx —cos X 
В 0 0 » : 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = T^ 0 => forma indeterminada 


En base a la identidad del arco doble la expresión W se convierte en: 


2senxcosx + 2sen?x — 2senx 2senx(cos x + senx — 1) 
a cosx(1 —cosx) š cos x(1— cos x) 
x. "x x 
2.2sen— cos—(cosx + senx — 1) —2cos- (1 -cosx - senx) 
W= — 2 2 220407: —YOY 
cosx.2sen? = cosx.sen— 
2 2 
=2 cos |2sen2 £= 2senžcosž | acc p 
уу — “2 ч тэртээ ы #2 Дад) 4 бүрт БЕ 
cosx 2 


x 
cos x.sen— 
2 


x 
ruo x x н 41) 
lím W = lím -4. .|Ssen=-=cos=| > Jim W=-— — (0-1) 
x—0 x30 cosx 2 2 x>0 4 


2 Im W = 4 
Ez 
x.sen(sen2x) y 
Заг тг cos(sen4x) 


0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = 1-15 0 = forma indeterminada 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


EDITORES 


Multiplicando el numerador y denominador por: sen 4x y en base a la identidad del 
arco doble y propiedades de límites trigonométricos, la expresión W se convierte en: 


x.sen(sen2x) SER sen? (4x) x.sen(sen2x) 4 
© 1-cos(sen4x) ` sen4xsen4x ыг © 1—cos(sen4x) ` 2sen2xcos2x.sen4x ` 4 
sen? (4x) sen(sen2x) 4x 1 
s r s... L7 Заха. 


© 1-cos(sendx)' ѕеп2х ` ѕеп4х `8с052х 


Reconocemos que cuando: х э 0 <> 4x0 л 2x>0 


ѕеп24х sen(sen2x)  . 4x 4 
=" Im W.- alm Ху лал. dim ил лэ ШИН З м эрэгчин 
ша, sen4x>0 1—cos(sen4x) sen2x20  sen2x 4x30 Sen4x ` 4x0 8cos2x 
W = (2 A | JE š: 
ў] = DO |= б == 
= lím W = 000 [s сэл 4 


sen(A + B).cos B – sen(A 4 C).cosC 
34.- Sea: W= -eO TO С) 


Еп el límite cuando В = C, tenemos: 


sen(A + С).со5С - sen(A + C).cosC 0 | I 
= —  smC-C) =g > formaindeterminada 


° 


Entonces transformamos los productos a sumas en el numerador de la expresión: 


‚ + B)cosB - 2sen(A + C)cos C 


2sen(B — C) 
E + 2B) +senA -[sen(A « 2C) + senA] sen(A + 2B) - sen(A + 2C) 
> 2sen(B- С) = BE 2вег(В-С) 
E 25é«(B -C)cos(A 4 B.C) 
Transformamos la diferencia a un producto: W= Sén(B - C) 
> lím W= lím cos(A + B + C) - Ни W = cos(A + 2C) 
B>C B>C вэс 
43-47 + cosx 
35.- Sea: ЙЕ —— оа 
ѕеп Зх 
= 0 
En el límite cuando х = 0 tenemos: W = L Уз O > forma indeterminada 
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a 


También W se puede expresar como: 
vs 43 - 424 соѕх 43 + 42 cosx Ws 1-cosx p 
AO EE = m s 
sen^3x 43 +42 + cosx 
(sen? 22) — Л + [25 cosx) (9x 


Debemos reconocer que cuando: x—0 <> Зх э 0 Le 


Л xa ax 2 

s E oe (ВЫ 

F dm йн 9 "434 Y2+cosx ` sen3x 
1 1-cosx 1 lím 3x Ý 
IIS ME га === = 
БЭР 9 хан х? A 3 + 4/2 + соѕх кешеа 


171 1 43 
fin W = == SN - dá = — 
= ymw- g эл p W 308^ 
senx —cosx 
36.- Sea: W = 
1-tanx 


л л 
Sen, COS 
4 


0 
En el límite cuando x = > tenemos: W = = = @ — forma indeterminada 
1-tan— 
4 
Expresamos W en términos de senos y cosenos: 
senx—cosx ` cosx(senx-cosx COSX —senx 
yy, „ CA Ea (Чап ны) = Waco. E) =- COS x 
1-58 cosx —senx cosx —senx 
cosx 
л h У 
= lím W = lím (- cos x) = - cos — -. ANDAS 
үед x3 4 хэй 2 
4 4 4 
tan х —senx 
37.- Sea: WS" == 
x 
v tan(0)-sen(0) 0 | р 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = ——— = — = forma indeterminada. 


o 


0 


Expresamos W en términos de seno y coseno, luego agrupamos convenientemente para 
aplicar las propiedades de límites trigonométricos: 


ѕепх 


бах! nx(1—cosx 
¿COS BE ре 

гаж K = T" w= Se cosx) 
x cosx. 
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senx 1-cosx 1 
x ` y? `cosx 


nx — 
} Ит W= Ит ==. lim EPSE Ит 


> lím W = lím I 
x>0 x30 X 1 150 x x30 COSX 


x30 x30 


1 ou = k. 
= lí W = afz) (1) > lím 
x30 pU 
3 
1 x 
38.- Sea: W= == 
tan x 
1-1 0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W= PE = 0 => forma indeterminada. 


Aplicando la identidad algebraica de la diferencia de cubos, y expresando en términos 
de senos y cosenos, W se convierte en: 


dt (1 —cosx).(1 + cosx + cos? x).cos? x T 41--со5Х)(14 cosx + cos? x).cos? x 
wii 3 sen?x 5. E _(1—cosxX1 + cosx) 
(1 -cosx + cos? x)(cos? x) (1+1+1)(1)2 
> MW sim zF NaI > mAN = —— 
x>0 x>0 (1 + cosx) 0 (1+1) 


TX 
йл Il 
39.- Sea: W = 
x 

р 0 y , 

En el límite cuando x = 0, tenemos: = 0 => forma indeterminada 
тї ч ^ 
También W se puede expresar como: W= x 2 
Т- 
2 
, TX 
Es necesario reconocer que: x 0 <> p; m 0 
TX х 
ta E ta == 
A u T {= F. i 
= líñün W = lím E ím W = — . lím = — 
x30 x30 2 хи x>0 2 320 ues 2 
2 2 
2 
lím W = = 
x—0 

Límites y Derivadas Trigonométricas R22 


40.- Sea: W = sec x - tan x 


T п п 
Cuando х = 7, se tiene: W = ѕес = - іап = = оо – оо — forma indeterminada 


2 2 2 
Pasando a senos y cosenos, multiplicamos y dividimos por 1 + sen x , la expresión W se 
convierte en: 
2 


1-ѕепх 1+senx ta cos x 
7 сеу 'l«senx ^ — соѕх(1 +ѕепх) 
cosx cosa 0 
= lim W = "DET 2 > línW- = mV .— 
хэй хэй +ѕепх хэл e s. хэл 1+1 
lím ; = 0 
22 
‚ w Secx-2tanx 
A 1+c054x 
т 
En el límite cuando hacemos х = т tenemos: 
2T т 
$ sec” ——2tan— (ey -2 0 А | | 
= кисү ш = 0 == orma indeterminada 


Transformamos la expresión en base a la identidad del arco simple y del arco doble 
(degradación), convirtiéndose en: 


2 2 
+ - = 
w 1+{ап x -2tanx w (tanx— 1) 

1+c0s4x 1+соѕ4х 


Expresando en términos de senos y cosenos tendremos: 


senx | 
cosx (sen x - cosx)? (cosx —senx)? 
= » Wan Е с. 1 л алийн 
1+c0s4x cos“ х.(1+ cos4x) cos“ x.2 cos” 2x 
(cosx —senx)? 
= = ноа E TD 731-3 UH 
2со5 X(cosx —senx)' (cosx + senx) 
. 
1 | 1 
lím W= lím ——  —— > lmw=—— n 
E хэл 2 cos” x.(senx + cosx) vut 1 | 131 Ї 
4 4 4 E s == 
/2)|у2 J 
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> lím W= “Пү. I 
"C 21112) 


2 
42. 5а: WE = 
x.tan4x 
0 
En el límite cuando x = 0, tenemos: W = D — forma indeterminada 
2 2 
3sen x senx 
EN 8 Зах 
Tambiéft W se puede expresar como: W = x.tan4x — 7-5 2: tan4x 
х? 4х 
Reconocemos que cuando: х > 0 © 4х 2 0 
Hm | senx 
' 3 161 3 (1) 
=> lím W = + . Im taníx > lin W = + (1) 2 
x0 4x0 x0 
4x 
tan(1- cosx) 
43. Sea: М = cos(tanx)-1 


En el límite cuando evaluamos en x = л, tenemos: 


{ап (1 + соѕл) 0 0 


= cos(tanm-1 © 1-31 ^0 ^ forma indeterminada 


Multiplicando el numerador y denominador por 1 + cos х y їап2х: 


tan(l«cosx) (1+соѕх) tan?x 
=- 1-cos(tanx) ` (1 +cosx) ` tan?x 


Agrupando en convenientemente para luego aplicar las identidades trigonométricas y 
las propiedades de límites trigonométricos, la expresión W se convierte en: 


tan(1 + cosx) tan2 x (1+ cosx).cos? x 
(1«-cosx) ` 1-cos(tanx) ^ (1+c0sxX1-cosx) 
Si hacemos el siguiente cambio de variable: y=1+cosx л z=tanx 
Reconocemos que cuando: х-эл<> 1 + соѕх 0 <> y>0 


Asimismo cuando: xom« tanx—0 <> 290 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


2 2 
tan y COS Х 
= lím W=- lim ——. - lím 
х-л yA y 20 1-0052 хэл 1-cosx 


os? л MEM ; m A 
2 В. c : . CX 
E Рону 2: 1-с057 < y 1-3) à ШО E 


tanx + tan2x 


2 z 


44.- Sea: W = 
cosx + СО52Х 
л 

Еп el límite cuando x = 3 , tenemos: 

" 21 t 2л. 

an— + lan 28418 0 , 3 

Үү- <= = шиг 0 — forma indeterminada 
COS— + COS— —-—4— 
3 3 2) 32 


En base a la identidad del arco compuesto y de transformación trigonométrica a produc- 
to, la expresión W se convierte en: 


sen(2x x) 
WE coreo — 0. 0 ene Б 
2cos2* cos 2cos2x.cosx. p E 
2 2 2 2 


Y empleando la identidad del arco triple tenemos: 


3x 3x 


md duh" pe 3x 
= W= Зх x = límW= lím 2 
n n 
2со52Х.С05Х.С05---.С08-- зз хэз 3x 
2 2 те 
sen— x 8 
ia а == 52 > Ний TÁ w тн 
cos. cos. cos 22. 3 431 1 3 
3 3 : TW 
МЕ AN 
л Арт W = 
m: IT | 


» (tanx--cotx – сѕсх)? 


45.- беа: W 
ѕесх – 1 


Reconocemos que en el límite, cuando х = 0, se tiene: tan x = 0; sec x= 1 


Y: cotx-cscx- ——— = — = = = se presenta la forma indeterminada 
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En base a la identidad del arco triple, la expresión se transforma en: 


f "e (secx.cscx - csc x)? ma 2 esc? x (secx - I) 
secx-1 secx==1 | 
2 1 1-cosx 
= W = сѕс х. (sec x - 1) =" W= > 
ѕеп2х cosx 
(1- cosx) 
= M (1-cosx)(1+ cosx).cosx 
„ Y IC 
= Їйл W = lm (+ cosx).cosx ^ (1+1)(1) 5 
М {ап (ах) 
46-58: W= (1 —cos(ax) + х)(ѕес(ах)) 

; E 0 | ; 
| En el límite cuando х = 0, tenemos: W = ri: forma indeterminada 


Transformamos la expresión en términos de seno y coseno: 


sen(ax) 1 e) 


= cos(ax)sec(ax)' (1—cos(ax)+x) ^7 ha 


ax 
1-cos(ax) А X 

ax ax 
Reconocemos que cuando: x >0 <> (ax) э 0 


Luego aplicando las propiedades de límites tenemos: 


Hm  Sen(ax) 
| — a 12853. ог ШШ. 
, ax0 ax x30 ax " 
x.tanx.secx 
47.- Sea: W = (1+ x!)sec! x -1 
І 0 
En el límite cuando х = 0 tenemos: W= 0 = forma indeterminada 
Transformamos W en términos de seno y coseno: 
? ” senx 1 
Ë { Ж .COSX 
МГЕ 90520085 o wa халы 
Ery 1 1+x“°—cos” x 
cos! х 


Límites y Derivadas Trigonométricas [271735] 


Xsenx.cosx 
2 


W = EA, 25 үү = x 2 ? 
1-со8 x+x (1—соѕхҲ1+соѕх +соѕ x)*x 
g 
lím (Sen) cosx 
lim W= — — 
"0 lím (1=595%) (1 4 cosx+cos? x)+2 
х 
+ I 27 
БАГ... ш; lm W = = 
E ел) тз 
2 
x 


48:- Sea WE — — — 
2arccosx-T 


En el límite cuando x = 0, tenemos: 


5228 иж. s 


W = узи ер. OE ж) => forma indeterminada. 
2 


En base a las propiedades de las funciones trigonométricas inversas y propiedades de 
los límites de las funciones mencionadas, la expresión W se convierte en: 


x X 
WE e Mie d uy mcr таш 
2| ®-атсзепх -т —2arcsenx 
2 
Р и 1 х 1 t 1 
= Im W= lm - == 555 (l) = lim М =-7 
x>0 x30 2 arcsenx 2 x30 2 
49.- Sea: М = 2tanx —arcsenx 
ИОН ч senx 
En el límite cuando х = 0, tenemos: W = 0 = forma indeterminada. 
2senx arc senx 
2 tanx агсѕепх LOS x X 
También W se puede expresar así: W — mx — M = =n 2—3 
P P SenX ^ senx p senx 
x 
сиз lím arcsenx 
" ii » x 
> lím W-lím|2secx- —X——| -2  límW=2.lím secx - ———t—— 
x0 x0 senx x0 x0 lím senx 
— x30 x 
x 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos ЫГ ACS 


>  límW=2-1 " 
x 


50.- Sea: W=(1-x). БӨ! 


Al evaluar para х = 1, tenemos: W = 0. [о] — forma indeterminada. 


Pero W también se puede expresar como: 
п Tx 
W= (1-х). ctg] у 5 = “W = 


л 
Haciendo: у = 2 (1-х) 


T 
Reconocemos que cuando: x1 <> 2 (1-x)>0<> y>0 


E -) 
é EL I -—de й 29”” Y Эй 2 
Е n O 
2 tan] —(1 -x 
demi 
k. 21522251 m 


DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
51.- Tenemos: y = sen (322 + 2x + 1) 


dy d 
> r» A 


DIS 


l ss BË заа. 22) 


52.- Tenemos: у = sen (е - sen x) + cos — 


9 
d d л) 
эж x SC S gat n 
dx “os (е - sen x). di (e - sen x) + m (cos 
d 
ээ. = cos(e* - sen х). [Ee -Etenn | 0 
dx dx dx 
Límites y Derivadas Trigonométricas R22 


53.- Tenemos: 


54.- Tenemos: 


55.- Tenemos: 


rs = coste“ - sen 9. (е^ - cos x) 


= 5 ѕеп“(ѕеп х+5) +1 
У 


dy E, ida 

pap (sen` (sen x + 5)) + 7m (1) 

dy 3 4 0 
йг =3.4 sen (sen x + 5). cos (sen x + 5) (веп x + 5) + 
dy _ 3 | 

dx = 12 sen (sen x + 5) . cos (sen x + 5) (cos x) 


y = sen(sen (sen x)) 
d 
= cos (sen (sen x)) . E (sen (sen x)) 


dx 


dy dy 
dx k 995 (sen (sen x)) . cos (sen x) . gx (Sen x) 


d 
= = cos(sen (sen x)) . cos (sen x) . cos x 


y = sen2(3x +1)-3 


dy d d 
+ = 2 sen (Ол Т). FT (sen (3x + 1)) Син (3) 


ах 
EY 2 3x +1 3x +1 E SP) O 
m sen (3x + 1) . cos(3x + rl X +1) - 
dy 
е9 2sen(3x * 1) . cos(3x+1) .3 
————— 
dy dy 
Por arco doble: түс = 3 sen 2(3x + 1) s — = 3 sen (6x + 2) 
dx dx 
E T 
56.- Tenemos: у = cos (z +sen? x) m 
dy л d (m 
— Мэй n ZEN Tas TEME 
as sen (7 +sen x) d [Ë sen x =Í) 
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dy л 2 dí m d 2 
2 =- sen(Z sen ЛЕВЕ 4 


ч 


n =- sen(Z + еп? x Р [0+2зепх- 4 (зепх)| 


dx 
dy m 2 
Um =- sen( «sen x . (senx . cos) 


57.- Tenemos: y=4 cos (2x + 5) - 7 


dy 


7m mS 3 cos"(2x + 5). £ (cos(2x + 5) - 2-0) 


“Y 12 cos 2х45) . ( sen (2115). PI 8:5)-0 


dx” 
dy 
dx 


= (12 cos? (2x + 5)) . C sen (2x + 5) . 2 


58.- Sea: y = tan(sen x) + 1 


У 202 4 28 
dx = sec (sen x). ЕВ (sen х) + ax O 


59.- Tenemos: = tan (In (х2 )) + esc e А 


d d 
š = зесш®уу. Z Un 02) + E (es^ TE.) 


d: 1 d 
E - sec? (In(a?)) . 32 46 (х2) +0 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


dy d 


Y ¿da ses 
di Em (tan (х + sen x)) - a 0 


60.- Aplicando: 
4 » 
= 3 sec!(i + sen х). dx € 4 sen x) 


61.- Tenemos: y = (3х4 - 7) . сої (х2 + 1) -5 


Usando la derivada de un producto tendremos: 


d d d 27, 
E = (cot (22 + 1)) . e -D:0é-7. P+D mO 
E = (cot(? + 1)). (12%) + (32% - 7) . (osa? + 1)) . Sw. 1)-0 


x = (cot(x? + 1)) . (12:2) + (31% - 7) (- csê( + 1) . (2х) 


T 
62.- Tenemos: у = ѕес(2х + tan x) - 8 


Ordenando: 


du " yn а (n 
= dx = sec(2x + tan x) . tan ( *tanx). ql + tan x) - 77 8 


dy 
dx 


= sec(2x + tan x) . tan (2x + tan х). (£2 Lanz) -0 


63.- Tenemos: y = csc (sen x - 22) +1 


а а 
E! ` x= (csc (sen x - x?)) + эх 9 


4 4 
> = = - csc(sen x - x°). cot(sen х - х2). ¡AO 
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y 2 2 
—- = -csc(sen x- x ) . cot(sen x - x) . (cos x - 2x) 


т n 
64.- Tenemos que: f(x) -acosx 4b = (3) a cos[ 3) +b 


ЭЭ dEl. a шү dE lud 
ero: 3 |= A Cos|G = 2 нийг 2 24 zc 


. d d А 
Ahora: f. = gy (8 соз х) +ç (b) = Л = 4 sen x 
P 5 1 23 3 us = 1 3_ 1 =a] 2 

ero: fa) 2 ^ зеп = > > la = a=-3...(2) 
6 

Reemplazando (2) en (1): 

3 5| +b=2 p= 7 ‚ ЖАР 

c 2 +b= = -— . Ж "жы 1 


х 
65.- Tenemos: f(x) = sen?x - 2 x€ (0; п) 


Derivando respecto a “х” e igualando a cero: 


А d 1 d 
Роз = 2 зеп х. qx (Sen x)- 23:079 


1 
= 2senx.cosx- y =0 
1 
Pero: 2senx.cosx=sen2x = sen 2x = y 
2x E 2x эл 
= =% A =% 


Limites y Derivadas Trigonométricas 


R22 [E] 


DERIVADA DE F. T. INVERSA 


T 
— —arcsenx 
66.- Tenemos: у= = 
J < 
Л arccosx 
Pero: 2 ac ѕеп х = атс cosx = y= ke 


Usando la derivada de un cociente: 
Td d 
y 1-х m rc cosx) — (arc cosa) Y 1-x? 
x x 
=> -— Билли EA w 
бх (1-20 


Simplificando: 


67.- Tenemos: y = arc sen (In x) + arc «(| 


a “Бакет E E (тх) + (arcsen(4)) 
dy 1 1 dy 


— — E | 0 
dx 41- (xy. 2 


68.- Tenemos: у = cos (arc sen 429-3 


dy d d 
dx = 7 Sen (arc sen АХ m (arc sen ух ) Fm (1) 


710] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 3 RACSO 


FTN 


2 "dx 


gx sen (arc sen Jx). ns i 


1 d 
— -= - sen (arc sen Ух). Lr: E ч no 


d 1 1 
- =- sek (argen Ух). q e 


Evaluando y usando propiedades de funciones trigonométricas inversas: 


dy ага a: 
дах * uc UE dx 1-х 
69.- Tenemos: у = агссоѕ ( V1— x? )+ 5 
dy zi CE 
A m 1-01-32р ` A лр 210 | 
йу — 1 юэ?” 0-3) «0 
a ПЕ 2) 2 
dy * Sl В "d ELI. 
5У ` me (58) E Ey вые 
dx х `x 1-2 i dx rafia? 


70.- Tenemos: у = arc cos Ух -arc tan (3) 


d 
= — яу (arc cos ух x) E y (arc tan 3) 
di E 
a — „Z (x )-0 
1-ух 2 
dy a. -1 = : dy Ч -1 
m Ул-х` 24x 2) ах 24x - x? 
71.- Tenemos: y = arc cos (e*) + arc cos У1—е2* 
dy -1 d zi d 
Z т 009+ ——. uote 


) 
Ле рогу 8 


Límites y Derivadas Trigonométricas Н22 


- 


dy An. A Т = в 
dx ДС, SOL h-a- +2 1—е2* s (1-e ) 


dy _ e + Y ga) A E Q 
dx h — e2x we. Л Lg ie ><: mee 
dy a o ex рушд 
dx /— TELS 4 1-62 dx e 
arc sen 3x 


72.- Tenemos: y=2 + arc sec (8) 


== dv zs 4 pres 35) n 2. (arcsec(8)) 


dx dx 
dy 4 arc sen Зх ж 
Е С Que n 
Sea: u-2* 9 *9* > In = [и (293%) 2 (arc sen Зх) In 2 


dn aum 


Derivando ambos miembros respecto a "x 


1 аи In2 21 4: ди n2 u 
—.—— =ln2. += == шы ‚=р=== 
^ m V1=(3xP B 1-9x? 
" (In2 ) 9 arcsen3x 
г 3 3 
Рего: u= 2° c sen 5x E Po (235254 5) = 1732 РҮ” (**) 
Reemplazando (**) en (*): RE 1-9? 
73.- Tenemos: y = arc tan(2x - 5) - arc csc (4) 
PE. 2x-5 ж. 4 
2 tm (arc tan (2x - 5)) - хэ (arc csc 4) 
dy 1 dy 1 


=—z_. ——(2x-5)-0 = (2) 


dx 1+(2x-5y dx 4x? -20x+26 ` 
штээ  — 
Simplificando: dx | 2x? —10x 4 13 
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74.- Tenemos: 


I wu 
dx 1+( x EE. 4 1) 
ДУ ай ш Ж 
dx neen 12571 
dy 
dx 


75.- Tenemos: 


dy 1 4. 
> — - — эг 

dx  1+(3senx) ` dx 

dy $ 1 

dx — 149sen?x 


76.- Tenemos: 


Ax? - 


юм” 
AL la a Эв 


п 
у = arc tan (3 sen х) - cos = 


- 3 cos x - 0 


y =- tan (3 -arecosx) 


y =arc tan (44х2-1) 
da? 40 


“Ял LT 1) 


7 


л 


"UL 
(3 sen x) - 3 (со 7 


гын 
+128, s 


Por propiedad de funciones trigonométricas inversas: 


) 


л 
y = - tan (arc sen x) + tan 5 
"Um 18: a 4_(, эл 
= dx = sec (arc sen x). 2 (arc sen x) + e (tan 3%) 
d 
ах Т - вес (arc sen х). 2 +0 
115502 
Por identidad tri mia ШЕ 1 SE 
Or iden a 1gonome са: тт = = ( nx) . Imus 
A ээ VV. Ey = =! 1 
dx | 1-sen*(arcsenx) ` J,. х? dx 1- [sg taroen] “41-32 
dv _ 51 x 


dx ^ q-xb4-x? 


Límites y Derivadas Trigonométricas 


т 
77.- Tenemos: y = атс cot ( 42x? 1 )- E 


aes le | 
= m t 2 - 
dx 1-(42х7-1) - id 


dy ТЭ 
dx 052 — is 02? -1) - 


de РЕ .. Трыа" 
ах "Зай рт ) 1 Ax laa 


78.- Tenemos: f(x) = x . arc sen x 


Derivando f(x) respecto a “x” usando la derivada de un producto obtenemos: 


d d 
> f'a = x. p (arc sen x) + (arc sen x). je (x) 


1 
Fu =x- hz + (arc sen х). 1 
1-х 


" 1 1 1 
f (1) F5 J: + arc sen 5 E fur 
4 
DERIVACIÓN IMPLICITA 


79.- Procedemos a derivar la expresión dada, y obtenemos: 


Es sA 4 iy - р ivada implíci 
a (sen y) + dx (y) - qe (078 „ 9х: deriva a implícita 


— )-— dy 
Factorizando T. (1 + cos y). Яс -0 
Como: y#(2k+1m,keZ = 1+ соѕу#0 


dy 
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d 
80.- Derivando implícitamente tenemos: 2 sen y . — (sen y) - 2x = 0 
Р У 2 y 


2seny.cos y -(y)-2x=0 , y”: derivada implícita 


Recordando que: 2 sen y . cos y = sen 2y 


81.- Tenemos: y.senx-xcosy+1=0 
Derivando implícitamente y usando la derivada de un producto, tendremos: 
Y, а а ry rem 
= (sen x). ах Um (sen x) - x. uz (cos y) - (cos y) . WE (x) + p" (1) = 
dy dy 
(sen x) . E + y . COS x - x(- sen y). "e - (cos y) (1) +0 = 0 


d 
Factorizando: — (sen х + x sen y) y cos x - cos у= 0 


Despejando tenemos: 


82.- Derivando implícitamente: 
d dy d 
= гах (Sen х) + (sen x). E da] (cos y) = 0 
dy dy 
y . cos x + (sen х). т + (- sen у). Td =0 


d 
Factorizando: * (senx-seny) +y.cosx=0 


Despejando tenemos: 


83.- Tenemos: y = cos (xy) + V. 


Derivando implícitamente y usando la derivada de un producto: 


-- A dy 
> q = sen бу). +ç у) +2. n. 


Límites y Derivadas Trigonométricas R22 ZA 


LS = dy 
dx =- sen (ху). (х. жи. 2 09) 25 2у. dx 
A 99 du, 
- =- х. sen (xy). T - y. sen (xy) + 2y - m 
dy 
Factorizando m NE (1 + x sen (xy) - 24) = - y sen (xy) 
dy —ysen(xy) 
Despejando: dx ^ 3*xsen(y)-2y 


84.- Derivando implíci pé 29.2. Le 
„~ Derivando implícitamente: he (cos (x) - m (sen y) + а= 


dy 
= -sen(x2). Z oð- (cos y). o 
dy 
= - sen (х2 ). (2х) - (сову). Y P + ДЕ =0 
l 2 dy 
Efectuando y factorizando: -2x . sen (x^) + (1 - cos y). EE 0 
"— dy 2xseníx?) 
espejando: x ^ 1+созу 


85.- Derivando implícitamente: 


-2 2 S 100 
ийг” (tan (x + y) + 7, (cos y) - q 07 
2 d dy 
sec (x + y). Е (x + y) - (sen y). ES -0=0 
dy 

sec'(x + у). Ë 23 - (sen y). p 20 


dy 
sec Ux + y) + sec ?(x T У). dx - (sen y). 


Factorizando: ѕес2(х + y) + [sec? (x + y) - sen y]. de 


822 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Б RC so 


É dy —cos? (x + y) 
Despejando: Hr 3 GRUT Ten y) =seny 


86.- Derivando implícitamente: 
4 
=> лон (sec (x + у)) - 2 (у m p 0 
d 
sec (x + у). tan (x + у). ax C * 9-2. 150 


dy d 
sec(x + y). tan(x + у). 1+ | -2y. IT 0 


d 
Factorizando: (sec (x + y) - tan (x + y) + 29) =- sec (x + y). tan (x + y) 


dy _ _ —sec(x y)tan(x + y) 
dx 


= Беса улап + y) 2y 


87.- Derivando implícitamente: 


d d 
ший, = sec (ху). = (xy) - yy. Y E -0 


d d 
есу). (x. de e y)- зу. 2 ЭУ 20 => х. зес(ху). SE + y весу) - Sy". а 
Factorizando: (x. sec? (xy) - зу). q ME = +y. вес (xy) =0 
d = roS 
Despejando: ESPA — user) _ 


de | хес (ху) -3y* 


88.- Derivando implícitamente: 


d d 21 1 dy 
gx (arc cos x) - +— (/у)-0 > wo» mers = 
Despejando obt Z лч 
espejando obtenemos: — = == 
n 4х Ni 
Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


89.- Derivando implícitamente: 


A E су, ЭРЭЭ A "idy 
> qx (ere cos y) - AA = m "ud. 15050 
d ) 
Despejando obtenemos: 4 -- 1-y? 


90.- Derivando implícitamente: 


d d -1 
qx (arc sen (хуу) + йү (ух)=0 = 24247 : D eye t x YX) = 


d -1 -1 
Factorizando: = (ух). | =—====+1|]=0 , o lA ++ 40 
dx 72 y 1- xh 
ax x) 70 
REGLA DE L'HOSPITAL 
x—sen(nx) 
ЗЕ Sea: W = x 4 sen(nx) 


0 
Al evaluar para x = 0, tenemos: lím, W= 0 => forma indeterminada 


Por lo tanto el límite se determinará aplicando la regla de L'Hospital, que consiste en 
derivar el numerador y denominador hasta levantar la indeterminación, es decir, hasta 
que al evaluar en el límite la expresión posea una valor determinado. Veamos: 


d 
La primera derivada del numerador: c (x - sen (лх)) = 1 - 1 . cos (nx) 


d 
La primera derivada del denominador: Tx (x + sen (лх)) = 1 + п. cos (nx) 


E j m х E 20500) 
Evaluando el límite: Ит, W Ит, 1+ псоѕ(лх) = Ит, W = TF ncos(0) 
T 1-7 
ЖОЙ 1+7 
R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Auc so 


T 0 
92.- Al evaluar para Ө = 7, resulta — forma indeterminada aplicamos L'Hospital. 


2 0 
d[sen(2 cos0)] 
lím sen(2cos0) | leu dx T sen(2cos0) | lón cos(2cos0).[22eerió] | 
opz 20088 өл  di2cos0] ean 290588 = ex |-2вөнӨГ” 
2 2 ах 2 5 
2со50 1 * 
> lím ets” = cos (2л) -— Ит — _ 
o cos 2 вэ? cos 
2 
93.- Sea: W= Эх -2х 
sen3x 


Al evaluar para x = 0, tenemos: 


0 
lím W = —= forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 
D 


0 
Р : 4 2 
La primera derivada del numerador: pos (5x - 2x) = 10x - 2 
1 А ч а 
La primera derivada del denominador: E (sen Зх) = 3 . cos Зх 


| 10х-2 -2 
El límite será: lím W = lím 
x>0 


2 
x30 3cos3x — 3cos(0) ^ IE 


1-senx-cosx 


94.- Sea: W= 
1+senx-cosx 
0 Я 1 : 
Al evaluar para х = 0, resulta: o forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


La —senx —cosx) 
x 


-cosx+senx  -1 
> lím W = lím E = lím W = йт ————— = ET 
x0 x0 ESTE — cosx) x30 х-0 соѕх +ѕепх 
dx 
Im W =-1 
x0 
sen(1 -x?) 
95.- Sea: Иа 
ЖОП 
Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


Al evaluar para x = - 1, tenemos: 
sen(0) 0 
Determinamos la primera derivada del numerador: 
d 2 2 
qa Gen (1 - x)) = cos(1 - х). [2x] 
1 ! : d з 2 
La primera derivada del denominador: die (х +1) = Зх 


—2x.cos(1— x?) a —2cos(1 = —2cos(0) 


El lími 4: Їїт W = > 
ímite será Ит, 3x? Hr Д 3x 31) 
‚ жалма 
1 хэр 91:73 
Зх — 25еп4х 
96.- Sea: М = ET 7sensx 


0 
Al evaluar para x= 0 , resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L' Hospital 


а us — 2sen4x) 


—8соз4. 
= Шт W=lím L——— ә límW= т E 
x0 x0 4 (6x —7sen5x) x0 x0 6— COSIX 
dx 
e. 27 . QUEE 
e Ea 6-35 E evi: 29 
97.- Sea: W “онь! 
“oca: 365 (8+4)sen(n8) 


Al evaluar para 0 = 4 tenemos: 


W= 


olo 


; forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


d 
La primera derivada del numerador: 20 (8? - 16) = 28 


La primera derivada del denominador (para un producto). 


d ӨД -1|-2(0-4 2 үт! Ө 
46 16 +4).зеп(л л= | 40+ 2]. sen ) + (0 +4). -g sen (10) 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos n so 


d 
de [(0 4 4) . sen 


(10)] = sen(10) + (0 + 4) . п cos (n0) 


y 3 20 8 8 
=> lim W= lim — m 2 —  I[r” Y - — 
8-4 8-4 sen(n0)47(0--4).cos(n0) 56ёп4л--8л.со54л 8л 
JUS" Lr 
lím W = — 
9-4 тп 
2 
х 
^v 
98. беа: W = sx 


Al evaluar para x = л, resulta 0 


forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


d 
22 > t 1 1 
dx л? - заа HN 
lím W = lím — > lmW= = lmW=-1 
xm xm xm cosx xm COS TT 
— —(senx) 
dx 
2 
Um 2 
E lím W = — lím = — 
хәт =1 xn T 
senx —sen2x 
99.- Sea: Wi >= = >. 
sen3x 
Al evaluar para x = 0, tenemos: 
0 j 
W= ip. forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 
La primera derivada del numerador: E. (sen x - sen 2x) = cos x - 2 cos 2x 
La primera derivada del denominador: E (sen 3x) = 3 cos 3x 
k cosx—2cos2x 1-2 1 
El límite dará: Ip W: = lm aaa = Е Im =-5 
x—0 x>0 3c0s3x 3 x—0 3 
22 
100.- Sea: W = — ——— —— 
sen(vx? +4 -2) 
Límites y Derivadas Trigonométricos 1774 751 


Al evaluar para x = 0, tenemos: 


0 0 
W= sen(2-2) = forma indeterminada entonces aplicamos las reglas de L'Hospital. 


d 
Hallemos la primera derivada del numerador: Ta (2) = 2x 


cos(Vx2 +4 —2) +4 -2) 


: : : d [e 
La primera derivada del denominador: — [sen (V x^ +4 -2)] = NO 
ý dx Ue cr +4 


Ух? -2 
= — 8 [sen TNI 4 -2)] = кеш AA - ) 


El límite será: lím W = lím Шш < 
ímite será: lí = lí — = 
xo =» +4—2) X30 cos(Vx2+4-2) 


dn 
2 
= т W = 2. 
MN MO EET TES "IE ин 
x^ +4 
o lím W = a 
х0 


3 


У + senx —y1-—senx 


x 


101.- Sea: W = 
Al evaluar para x = 0 tenemos: 
1-1 


ОМ: Sage forma indeterminada entonces aplicamos las reglas de L'Hospital. 


Determinamos la primera derivada del numerador: 


COSX —COSX 


ax is A) = а UM sn 
d 
La primera derivada del denominador: "m (х) =1 
El lími Ok cosx 1 " 1 
ímite será: эн = lím, “өр al ams Ера 79 


[71752] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos Suc О 


lim W=1' 
x—UÜ 


T—3x 
102.- Sea: W = a 


Al evaluar para x = 3' resulta 02 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


d 
— (1 =3x 
2 т-33) Ё 
> línW-lím d > jm W = їп 
Xm == q с; 5 a — 2.(-senx) 
йт w = — lin We E lím W=- J3 
= im = = m = 5 t =- 
хэс 2sen— 123 (tJ E» " =, 
3 Las 
] 


Lco =) Эр т. T sent 
Ит W=lím —3 = Ит W = lím L = 2 
x>0 x>0 За -4Х) х-э0 x>1 1 
-24x 2 


1-cos8x 
104.- Sea: W = sen8x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 ; forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 
ыар) 
dx 


х-э0 х-э0 


8sen8x 8(0) 
Їйп W= lím === 
— (sen8x) x0 x30 cos8x 1 
dx | 
л Im W = 0 
х=+0 


Límites y Derivadas Trigonométricos 


R22 [E] 


105.- Sea: W “тэл 
п.ќап (=) 


Al evaluar para x = 0, resulta 0 ; forma indeterminada entonces aplicamos L' Hospital. 


| 1-tanx 
106.- Sea: W = Senx—cosx 


п 
Al evaluar рага х = Л resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L” Hospital. 


d 
a Pied —sec2 x 
=> lím W = lím -J = Im W= lim e BH 
хэт хэл g Senx— cos) хэт хэй COSX + ѕепх 
x 
Жа. S ( J2y2 2 
> lm W= — = = rm Wa E EE: 
хэй cos? sen хә® An ГЪ _2_ 
ч Чү”, 5 CIA 
107.- Sea: W = cos2x + cosx N 


tan2x + tan х 


Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


d 
LoS (eu —2sen2x —senx 
NA A TE налан 
xs хэ —(tan2x + tanx) хэй 11 -ѕес 2x * sec" 2x 
dx 
її "ш 3335 . 8 
—2sen ¿“E 2 2 е, 
> lim W = —— ыш = lím W = ZA 
x3 2sec? 22, sec T x>% 2(-2Y +(2Y 12 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


m ren 


tan(ax) 
108.- Sea: W = үх —cos(ax)][sec(ax)] 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


L— 
= т W = Ит —— 8 


х-э0 x?0 T [14 x — cos(ax)][sec(ax)] 
dx 


, 4 а.вес (аху) 
p E Ms in (1 + assen(ax))(sec(ax)) * [1 +x —cos(ax)].a.sec(ax). tan(ax) 


a tz a ч i 
T Ww = ——ə к dim W = 1 
= М у. OS 


агсѕеп5х 


109.- Sea: М = a 


| 0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


1 


d a 
— (arcsen5x) | 2 — — 
— pc T miht. - 
> lím W= lim ӘХ = lím W = lím aqa = - Та Хал 
х-э0 х-э0 x30 x0 1 E A 
——(arc tan x) T — 
dx 1+х 
2tanx —arcsenx 
lo SERE We S —— —— 


senx 


0 
A] evaluar para x — 0, resulta — forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


0 
2 
- (удна Чыйзеги) 2sec x= жас, 
A = O — 
x0 x0 — (senx) x30 x0 cosx 
dx 
2-1 эр жыр E 
EX VAI аж -~ lmW=1 
х-э0 1 x= _ 


Límites y Derivadas Trigonométricas R22 


T—2Zarccosx 


111.- Sea: W= X 
0 ' А : 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 
1 
(n= 2arccosx) 0-21- Tm 
= lím W = lím инж 2 m = lím W= lím E 
x0 x0 18. (x) x 1 
dx 


2 2 
Эн х 
112- Sea: Wa =т= шон ) 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta gp forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital: 


d 2 2 
5 2 ааа 2. , Ё 2senx.cosx -2x.cos(x?) 0 
> lím W = іт AA 3; 7 — lin W- [пй AA AE 
x30 x30 = x? ) x0 x0 2x 0 
dx 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


d 2 
q Senis a caer 0] 2cos2x- 2[cos(x?) - 2x?sen(x?)] 


= lím W =lím = lím 


d ; 
x30 x90 x0 2 
— [2x 
20 1 
2-2 

= ИтҮ/---- 2 Їїт W= 0 

х-э0 2 x30 
(m 5са: = liest 2308 


0 
Al resolver para x = 0, resulta — = forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital: 


0 
1 
—(1- Jcosx = -(—senx) 
= lím W = Ет pa- a —2X4cosx «. VICOS = e lím _senx 0 
x—0 х-э0 d (х2) x0 2x x90 4x4 cos x 0 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos t m Lo 


LER 8 
=» lím W = т Pa — 
x30 x0 A (x. Ícosx) 


W= 
E ин Hm A(2cosx-xsenx) 


xi-2x41 


114.- 1 + cos(nx) 


Sea: W = 


0 
Al evaluar para x = 1, resulta 7; 


0 
SEE T1) 
= lím W = lím 4 


2cosx. J cosx 


cosx 


e 22) 


x0 x30 s 
cosx — 


forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital: 


2x-2 0 
=> lim W = Ie = = 
x—0 x31 —T. sen(nx) ^ 0 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


КОРМЕ 
> же. 
—[-л.ѕеп(лх 
2-1-пвеп(лх)] 
Ex lm МУ = aa 
х-э0 — T .COST 


cos(rix) – cos(nx) 
x 


115.- Sea: W = 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 


L —cos(nx)] 
> lm Welin = 27777776 
x—0 x0 


@ 2 
Te) 


= lím W = lím 


=> Їйл W = im — ул? 
x0 x31 –п2.соѕ(лх) 


forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


-msen(mx)+nsen(nx) 0 
x>0 2x 70 


4 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


=> lím W -Їїт 
—0 x90 


d 
E ) 


Límites y Derivadas Trigonométricos 


4. [^msen(mx) – nsen(nx)] 
—— лк шоу c» qum we lim 


-т? cos(mx)+ п?” sen(nx) 


х-э0 x>0 2 


221757 


1-cos4x 
116.- Sea: W rome — 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta g = forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


d 
e — cos4x) 27У 


0 
=> lím W = lím L = = lím W = lím = = 
x>0 x0 qc cos 3x) x0 x30 3sen3x 0 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


d — 
Бу? гч? 
W^ Р: Банны 16cos4x » MATO 
us WII IL > Шт W lm ——— 3 йн = — ги k 
x>0 х-э0 + (ЗвелЗэ) x30 x30 9cos3x (x3 o. ЧЕГ 
2 
117.- Sea: W = ша008Х-С08 Хх ___ 


ѕеп2х + 2sen 2x-2senx 


0 
Al evaluar para х = 0, resulta = = forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


0 
d 2 
qx (Cosx -cos x) Ё —senx + 2cosx.senx 0 
= lím W = lím Га ат 7” s AN == 
x0 x>0 L(sen2x-2sen^x-2senx) x20 2cos2x-4senx.cosx-2cosx 0 
dx 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L“Hospital por segunda vez: 


—cos x+ 2[-senx.senx + cosx:cos x] 


= W= 
lím lím — 4sen2x + 4[cos x.cosx - senx.senx] 


, -1«2[1] эра ү d 
> 2" a > MEM 
OMM w - 3-2 совх М2 + cosx 

sen” 3x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


BDITORES 


LM EN RÀ ER 21 


> Ит W -lím X > lím W = im ыйыгы - 
x>0 x0 x30 x30 (2sen3x)(3cos3x) 


2 
— 3 
dx (sen Зх) 


, даг ТЭ”! 
ES Шт М = йт 6вепбх. 2 + cosx = 0 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


cosx 1 
= lím W =lím 


0 0 (—senx) in ёс 3643 
AH x = x 

6| 6.со86х.42 + cosx + sen6x.—————— 

| 242 + созх | 


EE 
MES 


x.sen(sen2x) 


119.- Sea: W = 1- cos(sen4x) 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta FL forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


d 
338 .sen(sen2x)) sen(sen2x)+ x.cos(sen2x).2 cos2x 
= lim W lm ———————————— = lím Ws lim —— A AS 0-8 


x30 | x30 » (i sebo x) x0 x30 +sen(sen4x).4cos4x 


0 
> lím W- — = forma indeterminada 
x30 0 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


cos(sen2x) * 2cos2x + 2[cos2x.cos(sen2x) + x(-2sen 2x.cos(sen 2x) - 2cos2x.sen(sen2x)] 


ны 4]cos(sen 4x).4c0s4x.cos4x - sen(sen 4x). 4sen 4x] 
san iy a a, dl O WY 
ui да гү УЕ 343 
1-4/совх 
120.- Sea: УУ AE | 
Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta g^? forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital: 


d 
4M -Усовх) - di osx)?" 3(-верх) 0 
= lím W =lím AR lim 32 = — > indeterminada 
х-э0 х-э0 — (x.senx) х-э0 (1)senx +X.COSX 0 


x 
Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


4-2 (cosx) ?/? (senx)(senx) + (cosx) 2/3 (соѕх | 
> lím Vor lía СЕЗ SEN 


х-э0 cosx + cos(senx)- xsenx 
1 
lím W = 3 . йл 
=? T3 гр > ын? - 6 
3 
121. Sea: W = 1—cos x 
tan“ x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


а (1-сов?х) 
2 . dx 427 E 1 (—3cos2 x)(—senx) 0 
=> lin W =m J ә Im W = Паис aa =a 
x—0 x—0 (tan? x) х-э0 x0 (2tanx)secx) 0 
x 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


n , 3[2cosx(senx)(senx)+ cos? x.cosx] Д 3[0 +1] 
> lím Мт ————  — > lí М = 
x0 x30 2[sec” х.вёс x+ tanx.2secx.secx.tanx x30 2[14 0] 


бирж 
e Ши 2 


2 
122.- Sea: W = —Əsen x 
x.tan4x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta = forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


d 2 

ТИ. Гг ША A 6.senx.cosx 

н a 4 (x.tan 4x) > No O tan4x+x.4sec2 4х 
dx 


R22 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


Sa 


24 3sen2x == 
T йн, х tan4x+4x.sec4x > E. i 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


, „< A ET — . ааг 32) 
= lím W =lím а <P 4x+4Jsed 4x+x.2sec4x.sec4x.tan4x4] ^ 4+4(1) 
6 ipe: SSA 
= Mim W = = - W 
х0 8 < = 4 


2 
уу Sec x-2tanx 
123.- Sea: W = da 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


(вес x—2tanx) 


À 2 2 
"m > _ 2[2secx.secx.tan x.(tanx 1)+ sec” x.sec” x] . 
x xt pt * cos 4x) -16.сов4х 
20+ (у/2)°] 8 your 
= HOW = ТЕТ = lmW= Z л Im W= — 
өв US X MEL БЭРХ 


tan(1 + cosx) 


124.- Sea: W = cos(tanx)—1 


0 
Al evaluar para x = z , resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital 


por primera vez: 


d 
¿A + cosx)) ѕес2(1 + соѕх).(-ѕепх) 0 
LS Im W = ín охуу 7g 


= [іт W = lí 
lím lim ший, ХЭЭЛ [-sen(tanx)].sec? х 


ын А — (cos(tanx)- 1) 
dx 


Como el resultado es indeterminado, aplicamos L'Hospital por segunda vez: 


— -2sec(1+ соѕх).ѕес(1 + cosx).tan(1- cosx).sen? x + sec? (1 + cosx).cosx 
— = =r e — ..  -- —->-= 
lm lim, cos(tan x).sec2 x.sec2x + sen(tan x).2secx.secx. tan x 


> Шт М = тү л limW= -1 
xn xn 


Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


(x-xy 


125.- Sea: W = Cer ax (senSx) 


Al evaluar para x = 0, tenemos: W = — ; forma indeterminada entonces aplicamos 


ele 


las reglas de L'Hospital 
Hallemos la primera derivada del numerador . 
I (Х-х) 22(-x).0-3x) 
La primera derivada del denominador (para un producto). 
d d d 
25 [(sen 3x) . (sen 5x)] = [ {вепзх)| - sen 5x + sen Зх . [Etsensa)] 
= З cos Зх . sen 5x + sen Зх. 5 cos x 


эртэч атлас эл ИЛТ 
imite sera: mW = MO 3cos3x.sen5x+5senx.cos5x ^ 0 
Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L” Hospital. 


Derivamos el numerador (para un producto). 
d 
axe x) (1 - 3х2) =2 E (x- a -3x2)+(x+ La - Зх? ) 
= (1-32). (1 - 32) «(x - PX- 6х) = 20 - 3x2. - 12x(x - х3) 
Derivamos el denominador (рага un producto): 


d 
БЭ [3 cos 3x - sen 5x + 5 sen Зх. cos 3x] 


en 4. [4 ] 4 
-3 | ё-сов3э | sen 5x + 3cos 3x . y (sen 5х) 45| gy (sen3x) | cos 5x + 5 sen Зх. gx (cos 5x) 


= - 9 sen Зх. sen 5x + 15 cos 3x . cos 5x + 15 cos Зх cos 5x - 25 sen Зх sen 5x 
= 30 cos 3x . cos 5x - 3 sen 3x sen 5x 


El límite será: 


аала o 2(1Y 
"ws A a a уйл) _ (1) 
х0 x30 30cos3x.cos5x-34sen3xsenbx 30(1)(1) 

шалан 

^ ME 
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2 
COS E2 XE 


126.- Sea: W = Зх? 


0 
Al evaluar рага х = 0, resulta — ; forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


0 ; 
d 2 
—(2cosx -24 x^) 
—2senx+2x 0 
> lím W = Ит 42 , — — = Ит М = Ем — гн _ 
—0 x—0 (354) x30 x» 12х35 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L” Hospital. 


Iman a —cosx+2 0 
> оа AO 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 3ra vez L” Hospital 


i We zs WEE Ru, E — Р 
SYM ШБ. СО Wa MIB V + 


x—tanx 


127.- Sea: W = — 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta — ; forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


0 
——(х — tan x) M 0 
> lím W = іт 2 = u W = d scx 22 
х хэд Do x» 30 1-cosx 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L' Hospital. 


d 2 
eec x) -2secx-secx.tanx 0 
=> lím W= lím L жат => lím W =lím REA =. 
—0 x—0 £ (1 -cosx) x30 x0 +senx 0 
dx 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 3ra vez L” Hospital 


d 2 
> mw a A С ч саш xc a estu 
ын ха —(senx) х-э0 cosx 
Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


—2[2sec? x.tan? x + sec x] Байг 1| 


im W = lí — = тә lá e == Ч 
E Ы cosx 1 ESE 
x= x 
128. Sea: W = 128280 


x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta 0 forma indeterminada entonces aplicamos L“Hospital. 


d 
—- (tan x —senx) ; 
їах 2. BONOS sec“ x— cosx 


0 
= lím W = lím d 3 > Шт W = lím — => 
х-э0 х-э0 p ) x0 x30 3x 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L' Hospital. 


N , 2secx.secx.tanx+secx 4 E 25ес? x.tanx+secx 0 
= “Ja А ОЕ ааа e = НТ We Ши ——-—-——- m a гү 
x0 x0 6x x0 x0 6x 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 3ra vez L' Hospital. 


2 2 
Я 2 2 : 2[0+1]+1 
à» dés El 2[2secx.secx.tanx.tan x + ѕес“ x.sec” x | NE жЕ. [0+1] 
x—0 x—0 x x30 6 
dn 
200.42 


1 —cos(1 —cosx) 
129.- Sea: W = ma 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta FL forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


d 
:U - cos(1 – cosx)] Sen(l-cosx)(senx) 0 
= Шт W -lím згра d Ж =” A lin'W Ит. = a F == 
x30 x30 ын x*) x30 x30 4x 0 
dx 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L' Hospital. 


FL — cosx)(senx)] 


= lím W =lím d 
x0 x30 — 4x7) 
dx 
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= = 0 
sn уу к cos(1 совх) өөлд эр) Pesa cos x).[cosx] 23 
x0 x30 12x 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 2da vez L' Hospital. 
4 4 +ѕеп2х. cos(1—cosx)+cosx.sen(1—cosx) 0 
= lm W= m ——— оаа 
x0 x0 12x 0 

Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 3ra vez L' Hospital. 


+25епхсоѕх. со5(1 – соѕх) + sen 2x. [-sen(1- cosx)[sen x]] + (-sen x).sen(1 — cos x) + 
lím <osx.cos(1-—cosx)[sen x] 
x0 24x 


Aplicando la identidad del arco doble y reduciendo términos, tenemos: 


+sen2x.cos(1 - cos x)+ sen3x.sen(1- cosx)-senx.sen(1-— созх)+ 2 sen2x.cos(1 - cosx) 
x30 24x 


т З ѕеп2х.с05(1 - cosx) +sen? х.ѕеп(1 – соѕх)-ѕеп х.5еп(1- соѕх) 0 
Pl t 5 = ша... 00 0" МЫТ A Т ЕА == 
db 24x 0 


Por que aparece nuevamente la forma indeterminada , aplicamos por 4ta vez L' Hospital. 


3cos2x.cos(1 — cos x)isen 2x.sen(1 — cosx).[sen x] + 3sen? x.cosx.sen(1-— соѕх) + sen? x. 


cos(1 – cosx)[sen x] - cosx.sen(1— cosx) - sen x.cos(1— cosx)[sen x] 
. 24 


3cos2x mv IT 
= mM W= l = E Ит W = ¿ 


x>0 x—0 24 х—э0 


130.- Sea: W = (1 + cos л)(1 + cot 7) 


Al evaluar рага х = л, resulta: 


= Ит, W= [1 + (-1)](1 +%)=0.% = es una forma indeterminada 
х 


0 2785 
Nota: Para poder aplicar L'Hospital nos debe quedar una expresión de 0 эь. 


Nuestra estartegia consistirá en transformar la expresión dada en otra sobre la cual se ` 
pueda aplicar L'Hospital, para ello recurrimos a las identidades trigonométricas. 


Límites y Derivadas Trigonométricos R22 


4 i e cosx 
= lím W =lím (1 + cos x). ЕСЕТ 
1 +cosx)(senx + cosx 
= lím W = lm ni tas E) 
x0 xn ѕепх 


0 
Al evaluar рага х = п, resulta n forma indeterminada sobre la que sí podemos aplicar 
L'Hospital. 


La + cosx)(senx + cosx) 
> lím W = іт 7 = Was s 

х-э0 xm — (senx) 
dx 


— (=senx)(senx + cosx) + (1 + cosx)(cosx — senx) 7 p" 


x0 xm cosx -1 
lím W=0 
xə ` < 
2 2х _ „Зх 
131.- Sea W = —£ —* 


sen2x —sen3x 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta FL forma indeterminada entonces aplicamos L'Hospital. 


d 


алх Эру 
>. АЛ н W = lg un 
x30 x30. — (sen2x —sen3x) 
dx 
2655-36" > 


E. pa pur 22 2cos2x-3cosàx 2-3 


~ Im W = 1 


x—0 


Е tanx 
132.- Sea W = Lili 


0 
Al evaluar para x = 0, resulta "E forma indeterminada entonces aplicamos 
L'Hospital. 
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d 
—(tan x) 
= lím W = Ет dx 


xu eu a -4J1«tanx) 
x 


А й sec? x 
=> lím W = lím 7 
х-э0 х-э0 sec Х 


2.1 tanx 


= lím W = lím 2. J1 +tanx 
х-э0 x0 


dén W 35 Ë 
133.- Sea W = cot 2x . cot(S - х) 


Al evaluar para x = 0, resulta co. 0, forma indeterminada. Como hicimos en el ejercicio 


0 со 
anterior debemos modificar la expresión para que al evaluar resulte 0893-5208 recién 


podamos aplicar L'Hospital. 


"T tanx 0 
э О" ЛИЕ 


De acuerdo con este resultado, podemos aplicar L'Hospital: 


48 (ара 
> imi W 4-5 
x0 x30 — (tan2x) 
dx 
сох 


= lim W= nmm 
x—0 x30 2.sec^2x 


134.- Sea W = (1 + cos х) 3% х 


T 


Al evaluar para x = 27 resulta 1”, forma indeterminada. Lo que corresponde hacer es 
transformar la expresión dada en base a las siguientes reglas exponenciales: 


НЭЭ Ф e" zu 


Límites y Derivadas Trigonométricas R22 


Di lím n (3sec x)-In(1+cos x) 
lím W = lím (1 + cos x) E d 


л л 
> x35 
2 2 


-0) 


3In(1 2 0 
Evaluamso el límite del exponente: lím 3secx.In(1+cosx)= lím Eds Es) = = 
хәл тэл ШЕРТ 0 


Es una forma indeterminada que se puede levantar con L'Hospital 


ДүЗнй + созх)] _ E 
n(1+c0sx жат 1 
ит 2X = Ит ESOS — зур —— =3... (2) 
CS 4d (cosx ) m^ —senx х5 1+ соѕх 
Al reemplazar (2) en (1), tenemos que el límite es: Ит М = е. 
x— z 
2 


135.- Sea W = (1 + tan2x) сох 


Al evaluar para х -0, resulta 1”, forma indeterminada. Luego procediendo como se hizo 
en el ejercicio anterior tendremos: 


cot2 x gioco xIn(l+3tan?x) 


іт, W = lím (1 + tan 23) -0) 
In(1+3tan*x) 0 
Evaluamos el límite del exponente: lím a Зар 2) == 
x>0 tan“ X 0 
Es una forma indeterminada que se puede levantar con L'Hospital 
1 
4 una *3tan? x)] mv 2 6tanx — sec? x 
lim A г Н Jt3⁄2n x — . — — 2 
x>0 -9 tan? x] x—0 2tanx.sec x 
dx 
d 2 
gx Un + 3tan x)] 3 
E NM == - 
=» lím d = lón 3828 (2) 
x0 £ [tan? x] хэд 1-43tan?x 
dx 
A] reemplazar (2) en (1), tenemos que el límite es: lín W= e 
хә 
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APLICACIONES DE LA DERIVADA 


3 
136.- Tenemos: Тос sen^x - E ИХЕ (0%) 


Nuestra estrategia consistirá en evaluar la función a partir del criterio de la 1ra y 2da 
derivada. Los ubicará en un máximo o mínimo y la segunda identificará al máximo. 


Derivando respecto a “x” e igualando a cero: 


434 


УЗ 
2 dx 2 


а 
f'o = 2senx. q, (sen х) - (у= 0 > 2 sen x. cos x - =0 


Por la identidad del ángulo doble: sen 2x = 


Derivando por 2da vez: f”) = 2 cos 2x > 0, V хє (от) 


Дах Р 1 | 17:27 e ТЕ 
Por el criterio de la segunda derivada, concluimos que: ` f es mínimo en x £ $64 
> cde Ex, 1 


137.- Nuestra estrategia consistirá en aplicar la ecuación de la recta tangente, así: 
y - Yo aeo - (x - хо) 

Сото: у = f.) = ѕепх +2 A (x; yo) = (0;2) => f'o = csr > f'iy-cos0-1 

Luego la ecuación de la recta tangente será: 


у-2 = 1(x - 0) 2 Yy=x+2 


138.- Empleado la misma estrategia del problema anterior, tendremos: 


п 1 i 
Y = fo) = arc tan x - т = Го 902 => Гог A (Хфуд-(1:0) 


Luego como en el problema anterior, la ecuación de la recta tangente será: 


1 181571 
У-%ю=/оу-(х-җ) => у-0=у(о-1) с NM 


139.- Para resolver este problema debemos recordar que la ecuación de la recta normal a 
una curva en el punto (Xp; yo) está dada por: 
eds * 
Y-Yo= f S (628529) 215) 
(xo ) 


Tenemos: y= fo) -2senx-3 л (хуу) = (0; -3) 


Límites у Derivadas Trigonométricas R22 


f'a) = 2 cos х = f'g-2 


Luego por (*) la ecuación de la recta tangente será: 


3 4 0 : E 3 
м3) = (258)... ios ха 
140.- Procediendo como en el problema anterior, tendremos: 
л 
у = fix) = arc tan (x + 1) - 1 ^ (х0; Yo) = (0; 0) 
Р 1 Р 1 
oere 072 


Luego como en el problema anterior la ecuación de la recta normal será: 


1 
fo) 


141.- Nuestra estrategia consistirá en construir una expresión del área del sector circu- 
lar en función del radio. A partir de ello aplicaremos el criterio de la 1ra derivada. 
Veamos: 


1 «D 
UA (x - xo) > £ A a у=-2х 


Por dato se sabe que: perímetro = 8 

8-2R 

= 2R+6R=8 = Ет v5 

өк? 

Además se sabe que: == x РЕ (2) 
8-2RY gp? 5 
Reemplazando (1) en (2): S= 2 aC => S=4R-R” ... (función) 
Derivando respecto a R: 5 =4 - 2R 
Igualando a cero: 4-2R=0 х  R-2u 
D Ay S 

142.- Dato: ll 


' dy 
Nos piden : F3 cuando x = 6 


En el triángulo rectángulo se cumple: 


Y = (30 + x - 18? 
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Derivando implícitamente respecto a “f”: 


a dx 
2y. ES = 2(30 + x). di cuando: х= 69 => у= 1843 


dx 
Reemplazando los datos: 18.53. (9) = (30 + e 39 йк = 


143.- Sea 5 el área de la región rectangular: b 


Por dato: S = 4 000 m? 


4000 
= ab=4000 > ET qo . - 
Donde “L”es la longitud del material de la cerca: Р 
L=24+b...(2) 
8000 л 
Reemplazando (1) en (2): LS Ежа b => L-(8000b 4b 


Derivando respecto a "b" e igualando a cero: 


dL 8000 
> 9р 8005/6541 э Tu +1=0 > 2-8000 = b=40.5 
Reemplazando en (1 a= 4000 22 а-2045 


4045 


144.- Sea x la distancia del observador a la estatua, nos piden "x" para que Ө sea máxi- 
ma. Del diagrama elaborado se puede apreciar que 


e: 
tan(a + Ө) = Е: 
tana + tan Ө 6 1 
P l-tana.tanð x `" i) 
Asimismo se verifica que: 
E 2 
tan Q = x m (2) 
2 +tan9 6 
Reemplazando (2) en (1): == == 
1-—.tan8 
x 
Límites y Derivadas Trigonométricas R22 


« 4х 4х 
Despejando tan ©: tan 0= 7 15 = Ө = arc tan | 7,12 


Esta relación expresa al ángulo € que buscamos en función de x. Luego derivando res- 


РЕД 


pecto a “х” e igualando a cero tendremos: 


ДЫ х (х2 +12).(4x)— 4x(x2 +12) 
de Ha +12 de (х? +12) 
dx ` Ч| a Y > аа (?+12ў7+16? 
х? +12 (х2 +12)? 


do 4(x2 +12)-4x(2x 
A(x^ +12) 4x(2x) ? - БУРГЭ””: 


> d^ (+12) +16x? 
= x= + 2/3 , pero: x > 0 А| Ө es máxima si: х= 24/3 и. 
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PROBLEMAS DE TRIGONOMETRÍA 


Y COMO RESOLVERLOS 
Ч 


РАЧЕ 8... E 


> 
/ 
м 
-- 


pr 


| 
Mi Sistemas: de 


| a 3 An 


ÁNGULOTRIGONOMÉTRICO 


01.- Del gráfico mostrado, indicar la veracidad 
O falsedad de las siguientes proposiciones: 


І. ау f son ángulos negativos 

H. а + f es igual al ángulo de una vuelta 
Ш. Bes mayor que & 
IV. 6 es negativo 
A)FFVV 

B)FFFV ð 
C)FVFV 

D)VFVF 

E)JVVVV 

02.- De la figura calcular el valor de x. 
A)B-6-o 
B)P+0+0a 
С)В+Ө-«@« 
0)ө-а- В 
E)0+0-B 


03.- Determina: M=3y-2x- 270° en función 
de: 0,4 y B, a partir de la figura adjunta. 
P 
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А)3-0-8 
D)A+0+8 


04.- De la figura calcular: M = 0х +12y 
A)9 

B)10 
С)11 
D)12 
B) 13 


B)0-4-f 
Е)ө-А+ В 


С)-0-А-В 


05.- En el siguiente gráfico: OM es bisectriz 
del Z АОВ; ON es bisectriz del Z COD. Ade- 
más: 6y - 10x= 150; calcular: P= T; 

A)8 
B)9 
C)7 
D)10 
E)5 


CONVERSIONES 


2220: | 3*0" 


06.- Reducir: E= 14 + 5а 
А)71 В)72 C)73 р)74 E75 
07.- El valor de la siguiente expresión es: 


11 rad 433 rad +55 rad + ... +121 rad 
324 94 15%... + 33 


B)205 C)210  D)215 E)220 


M Cr 
EDITORES 


E= 


A) 200 


08.- Sabiendo que (3x - y)” equivale a (x + 2y), 
calcular: 


«es 
xty 
A)U4 В)7А O) 1/7 D)4/7 E7 
09.-Si: 1/32 rad <> x? yz" <> АВС”, 
calcular: Mz IW 
Хунт Ву??? D) 1/2 E) 1/3 


10.- Si: М = a*b'c”, además a, b y c están en 
progresión aritmética y a” en el sistema radial 
es 1/10 rad, c° en el sistema centesimal es 60g, 
calcular «M». 


A) 18923728” 
D) 18° 36°54” 


B) 18228738”: С) 18933748” 
E) 18° 3858" 


' (озү ((x-18>Y 
1-Siseempie Ü 5 жи l> 
calcular «х» 


А)40 В)41 С)42 р)43  E)45 


12.- Se tiene un sistema de medida angular 
«В», un grado «fl» (19), equivale a 1/480 del 
ángulo de una vuelta. ¿A cuántos grados beta 
equivale 44/21 rad?. Considere: n = 22/7 


А) 150° В) 1608 C)170% pyisoP Е) 190P 


13.- Calcular el menor número entero en gra- 
dos centesimales que tiene el ángulo 6 si: 


0=1%2" + 384" 4586"+... 
А)2918 B)321% С) 4918 D)522? E)582Ë 


14.- De la figura, calcular: E= Т 
A) 1/100 2 
В) 2/100 

С) 3/100 An p 

D) 4/100 >) x 
Eo О 

Sistemas de Medida Angular 


15.- De la igualdad 2x5 = y”, calcular el valor 


x+ y 
de: ( y ү 


А)59 В)1/2 С)59/29 D)1/29 E)59/58 


16.- Sabiendo que: 94,4 < > PE RU УГ, 


„Жам 
Е-0-1 


D) 16 


calcular el valor de: 17 | 


А)15 B)1715 С)17 E) 14/17 


17.- Si se cumple que: 


s 

n 
1220 ( 2220" Y | 125744 "mr 
40) | 22" 3. Nr Ede: 


ку 
2х+2у 


B)02 2C)025 0р)0,35 E)0,45 


calcular el valor de: ES 


А)0,1 


18.- Si un ángulo se expresa como AN yo+ De, 
calcular (x*) en el sistema radial. 


A) £ rad B) 3 rad © б rad 


E) Эл rad 


11915". Z 2008 
> +25704 + 16 


4 rad 


D)12 E) 1/32 


19.- Reducir: M= 


А)1 B) C) 1/8 
2л 
3 
mayor excede al menor en 36”. Calcular el su- 

plemento del mayor en radianes. 


20.- La suma de dos ángulos es rad, el 


п гаа T 13 т rad 
A) 30 БАДА NEU 
D) мша E) 307 rad 


MEDIDAS ANGULARES RELACIONADAS 
21.- Reducir: 


215-37С-40К 26255 : 
š 92R gae a 


si se sabe que S, C y R son los nümeros con- 
vencionales para un mismo ángulo. 


A)12 B) 14 C) 16 D)18  E)23 


22.- Calcular: 
C+S С-25 С--65 
2 cs 1С-5 Ycs 


Siendo 5 y C los números de grados sexa- 
gesimales y centesimales de un mismo ángulo. 


E)2415 


23.- Calcular la medida de un ángulo en el sis- 
tema radial, si se cumple que: 


(2) EJ] ЇЕ | - ZR 
s] *l3C) + usR] = л$—52®Е 


Donde S, C y R son los números de grados 
sexagesimales centesimales y radianes de di- 
cho ángulo. 


А)т/7 8В)27/7 С)л/15 D)2wI5 Б)7/5 


Е 


C+5S 
C-S 


ES 


A)l B)2 Оз D)4 


24.- Calcular la medida de un ángulo en el sis- 
tema internacional si se cumple: 


бү моо) аара 
(5) (с) (ок) - s 
siendo S, Су R lo convencional 
A)3m/l0rad | B)3m20rad С) 71/15 rad 
D) 7/5 rad E) 31/5 rad 


25.- Calcular la medida de un ángulo en el sis- 
tema radial sabiendo que: 


5-С-ВЛт-9,4248 


А) 12/123 В) 12/125 Сут21127 
D)rc/129 Eyré/131 
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26.- Si S y C son los números de grados 
sexagesimales y centesimales para un mismo 
ángulo, calcular la medida de dicho ángulo en 
el sistema radial, si: 


SE с-4с-4с-4С-.. 


А)т/1 620 С) л/324 
D)1/162 


B)z/810 
Бут/81 


27.- Determinar la medida del ángulo en gra- 
dos sexagesimales, si se verifica: 


S+C ч 25-17 

C-S 2R-n ' 
siendo S, C y R las conocidas 
A) 100? B) 120° C) 10° 
D) (1/100)° E) (5/9? 


28.- Siendo S, C y R lo convencional para un 
ángulo trigonornétrico y que cumple: 


17XC +5) =95;(C+S)#0 


calcule el número de radianes de dicho ángulo 
A)T rad В) 7 rad/173 C) (172) rad 
Ю) (37/2) аа Б) (7/190) rad 


29.- Siendo 5, С у К los números convencio- 
nales para un mismo ángulo tal que verifica: 


3S-2C+ È =1410 


calcule la medida de dicho ángulo en el siste- 
ma centesimal. 


A) 2 000* B) 200° 
D) 400° E) 10005 
30.- Sea dos ángulo a y p, si: 


C) 1008 


Sa * Св= 95УС,- Sg- 5, calcule: Sg 


BASES 
EDITORES 


donde 5,, medida sexagesimal del ángulo a. 
А)50 В)30  C)45 D)40 E)55 


31.- Calcular, en radianes, la medida del mayor 
de dos ángulos si la suma de la cuarta parte 
del número de grados sexagesimales de uno 
de ellos y los tres quintos del número de gra- 
dos centesimales de otro ángulo es 70. Se sabe 
también que estos son suplementarios. 


А)т/6 B) 57/6 С)2л/3 D)4m/3 Е)37/2 


32.- La suma del número de minutos 
sexagesimales y centesimales de un mismo 
ángulo en 6160. Calcular el número de radianes 
del ángulo. 


A)r/4 B)m5 C)m6 0)285/3 Е)л® 


33.- Dado un ángulo tal que el número de gra- 
dos sexagesimal y centesimal de un mismo án- 
gulo difieren en 5, calcula el complemento de 
dicho ángulo en radianes. 


A) 172 rad B)z rad 
D) 7/3 rad E) 7/6 rad 


34.- Un ángulo es tal que el námero de grados 
que representa su suma en los sistemas 
sexagesimal y centesimal es igual a 29 más su 
nümero en grados sexagesimales, dividido en- 
tre 2. Calcular dicho ángulo en el sistema radial. 


A) m rad В) 7/5 rad С) 7/10 rad 
D) 11/20 rad E) 37/10 rad 


35.- El triple del número de grados sexagesi- 
males menos el doble del número de grados 
centesimales del mismo ángulo es 70. Calcular 
la medida de dicho ángulo. 


A) TUA rad B)20* 
D) 1/2 rad B7 


36.- Determinar las medidas sexagesimales de 
dos ángulos, si la diferencia de sus medidas 
centesimales es 100 y la suma de sus medidas 
radiales es 37. 


A) 3159;200% B)115°;225° С) 100°;200° 
D)315°;225° Б) 300°; 135° 


С) 7/4 rad 


С) 75° 


Sistemas de Medida Angular 


37.-Si: 

x ... número de segundos sexagesimales de un 
ángulo. 

y -.. número de minutos centesimales del mis- 
mo ángulo; 


х+162у 
calcular: N= ХЭЛ ЭЭ 62у 


А)-2/3 В)-4/3 С)-3/5 D)-7/3 E)-32 


ÁNGULOSENFIGURASGEOMÉTRICAS 
38.- Del gráfico adjunto, calcular la diferencia 


del ángulo mayor y el menor en grados 
centesimales. 


A) 200* 
В) 144* 
C) 548 

D) 100° 
E) 150* 


39.- Del gráfico mostrado, calcular la medida 
del menor ángulo. 


A) 149 
B)24* 
С)32° 
р)26° 
E) 28" 


40.- En el siguiente gráfico, si: т Z A, es igual 
alam Z С, calcula «P». 


A) 10 
B)9 
C)9/10 
D) 1/10 


E) 3/10 


Longitud de Arco 


LONGITUDDEARCO 


01.- En la figura AOB y CBO son sectores cir- 
culares con centro en «O» y «B» respectiva- 
mente. Calcular L¡/L.. 


А)4/7 
В)7/4 
C)3⁄7 
D)7/3 
Б)5/7 


02.- Se tiene un sector circular de ángulo cen- 
tral «0» y radio «R». Si la medida del ángulo 
central se reduce a la cuarta parte del anterior, 
¿en cuánto se debe aumentar el radio para que 
la nueva longitud de arco no varíe? 


A)R В)28 C)R D)R2  E)3R2 


03.- Calcular «Ө» (en radianes), si en la figura: 
L, = 4п ; L} = 8n. O es centro. 


A)2n rad 
D) 7/5 rad 


04.- Los sectores circulares mostrados tienen 
sus perímetros en progresión aritmética. Cal- 
cular «Ө» en términos de гү, r> y r4. O es el 
centro de los sectores circulares. 


B)2 rad 
E) 1/12 rad 


C) m4 rad 


778 
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CAP. 2 


2(n +5 —21,) 
2n, -n-r, 


05.- Calcular el perímetro de la región 
sombreada, sí: R = 3, r= 1. Además: A, B, Cy 


D son puntos de tangencia. 
А д 


A)245 + = 
D 


06.- De la figura, se tiene el cuadrante AOB, 
siendo O, A y B centros de los arcos AB, 


OQ y OP respectivamente; АО = ОВ = 6 m. 


8445 +5 +3 
С) E 345 +6 
D) 3 +9+34/2 


E)445 - 228 +9 4 


Calcular el perímetro de la región sombreada. 


A)un A P R 
В)2лт 

С)Злт Q 
D) 41m 

Б)5лт O B 


07.- Del gráfico adjunto calcular el valor de 0 
en el sistema sexagesimal en función de, L, y r. 


A) (0 +1,)/r 


180 
E) 7 (b-1) 


ÁREA DEUNSECTOR CIRCULAR 
08.- Se desea calcular el ángulo central de un 


sector circular, sabiendo que su longitud de 
arco es a su radio como 37 es a 7. 


B) 38 гаа С) te rad 


09.- Si en la figura: r= 8/1, calcular el área de 
la región sombreada. 


A) 1 


O 4 

D)8 (7 

Е)10 Ч 
. Longitud de Arco 


10.- De la figura calcular «Ө», si se sabe que 
las regiones d y S, tienen igual área, además 


#2 
m | 


А)2т/3 
р 
А O B C 


В)57/6 
С)37/4 
D)117/12 
E) 71/8 
11.- Del gráfico mostrado, calcular e] área de la 
región sombreada, siendo <O> centro. Ade- 
más: AD=FD=EC=BC. 

A)7 и? 
В) 8 и? 
C)9 2 
D) 10,2 
E) 112 


12.- El área de un sector сігсијаг cuyo ángulo 
central mide 72° es de 457 cm”. Se sabe que si 
duplicamos el radio de dicho sector y dismi- 
nuimos Q rad a su ángulo central, el área del 
nuevo sector disminuirá en un tercio. ¿Cuál es 
el valor de o? 


A)m4 В)7/3 Сушб 0)7/5 Б)27/5 


13 .- En la figura, se sabe gue el área de la 
región sombreada es 12/n u^. Calcular el área 
del sector circular COD, siendo O el centro de 
los sectores circulares AOB y COD. 


A) Li B)LSw С)025:2 
D)0,5 2 E)2 2 
c 2 
о ли 
р 2u Y 


14.- Determine el área de la región sombreada 
si las áreas de los sectores circulares POM y 
МОО son iguales. Además: r = 1. 

A)n/20 
В)т/21 
Сут/22 


D) 1/23 


Е)л/24 


15.- De la figura adjunta, st: r = 2, calcular el 
área de la región sombreada. 


A) Ол- 13) 
В)(2л-2-43 ) 
C) 2n-34h) 
D)n-445) 
E) Qn-543) 


S, + 5$, 

5, 
Donde <}, $ y Ss son las áreas de las regiones 
sombreadas. 


16.- Calcular: M= 


A) 12/7 
D)51+2 


В) 13/2 
Е)5л-2 


C) 1/12 


4 
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17.- Calcular el área de la región sombreada, si 
BO'C es un sector circular de radio 2R 


A)R +16) 
B 


В)Е2(4/3 - 7/6) = 


C)R 5 -m2) o | 


DIRA 43 +12) 54 


С 
Б) 43 +л) 


18.- En la figura «О» es el centro de los sectores 
circulares AOB y DOE. Si «5» y «25» son las 
áreas de las regiones sombreadas, calcule х/у. 


A) (46 - 422 
D) J672 


19.- De la figura, si À y C soncentros. Calcu- 
lar el perímetro de la región sombreada. 


Bo-6y2' €) 12 


E)( 6 -2)2 


A 
A)n(4B « 1) «645 
B)n( 43 +2)+6(-/3 - 1) 


m os 
BDITORES 


Сул 43 +2)+(43 +1) 
D)n( 43 +6) + 4/3 
E48 « D«n( 43 +3 


20.- En la figura se verifica que: а = š 


Calcular el valor de «/». 

A) 1,5 

B) 6,5 ke 

@3:5 Lu 
D) 4,5 

E)2,5 


21.- Calcular el perímetro de la región 
sombreada, si A, B y C son centros. 


A) (1 +7/3) B 4 c 
B)2(1-- 1/6) 

C)4(1+T14) 4 

D) 4(1 +7/6) 

E) 2(1-- 773) A D 
22.- Del gráfico calcular $/5,. si OA = 3 OC. 
A)1 A 
B)3 С 

06 O «8 

р)7 D 

E)8 B 


23.- En el gráfico se cumple que 20A = AB, 


ос. 5 
siendo OC bisectriz. Calcular 5, Д 


Longitud de Arco 


A) 1 B 
A 

B)2 

C)4 O C 

D)16 š 

E)8 D 


24.- Determine el área de la región sombreada 
si las áreas de los sectores circulares POM y 
МОО son iguales. Además: r= 1. 


A) 40-7 


0- 
E) s 


25.- Del gráfico adjunto: 5, y 5, representan 
áreas donde S, = -25,5 además Ө es un án- 
gulo expresado en radianes, calcular el valor 
de: Ө + sen Ө cos Ө. 


Бут/3 


26.- En la figura , O es centro de los arcos 
AB, CD y EF; siendo M y B puntos medios 
de los segmentos OE y OD respectivamen- 
te. 51 ОА = Гу el área de la región sombreada 


: 25 
equivale a $, calcular: k = ES Е 


F 
B)12 


A)20 B)21 (02 D)18 


27.- Del gráfico mostrado, calcular el períme- 
tro de la región sombreada, si MN es perpen- 
dicular a OP . Además O y O, son centros. 


Ca Р 


Р 
A) UE +243 -2 D) $ -243 +2 
в) H2 -245 +2 E) 2 +243 -2 


су UE +2 +2 


28.- Determine el número de vueltas que da el 
disco de radio (2 52 - 2), cuando rueda desde 
«A» hasta «B» sobre las superficies circula- 
res fijas de radios iguales a 2. 


B)3W2 /2 С)5-2 4 


Бу2-7 


A) У2/2 
D) J2 
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29.- En la figura mostrada la rueda de radio 
igual a «r», recorre desde la posición A has- 
ta la posición B, sin resbalar, dando así 3 vuel- 
tas. Calcule el radio de la rueda, si además se 
sabe que: 1 2 19n m ; Rz 8 т. 


E)6m 


30.- Cuando el eje AA” gira un ángulo de 270° 
enel sentido dado, en el cono de revolución se 
genera un área «S». Calcular el valor de «S». 


В)7/2 n с)л/зт? 


E) m4 n? 


A)T. m 
D)2 лт? 
31.- En el sistema mostrado. Calcular la longi- 


tud descrita por el punto «P», si el engranaje 
de radio igual a 6 m, gira un ángulo de 60*. 


A)37.m id | 

В)4лт 

С)5лт 

D)6zm EEX c9 
Е)10лт | 


32.- En el engranaje mostrado la polea de ra- 
dio 2 gira 120”, ¿qué ángulo girará la polea de 
radio 4? 


m ei 
EDITORES 


ыйы 


A) 176 rad 

B) 173 rad 

C) 178 rad ° 
D) 144 rad € 
E)m/10 гаа 


33.- Si el número de vueltas que gira la rueda 
de radio <R> es numéricamente igual a 7L, cal- 
cular «К» sabiendo que su centro recorre una 
distancia igual a «44L». Asumir: n= 22/7. 


A)2 B)3 C)I2 рі 13 


34.- En el sistema mostrado, si hacemos girar 
la polea de radio 14, los bloques X e Y suben h 
y H respectivamente. Evaluar: «АМН» 


А) 147/16 B) 141/8 
D) 17/8 E) 7/6 


С) 1132 


35.- Dos engranajes A y B tienen radios r y R 
(R > r). Cuando «А» recorre el perímetro de 
«В» ha barrido 900°, ¿qué ángulo barrerá В 
para recorrer el perímetro de A?. Ambos en- 
granajes están en contacto. 


Longitud de Arco 


A)600  B)372 C)144” D)360° E) 288” 


36.- Calcular el número de vueltas que da una 
rueda que se mueve recorriendo todo el perí- 
metro de otra de radio doble de la anterior. 


A)1 B)2 C)3 D)4 ES 


37.- En la figura, se tiene una rueda de radio r, 
inicia su movimiento en el punto M y luego de 
caer rueda por la superficie cilíndrica de radio 
«a», llegando al punto N y en la forma que se 
muestra en la figura. Si la rueda en este trayec- 
to ha dado dos vueltas, calcular r/a. MN : diá- 
metro. 


A)4 В) 4  C)I2 D)2 Е)1 


38.- Los radios mayor y menor de la rueda de 
un avión son entre si como 3 es a 1. Calcular el 
número de vueltas que da la rueda menor cuan- 
do la rueda mayor barre un ángulo de 1 840 л 
radianes. 


A) 3 680 В)2 760 С) 1840 
D) 1 380 Е)4 600 


39.- Un tronco de cono gira 180° sobre un pla- 
no horizontal de forma que su eje barre un 
ángulo а rad . Silos radios de sus bases son r 
y R (r< R), con generatriz «g», calcular el valor 


MLS, 
de: M= Жон: 


A)T/2 В)л С)27 


р)3л/2 E) 


Mag do Yi жапма 
Razones Trigonométricas 


Н 125 


ide Ángulos Agudos - 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DIRECTAS 


01.- En un triángulo rectángulo ABC (C = 90°). 
senA | cosA 
Calcular: E= БСН 


А)1 B)2 O 1/2 D)O E) 1/3 
02.- En un triángulo rectángulo (C = 90) se cumple: 
sen A.tan B - sec B.tan A = -2. 

Calcula: T=2 tan B.csc A - 3. 
AS B "XN D2 | ЕЗ 


03.- En un triángulo rectángulo ABC (C = 90°), 
se cumple: 


(csc A - tan C)cot A/2 = cot(0 - 8°) 


siendo: 0 es ángulo agudo, calcular: 


E- Меп? 0 —cos(8 + 21°) 
A)2/5 В)3/5 С)4/5 DI Юу? 


04.- En un triángulo rectángulo (В = 90°) se 
cumple: cot C sen А = 3, calcular: 


M= Acsc? C-3sec A 


Ао Bi oi D/A E2 


05.- En un triángulo rectángulo ABC (C = 90?) 
se cumple: 


(sec B - cot А)(1 + ѕес A) 2) 
sen B -cos A ^3 


Н = sec B - sen A 
B)34 С)1/3 D)2/3 Б) 3/5 


06.- En un triángulo isósceles АВС (АВ = ВС), 
desde el baricentro «G» se traza la perpendi- 


Calcular: 


A) 1/2 
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"САР, З 


cular DG al lado AB (D en sAB). Si sen A=2/3, 
calcular BD/AB. 


A) 2/3 B)4/9 С)8/27 D)3/8 Е)9/15 


07.- En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
A, reducir la expresión: 


_ a secB Б? cscC 
acscC – bsecB 


B)» С)2а 


atan B — bcotC 
tan B 


D)2b E)a/b 


A)a 


08.- Si la hipotenusa de un triángulo rectán- 
gulo mide 51 m y la tangente de uno de los 
ángulos agudos del triángulo es 8/15, calcular 
(en m) el perímetro del triángulo. 

A)80 B)90 С100  D)IlO  E)120 


09.- Del gráfico mostrado calcular «cot Ө», si: 
AB=BCABM=MC 


A) 1,5 
B) 1,75 
C)225 
р)24 
E)2,75 


10.- Si: AD = m y BD =n, calcular «tan Ө» 


A 
D 
229 


mon m+n 
2 m+n 2) т-нпн © 


D) [m+n E) m-n 

m-n mn 
11.- Sobre la hipotenusa AB de un triángulo 
ABC se construye un triángulo equilátero 


ABD, siendo m / CDB = Ө. Además se sabe 
que: m 4 CAB = 30°; calcular: tan” Ө. 


A)0,08 B)0,12 C)0,16 D)0,18 Е)024 


12.- Si ABCD es un rectángulo; BE = EF, cal- 
cular: cot(@ + Ө) 


A) 3/4 B F C 
B)4/3 

C)3/5 

D) 5/3 

27 А Е 


13.- Si: tan с + tan B + tan À + tan Ө = 20, 
calcular: tan À - tan & 


E)2 


14.- De la figura M es un punto medio ade- 
más: 2 AC = 5 ED, calcular: sec x. 


А)А11/5. A 


В) 4102 /3 
С) 4104 /5 
D) 106/9 


E) 129 D 


15.- Del gráfico mostrado AC 2 2CD ; CD- BC, 
calcular cot f. 


A)l+ 48 

45° 
B)24 45 S 
03248 
52-70 
Е)5+ МЗ we S 


16.- De la figura: AO, = Je гү, calcule tan 0. 
A) 43 
B) 1/2 
O 47 
D) 1/3 
E) 13 12 
17.- Del gráfico, calcule tan Ө. 
A)25/21 
B) 125/121 
С) 123/121 
р) 103/93 
Е) 100/93 
R.T RECÍPROCAS 


18.- Siendo x ángulo agudo se cumple que: 


sen (x + 21?) tan(x + 22?) = cos (69° - x) 


Calcular : (2577) 
А)2 + 43 E «UT. E 
D)44 45 E)5+ 43 


19.- Si se cumple que: 
COS x csc y + cot 26° 30” = cot 187 30” 


siendo «х» e «y» agudos, calcular el valor de: 


Razones Trigonométricas de Ángulos Agudos 


XTY х+у 
W = sen | 257 [cos | 3  jtanatan y 
A) 46/4 B) 43 /4 с) 424 
D) 46/2 E) 4272 


20.- Siendo «x» . «y» . 
que cumplen: 


«z» ángulos agudos 


sen 2x.csc (x + y)=1 
tan 2x.tan 2-1 


Ea 3cos(x + 20°) 2 4 
alcular: М = en у) +2 tan(y + z)tanx 
A)2 B)3 C)5 D6 E7 ` 


21.- Siendo c, B y O ángulos agudos: 
tan (30? + Ө) сѕс(о + 18°) = sec (В + 27°) 


y además: а + B = 45? , calcular sen(0 + 22°) 


42 24 3 4 = JO 


5 10 
22.- Calcular: 

E — cot 1°.сої 2?.cot 3° . . . cot 88”.cot 89° 
AJO  B)1/2 С)1 р) З B4? 
23.- Si: x, y, z son ángulos relacionados así: 

sen(x + y) - cos (85° - y - 2) = 0 
tan 2x . tan 3z=1 
Calcular: М = tan (2x + 11°) - tan (x + 2°) 
A) 8/5 B)7/112 C)6/11 D)5/9 E) 1/2 


24.- Siendo x un ángulo agudo, se cumple que: 


«рб 


calcular cot х. 


PP3 
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422 423 246 
a 11 m 11 3 11 
426 29 
D) 11 E) 11 
25.- 51:  sen(20”+x) sec (30? + у) = 1 


їап(30° + x) tan (40° - у) = 1 
Además «х» е «y» son agudos. calcular: 
E = 4 sen x.cos (50° + y) 
A2 Bi OJ 012 E43 


26.- Si © y B son ángulos complementarios 


tales que: 
46-45 


x3 


EE 


ddp ; sec В = 


Calcular: Е = sec [= 
x+ 


A)5/4 В) 2. С)43 0)25/7 E)2W3/3 
27.- Siendo сс y В ángulos agudos tales que: 
cos (0 + 3B).csc(2a1 + 38) = 1 

_ 2cos(2a + 4) +sen(a + 28) 
бах зес(о + 28+ 15°) 
А) e B)342 qee D)! ye 


28.- Si: о, B, Ө son ángulos agudos, tales que: 
оа+В+0= 90° 


ѕеп(0+ Ө) + їіапВ + о) – соз _ 


їапӨ É 


Calcula: M = sen 0 + csc* (0/2 + 30?) 
A)52 В)172 С)9/2 D)212 E) 13/2 


29.- En la figura calcular tan 6. 


S co 
EDITORES 


A) 1/2 
B)2/3 
С) 3/4 
D) 4/5 
E) 1/4 


30.- Calcular tan & , si CD=3 AB 
A) 1/3 
B)2/3 
С) 3/4 
р) 1/2 
E)2 


31.- En un triángulo rectángulo ABC (recto en 
C), se cumple que: 8ab = c. Segün esto deter- 
minar tan (B - A) 


A)242 B)4 С)415/40) 415. E42 


32.- Siendo x, y, z ángulos agudos que cumplen: 
sen 40° = соѕх ; tan 70° = cot y ; 
ѕес 10° = сѕс 2 


Calcular el valor de: 
E= y2sen(x+ y + 2) + 6sen(x— y) 
E) Y2 


33.- Calcular x , si es agudo, de la siguiente 
igualdad: 


АЛЛ TBO 0) D)3 


sen(x + sen x)csc(x + cos 7/12) = 1 
A)m12 В)57/12 C)m6 1)7/3 Б)7/9 
34.- Siendo y agudo, tal que: 

tan (60° - x) = cot (x + 30?) tan (y + 20°) 


ѕеп(х + y + 50° )соѕ(20°+ у) 
cos( y - x -10?) 


Razones Trigonométricas de Ángulos Agudos 


A)46 B)jJ62 c) 4er m42n E)J2 
35.- Simplificar: 

а? — b! cos50°+ ab(sen 40? —1) 

а? +b? sen 40? 4- ab(cos 50? +1) 


а-Б 2a-b 
a+ab 


1 


А) 


a+b 
а—Ь 


D) E)ab-1 


36.- Del gráfico, calcular: M = сото - 2 cot Ө 


A) 1 


B)i 
04% +1 


D) 4272 


E 2-42 +1 


37.- Del gráfico calcular Марх 
А) ѕеп 7/3 

В) ѕеп 7/6 

С) “Р т/4 

D) sen 11/8 

E) sen 1/12 


182 30” x 


38.- De la figura. calcular tan 0 


A) 42 Des 


су: 


D) 42 +1 
E) Y2 -2 


01.- En la figura mostrada: BD = AD, АС =b 
y BC=a. Calcular cot 6. 


hag? A 
POS 

2 2 
Р) . 
o £u B D 
D)2ab E) p 


02.- En la figura: PB = AQ =L. Se pide expresar 
PQ en función de «L», si además se sabe que 
ABCD es un cuadrado. 

A) 151/3 
B) 7L/3 
O 5L/2 


D)3L 


E)L3 


D C 


seno.sen Ө 
senf 


A)3 4 
B) 1/3 3k 
C)2 


^" AÑ 
BI шин 


03.- Del gráfico, calcular T = 
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gulos шалан 
11 вар. а 


gulos IF 


04.- En la figura ABCD es un trapecio rectán- 
gulo. Asimismo BM = MC y AD = 2BC; calcu- 
lar tan ©. 
A) 1/2 
B) 1/3 


C) 1/4 


D) 1/5 J 


E) 1⁄6 А р 


05.- En un triángulo rectángulo, la hipotenusa 
mide £ y un ángulo agudo mide «0». Calcular la 
longitud de la bisectriz relativa a la hipotenusa. 


.LsenO. 142 cot 6 
А) Гане 1+ tanO р) 1+cot0 
B) 142 sen Ө E) Ea cos 0 
1+ tanO 1+ tanO 
c) L2 tano 
l+ tanO 


06.- De la figura BC 22 y E es punto medio de 
BD . Calcular AD en función de x, y, z. 


B 


A) sen z(cot x + cot y) 
B) sen z(cot x - cot y) 
C) sen z(cot y - cot x) 
D) sen z(tan y - tan x) 


E) sen z(tan x - tan y) 


07.- En la figura AC = 7, BC = 5 y BM = x. 
Calcular: H = x? + соё Ө. 


A) 10 
B)9 
С)5 
D)3 
E)7 A С 


08.- En la figura, las regiones triangulares 
ABP, PBQ y QBR son equivalentes. Si sen 
& = 1/6, calcule PQ en función de <h>. 


A) h/2 A 
B)2h 

C)3h h 
D)4h | 
E)h/3 H 


09.- En la figura mostrada M es punto medio 
de AB y ABCD es un cuadrado. Si además se 
sabe que ABC es un cuadrante, calcular cot 6. 


A)1 A M B 
B)2 792 i 
£53 

D) 1/2 » 

E) 1/3 С 


Resolución de Triángulos Rectángulos 


10.- En la figura se tiene el cuadrante AOB en 
donde M y C son puntos de tangencia. Se 
pide determinar el valor de: E = tan Ө - 1. 


A) 47 


П.-Епе! gráfico mostrado, se sabe que FD = DC; 
calcular tan 0. 


А)3/17 
В) 17/3 
С) 17/6 
D)6/17 е 
E) 11/17 A С 
12.- Si СЕ = а y ЕТ = b, calcular k. si: 
2 ѕеп(Ө+ о) 
sen(0 — о) 
А) 1/2 
B)2 
O3 RAP 
хий ЖТ 
E)1 A Tw B 


13.- Enel gráfico mostrado se sabe que: AB CD. 
Calcular el valor de: tan Ө + tan 9. 


A)3 
B)3/2 
Су1/2 
D)1 
E)2 


14.- En la figura, CM es mediana. Calcular Ё, 


2tano 4 cot & 
cot p 


Si: k= 
А)1/3 


ву! 
O 1/4 
D)2 


B 12 
15.- En el gráfico mostrado ABCD es un rec- 


tángulo. Además se sabe que: CE = 2ED = 2. 
Calcular AG en términos de 6. 


B С 
2N 
A G D 


A) 2 sen 0 tan Ө D) 4 csc 0 sec Ө 
B) 2 sen 0 cos 0 E) sen Ө cos Ө 
C) 3 sen 0 cos 9 


16.- Calcular x en función de п y Ө siendo BE = x; 
CD=n y m Z BAC = 0. Además se sabe que 
AD es bisectriz. 


B 
ч}, 
AN 
Éc 8 
A C 


А) п sen Ө B) n cos Ө C)ntan 8 


D) n sen Ө cos Ө Е) n sec O 


17.- En la figura T es punto de tangencia. Se 
pide determinar el valor de tan 6. 
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А) 1/2 
В) 43 
Ol 

D) 43 13 
E)7/24 A E D 


18.- Interiormente a un triángulo rectángulo 
ABC (В = 905), se traza otro triángulo rectán- 


gulo AMD (M = 90°), donde M está en BC y 
Den АС . Si además se sabe que: AD=3DC y 
m Z MAD- m Z DMC = о; calcular: 

_ соёо 

^ cos2o, 


A)23 В) C)43 D)1⁄3 E)2 


19.- A partir de la figura mostrada calcular: 
A = tan Ө cos Q + sen Q 


ABCD es un cuadrado, ADC es un sector cir- 
cular y T es un punto de tangencia. 


А)0 


E)2 


20.- En el gráfico se sabe que: CD = DO. Se 
pide calcular el valor de: 


E-cot? a- 2cosa 
A) 1/2 
B)1 
С)2 
D) 1/3 
E)3 


21.- En la figura mostrada se verifica que: 
tan Ө + tan D = 5/3 
E=3tan0+1 


Calcular: 
A)! 
B)2 
C)3 
D)4 
E)5 


22.- Se tiene un trapecio cuyos lados no para- 
lelos forman con la base ángulos 0 y 20. Cal- 
cular la longitud del lado no paralelo que for- 
ma al menor ángulo, sabiendo que el otro lado 
no paralelo mide m. 


A) 2m sen 0 B)2m cos 9 C)mtan Ө 


D) тес 0 E) m (sen Ө + cos Ө) 


23.- En la figura mostrada MNPQ es un cua- 
drado, determine el valor de: Е = tan Ө - cot $. 
Además se sabe que O y B son centros de dos 
arcos de circunferencia del mismo radio. 


A)1 AN 

B)2/3 к 

O13 

D)2 

Di s’ АВ” Ta B 


24.- En un triángulo acutángulo ABC, calcular la 

altura relativa al lado AC si el área de la región 

triangular es de 56 m?. Además se verifica que: 
cot À + cot C = 7 


А)4т B)3m C)2m D)6m E)8m 


25.- En el interior de un triángulo rectángulo 
ABC (recto en B), se ubica un punto M tal que 
las áreas de las regiones ABM y AMC son 
iguales. Si además: m Z BAM = т ZBCA=0; 
calcular: © 

F = cos 20.сѕс Ө 
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AI BDB Ol D)IA I5 


26.- En la figura mostrada, se pide calcular la 


longitud de AB en términos de o: y R, si ade- 
más se sabe que CD es diámetro. 


A)R 1 -сов20. 
B)R JJI —sen2o 
C) J2R 1 cos2a 


27.- Del gráfico, expresar DE en términos de 0 
ym. 


D) 42 R Ji - sen2a 
E)R Мѕепо + COS al 


A) т sen Ө D) m cot 6 
B)m cos 9 E) m sen Ө cos Ө 
C) m tan 8 


28.- A partir de la figura mostrada, se pide 
calcular: tan 0. 


A) L5 


B) 42 


C) 45 A 
D)2 
E) 45 B 


29.- Siendo ABCD un cuadrado, calcular «a» 
para que se verifique la relación: 


A) sen y 
B) cos y 
С) tan y 
D) cot y 


E) sen y cos y 


30.- En un triángulo rectángulo la hipotenusa 
mide <h> y uno de sus ángulos agudos «ф». 
Se ubica en su interior un rectángulo cuyos 
lados adyacentes se superponen sobre los 
catetos del triángulo. Calcular el área de la re- 
gión rectangular, si la diagonal del rectángulo 
es perpendicular a la hipotenusa del triángulo. 


A) h? sen $ cos $ D) 12 (sen 0 + cos $) 
B) Ги sen? ф cos? $ E) № (sen2 à + cos 2 0) 
C) k? sen? 9 cos? $ 


31.- Dos polígonos regulares de <m> y <n> 
lados tienen perímetros iguales. Calcular la re- 
lación de sus áreas. 
Im. М ОЛ 
A) — tan — cot — 
n m n 


n T л 
B) — sen— csc — 
т т п 


С) m sec COS z 
n m n 
32.- A partir del cubo mostrado, calcular: 


M = sen Ө sec a sec B 
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E) 45 


33.- En un triángulo ABC, la bisectriz interior 
CD (D en AB), verifica que: 


"— иг" 
CD ` AC * ВС 


Calcular la medida del ángulo C. Sugerencia, 
utilizar: sen 20 = 2 sen О cos ©. 


A)30 B)45° С)60° D)90 E)I20 
34.- En un triángulo rectángulo ABC, recto 
en «C», se toma un punto P de AC , del cual 
se traza PQ perpendiculara AB (Q en AB). 
Si el área de la región cuadrangular BCPQ es 


ocho veces el área de la región triangular AQP, 
calcular AP, si además se sabe que: AB = 24. 


C)8 


35.- A partir del gráfico adjunto, calcular: 


AJ6  B)7 D)9  E)IO 


sen xcos y 
= sen x(x— y) 
B 
D 
A O C 
A)1 B)-1 С)2 D2  E)25 


m I 
BDITORES 


36.- Del gráfico adjunto, calcular «AE» en tér- 
minos de «о» y «Ө», siendo ABCD un cua- A)(43 +DHA D) 243 -DH 


d lado igual a la unidad. 
rado de lado igual a la unidad BAJ «DH E) cBina 


OGB -DH 
39.- En la figura mostrada, calcular «cos Ө», si 


BM es mediana y además se sabe, que el área 
de la región triangular ABC es 1u*. 


B 
А) tan o. tan Ө В) tan O tan O - 1 
С) tan олап 0 + 1 D) (1 + tan о) tan 0 - 1 
Е) (1+1 ө 
) (1 + tan о) tan O + 1 А Н М C 


Р : 4. —íS F I 
37.- Del gráfico, el equivalente de 4S tan? xen š 


términos de «m» es: A)1/2 B)1/3 C)1/4 D)1/5 E)1/6 
ANA 


В)т? 

С) 45 ni 
D) mn 
E)2n? 


38.- De la figura mostrada, calcular la altura 
del faro en términos de «H», siendo «M» pun- 
to medio de aquel. 
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ÁNGULOS VERTICALES 


01.- Desde el pie de un muro de 4 m de altura el 
ángulo de elevación de la parte superior de un 
edifico es de 53°. Si desde la parte superior del 
muro el ángulo de elevación del punto anterior 
es B, calcular (en m) la altura del edificio. Con- 
sidere: tan B= 1,2. 
A)30 B)38 O4 
02.- Desde un punto sobre el suelo se ve lo 
alto de una casa con un ángulo de elevación 
0. Si nos acercamos una distancia igual al tri- 
ple de su altura, el ángulo de elevación de la 
parte alta de la casa es el complemento de 6. 
Entonces el valor de: cot 6 - tan 0 será: 


D)40  E)20 


А)1т В)2т C)3m D)ám E)5m 
03.- Un turista contempla un monumento so- 
bre un pedestal con un ángulo de observa- 
ción de 8°. Si la parte más alta del pedestal lo 
observa con un ángulo de elevación de 45°, 
determinar la altura del monumento, si se sabe 
que la altura del pedestal es de 18 m. 


A)lm B)8m C)2m D)3m Е)6т 


04.- Una persona sube por una loma inclinada 
un ángulo de 30? respecto de la horizontal. 
Desde el pie de la loma observa la parte supe- 
rior de una antena, ubicada en la cima, con un 
ángulo de elevación de 45”. Luego de subir 


44h m hacia la antena, el nuevo ángulo de 
elevación es de 60°. Calcular (en m) la altura de 
la antena. 


А)2 B) Os DI E)7 


PPS 
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41:11 - 


05.- Una piedra se encuentra a una distancia 
de 9 m de un edificio de 4 pisos. Desde la parte 
superior e inferior del segundo piso, se obser- 
va dicha piedra con ángulos de depresión p y 
Ө respectivamente. Asimismo, un observador 
ubicado en la azotea localiza a la piedra con un 
ángulo de depresión «О», calcular (en m) la 
altura del edificio, si se verifica que: 


cot a + cot В + cot 0 =21/4 
А)11т В)12т C)l3m Юр) 14т E) 15 т 


06.- Un avión desciende rectilíneamente, con 
una inclinación de 53? respecto de la horizon- 
tal. El piloto observa delante de él la pista de 
aterrizaje bajo un ángulo de 23*. Si en ese ins- 
tante el avión está a 1 000 m de altura, calcular 
la longitud de la pista. 


A) 880 m 
D)650m 


B)980m 
E)800m 


C) 750m 


07.- El asta de una bandera está colocada al 
borde de un precipicio de 40 m de altura que 
se encuentra a la orilla de un río de 30 m de 
ancho. Una persona al lado opuesto del río 
Observa el asta bajo un ángulo de 8930”. Con- 
siderando: tan 61? 30' = 1,8; la longitud del 
asta será: 


А)41т 8В)14т С)10т D)7m E)i5m 


08.- Desde dos aviones que vuelan a la misma 
altura, con la misma velocidad y separados 
una distancia determinada, se puede observar 
un punto «P» en el suelo, con ángulos de de- 
presión «Ө» y «о» (Ө > о) respectivamente. 
Cuando el avión que estuvo más lejos de «P», 


ocn 
EDITORES 


se ubica en la misma vertical de aquel, desde 
«P» se observa al otro avión con un ángulo 
de elevación «ф». Calcular: 


M = tan ф (cot a - cot Ө) 


A)2/3 B)1⁄2 Ol D)5/2 E) 3/5 
09.- Un basquetbolista observa la copa de un 
árbol con un ángulo de elevación de 37°. Si el 
deportista dista 8 m del árbol, calcular el valor 
del ángulo de observación del árbol sabiendo 
que su estatura es la cuarta parte de la del 
árbol. 


A)42 В)48° С)51° D)S8 E)64° 

10.- Las caras de la pirámide de Kefren en el 
valle del Nilo, están inclinadas aproximada- 
mente 53? con la horizontal. A una distancia 
de 84 m directamente a partir de la base, el 
ángulo de elevación a la cúspide de la pirámi- 
de es de 37”. ¿Cuánto vale (en m) la extensión 
de la cara, desde la base hasta el vértice de la 


pirámide? 
А)140 В)150  C)I60 р)170 E)180 


11.- Desde la base de una colina inclinada un 
ángulo «о» respecto a la horizontal, una per- 
sona observa la parte superior de una torre de 
altura <h> con ángulo de elevación «200». ¿Qué 
distancia debe ascender la persona sobre la 
colina para que el nuevo ángulo de elevación 
sea «30»? 


В) 0,5 hcos« 
E) 0,5 h csc a 


A) h sen O. С) 2h tan a 


D) 2h cot & 
12.- La elevación angular de una torre CD 
desde un lugar A al sur de ella es 30° y desde 


un lugar B hacia el oeste, la elevación es 18°. 
Si AB =a, se pide calcular la altura de la torre. 


A) а4?-5-2 B) а47-5--2 O ade di 
a 2 2 

m MESE E) Pas 
2 2 
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13.- Desde la base de un faro parten 3 perso- 
nas A, B y C siguiendo las direcciones sur, 
oeste y el tercero siempre equidistando de los 
otros dos pero alineado con ellos. Si en un 
instante dado A y B observan al faro con án- 
gulos Ө y $ respectivamente, ¿cuál es la 
cotangente del ángulo de elevación con el que 
observa «C» al faro? 


^) 2 cott 0+cot $ 
B) 1 cot! 6-cot 9 
C) cor? 8+cot* ф 
D) eo e rcora 
E) [сог 6- cor! ó 


14.- Un asta de bandera se levanta en el cen- 
tro de un terreno que tiene forma de paralelo- 
gramo y que es vista con ángulos de eleva- 
ción «Q» y «Ө» desde dos de sus vértices con- 
secutivos. Calcular la relación entre las diago- 
nales del paralelogramo. 


tano csc O seca 
2 tan al cscO с) sec0 
cosa sen Q 
o со50 E) sen0 


15.- La elevación angular de una torre desde 
un lugar «A» al sur de ella es 30° y desde un 
lugar «B» hacia el oeste de «A» la elevación 


es 18”. Si AB =40V245 + 2 m, calcular (en m) 


la altura de la torre. 
(5-1) 


Considerar: sen 18° = 4 


A)20 B)40 C)60 D 80 Е)10 
16.- Un caminante observa un mástil con un 
ángulo de elevación о. Cuando la distancia 
que los separa se ha reducido a la tercera par- 


te, el ángulo de elevación se ha duplicado. 


¿Cuánto mide o? 
PPS 


A)6P | B)3P С)45° D)37  E)5* 
17.- Desde un punto situado a 50 m del pie de 
un edificio se observa con un ángulo de 9? el 
asta de una bandera ubicada en la parte supe- 
rior de aquel. Asimismo, la parte inferior del 
asta se observa con un ángulo de elevación 
de 36°. Calcular (en m) la longitud del asta (con- 
siderar cot 54? = 0,72). 

A) 18 BIS OB DH BR 
18.- Una persona colocada en la misma hori- 
zontal del pie de una torre, observa la parte 
superior de ésta con un ángulo de elevación 
de 37°. ¿Cuántos metros debe caminar hacia la 
torre para estar a 180 m de ella y divisar su 
cúspide con un ángulo de elevación igual al 
complemento del anterior? 
A)120 В)140 C)160  D)180 E)200 
19.- Desde lo alto de un edificio se observa un 
automóvil con un ángulo de depresión de 37°. 
Si dicho automóvil se desplaza rectilíneamente 
con una rapidez constante acercándose 28 m 
al edificio es observado, desde la azotea, con 
un ángulo de depresión de 53°. Si de esta po- 
sición tarda en llegar al edificio 6 s, calcular 
(en m/s) la rapidez del automóvil. 
A)8 B) 12 03 D)4  E)6 
20.- Desde la parte superior de un acantilado 
se divisa un barco en el mar, con un ángulo de 
depresión «о». Un aeroplano que viaja hori- 
zontalmente al mismo nivel del acantilado, ob- 
serva al barco y a la base de aquel con ángu- 
los de depresión «20» y «Ө» respectivamente 
(20 « 90?). Calcular: sen 20 cot о. 

A) B2 012 D)3 E32 
21.- Desde un punto al sur de un árbol se 
Observa la parte superior del mismo con un 
ángulo de elevación «a» encontrándose di- 
cho punto a una distancia «a» respecto de la 
base. Si desde la parte superior se observa, 
con un ángulo de depresión «f», otro punto 
ubicado al norte del árbol, ¿a qué distancia se 
encuentra dicho punto de la base? 


PP5 
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A)tanatanf B)cotacotf С) tan O cot D 
D) cot ar tan В E) tan о sen B 


22.- Desde lo alto de un acantilado se obser- 
va, en dirección sur, una boya con un ángulo 
de depresión de 459 y en dirección este un 
bote con un ángulo de depresión de 30°. Si la 
distancia que separa a la boya y al bote es de 
80 m, calcular la altura del acantilado. 


A)20m B)24m C)30m D)40m E)48m 


23.- Un poste se encuentra equidistante de 
otros dos iguales pero de menor altura. Un ob- 
servador, que ubicado en la misma línea y a un 
extremo de los tres, visualiza con ángulos de 
elevación а, Ө, B respectivamente (Ёс о < Ө) 
sus extremos superiores. Calcular la altura del 
poste mayor si los más pequeños miden h. 


A) h/2 (cot a + cot B)tan Ө 
В) h (cot ar + cot B)tan Ө 
C) h/2 (cot a - cot B)tan Ө 
D) h/2 (cot Ө + cot B)cot a 
E) h/2 (cot a - cot B)cot 6 


24.- Un avión y un barco viajan en la misma 
dirección. En la primera observación efectua- 
da desde el barco se ubica al avión adelante y 
con un ángulo de elevación de 53%, marcando 
dicho punto con una boya. En la segunda ob- 
servación lo visualizan con un ángulo de ele- 
vación de 37°. Si la velocidad del avión es 4,5 
veces que la del barco, calcular la cotangente 
del ángulo de depresión con la cual se ve a la 
boya desde la segunda posición del avión. 


A) B2 OS D25 Bis 


ÁNGULOS HORIZONTALES 


25.- A las 2 de la tarde, desde un barco se 
Observa hacia el norte dos faros alineados. 
Luego de navegar hacia el NE, a las 4 de la 
tarde se observa a los faros en las direcciones 
OaS у NaO. Nuevamente a las 10 pm desde el 
barco se observa a los faros en las direccio- 
nes: OBS y NBO. Si la distancia entre los faros 


S oco 
EDITORES 


es de 20 km y el barco navega a velocidad cons- 
tante, calcular el valor de la rapidez (en km/h) 


2542 5434 5434 
А) ^U 2477 р. 
50 1542 
D) 17 E 


26.- Un barco se desplaza 40 km siguiendo la 
dirección S60%0 con respecto a un puerto. 
Luego se desplaza 20 km según el rumbo 
N60*0. Calcular (en km) la distancia del puer- 
to a su posición final. 

€) 1047 


A204 7 B) 10-43 


D) 1547 E)25 4/7 


27.- Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda en las siguientes proposiciones: 


L N NE es la notación de 11215” al norte 
del nor-este. 


E15°N es la notación de 15? al norte del este. 


HI Si el rumbo de «A» respecto de «B» es 
N37'E, entonces el rumbo de «В» respec- 
to de «A» es S37%0. 


IV Sila posición de «P» respecto de «Q» es 


E 


I al 
NE, S, entonces la posición de «Q» res- 


pecto de «P» es SO i S. 
A)FFVF 
D) VFFF 


B)VFVF ` C)VVFF 
E)FVVV 


28.- En un instante determinado el vector po- 
sición de una araña es (3; 4; 40), desde donde 
observa tres moscas, en el suelo exactamente 
en los puntos (0; 0; 0), (3; 0; 0) y (0; 4; 0), bajo 
ángulos de depresión ar, [3, Ө respectivamente. 
Calcular: M = tan с + tan B + tan Ө 


A)84/5 В)73/3 C)94/3 D)91/3 E)88/3 


29.- Un niño se encuentra entre dos árboles, 
Observando un ave en cada copa de los árbo- 
les. Si el ángulo que forman las visuales es 
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135°, determinar la distancia en metros entre 
las aves, si además se sabe que el niño se 


encuentra, de éstas, a una distancia de 745 y 
17 metros respectivamente. 


A)25 B)24 С)2442 D)2542 E)24W3 


30.- Desde un punto exterior a la luna, se la 
observa con un ángulo «20». Encontrar la 
menor distancia a la que se encuentra dicho 
punto de la superficie lunar, si el radio de la 
luna es igual a «r». 


A) r sec Ө B)r(sec8 +1) 
D) r tan © E) 2r cot 20 


C) r(csc 6 -1) 


31.- Dos móviles parten de un punto, el prime- 
ro con dirección NDE y el segundo con rumbo 
S2BE. Cuando el primero recorre 4 km, el se- 
gundo recorre 4,2 km. Si la distancia que los 


separa es de 5,8 km, calcular tanb. 


A)1 B)1⁄2 СЗ D)1⁄4 E)1/S 
32.- Una persona parte de una ciudad A y lle- 
ga a una ciudad B describiendo una 
semicircunferencia de longitud «/». Si la ciu- 
dad B se ubica en la dirección ЕӨМ respecto 
de la ciudad A, calcular la menor distancia de 
la persona a la ciudad A, cuando ésta parte 


rectilíneamente de B hacia el Sur. 
B)l/2nsenO C)2l/n cos 0 
E) л cos Ө 


A) lir sen Ө 
D) I/27 cos 0 


33.- Un bote navega rectilíneamente hacia el 
este а 2 415 millas/h. A las 13:15 horas ob- 
serva la cúspide de un acantilado en el rumbo 
МЕТЕ соп un ángulo de elevación de 30°. А 


las 13:45 horas observa otra vez la misma cús- 


pide que ahora se visualiza en el rumbo NO 3 N 


y con un ángulo de elevación de 60°. Calcular 
(en т) la altura del acantilado. 


A B B5 ©з D345 к) = 


797 


= 


215 
Вагопез Trigonométricas de Ángulos. 


T 


enel Plano Cartesiano- A 14 
3T 


RT. DEUN ÁNGULO EN P. NORMAL 
01.- Si:0«0«o «2n 


y además: sen Ө + sec & = 0 


SR.” e 2(a.7 0) 
Calcular: M = csc 6 4 cot Lm cos ETT 
A)! B)5/2 С)2 D) 12 Б) 3/2 


02.- Si: 3n < x < 2T, hallar "tan x" sabiendo 
que М = (3 cotx +2 tan x)/2 


toma su máximo valor. 
A)-43 В)-43 /2 
р)-43/4 Б)-46/4 


03.- Siendo Ө un arco positivo (0 < Ө < 27), 
donde se cumple: 


O-46 2 


Jexsec20 + Jversa.-1 € 42 sen эп - sen? 


Calcular: k = tan 0.exsec > 
AJO B)1 
cos? 0 +c0s0=0 

y: J4-tan0 + Jtan0-4 - tana 2 


Siendo: 0. € ПС; determinar: Е = (sen Ө cos 01)? 
B) 16/85 C) 19/15 
E) 17/19 


С)2 D)3 


04.- Si: 


А) 8/5 
D) 19/85 
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SITUACIONES GRÁFICAS 


05.- A partir de la figura, determinar el área de 
la región triangular AOB, si el punto medio del 
segmento PQ es el baricentro del triángulo 
AOB. 


P(1; 3) 


A)3/4 
B) 1/2 
С)2/3 
D) 1/4 А 
Б) 9/2 


06.- En el siguiente gráfico, evaluar "tan о" 


y' 


P'(a; -b) 


МҮ 


07.- Sea о un ángulo positivo menor que una 
vuelta cuyo lado final no cae en el IC , y otro 
ángulo: 0 € (-180*; 0), con el cual se verifica que: 


1+ J-cos? 0 2 tana 


сша Mol 1 
2 sena 
Bo "usa MET "UH" £5 


08.- A partir de la figura mostrada, calcular: 
E = tan © + cot G, si se sabe que "G" es el 
baricentro del triángulo ABC. 

A) - 61/30 
В) - 67/30 
С) - 71/30 


Р) - 73/30 


E) -74/30 C(5;-6) 


09.- Del gráfico mostrado, calcular el valor de: 
со! 20: si se sabe que: PO = 41 


A) -4/5 P(a; 40) 
B)4/5 

C)3/5 

D)-3/5 49 
E)3⁄4 Bp 


10.- En el gráfico mostrado, "O" es el centro 
de la semicircunferencia. Si BC = 0,2AC, eva- 
luar la expresión: 


` п л 
M= Ssec [Ë +). cse 8 6) 


y 


A)26 B)23 С)25 0)4 E)IO 


11.- En la figura mostrada las coordenadas del 
punto "R" son (6 43 58). Determinar la distan- 


cia del baricentro de la región "MON" al pun- 
to "R". 


Razones Trigonométricas de Ángulos en el Plano Cartesiano 


А)421 
B)4421 


G)2 72] 
D)21 


E)2 4/42 
12.- Del gráfico, determinar: N = 4 cot 0 + 3 


E) 4 


13.- Del gráfico siguiente. Determine el valor 
de: cot 20 - cot 0. 


суваг 


14.- En la figura: AB =4BC. Se pide encontrar: 
P= 16 tan 0 + 13 cot 0 


donde "G" es el baricentro de la región trian- 
gular sombreada. 


A)27 
B)28 
C)29 
D)30 
E) 


24 


С(-8 ; 10) 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


15.- Se tiene un ángulo 8 en posición canóni- 
ca que verifica las siguientes condiciones: 


i) |cos 0| = -cos Ө 


ii) [tan 0| = tan Ө 


iii) [sen Ө| = z 
Evaluar: M = 45 csc 0 + 9 cos Ө 


A)-11 B)-10 C) D)-8 E)-6 


16.- Sabiendo que: tan Ө = - š ; calcular el va- 
lor de "sec Ө - csc Ө", verificándose además: 


Iseng 


cot 0. sen O € - 


A) => wa O-1345 
D) E E) 13 45 


17.- Determinar la ecuación de la circunferencia 
que tiene como diámetro la porción de la recta: 


L:2x-3y412z0 
comprendida en el segundo cuadrante por los 
ejes coordenados y la tangente del ángulo en 
posición normal cuyo lado final pasa por el 
centro de la circunferencia. 
A) (х+ 3) (y- 2 = 13; 2/3 
B) (х+ 3) & (у - 2) = 13; 3/2 
C) (х+ 3)2+(у-2)2 = «13 :-2/3 
D) (х-3)2+ (у-2) = 13; -3/2 


E) (х-3)2+(у-2)2= 413 ;-1 


18.- Si: 


seno- 2] = B donde 6 es un ángulo 


agudo, determinar la intersección entre los in- 
tervalos: 


PP6 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


(л ѕеп Ө :7zcsc Ө] y [0; т]. * 
«4| os] olga 


T 


19.- Siendo "а" y "Ө" ángulos agudos tal que: 
[3 + sena] - |2 - cos 0] =P; 

calcular el valor entero de "P". 

A)-1 BjO ©) D)2 E)3 


20.- Del gráfico mostrado, calcular el mínimo 
valor de E, si: 


_ Area del ЛАВС _ 
7 Area del n MNPQ ” 


Sugerencia: 2 sen Ө cos Ө = sen 20 
A)2 
B)3 
O 42 
D)1 
Е) А M Q. C 


21.- La abscisa. ordenada y radio vector de un 
punto P que pertenece al lado final de un án- 
gulo "о" en posición normal están en progre- 
sión aritmética, en el mismo orden. 


E МО -2MN 


Calcular: csc G - cot ©. 


A)U2 : B)1/3 Gif D)21.1B)32 
22.- Si se cumple: sen x cos 20 = 1; siendo "x" 
y "6" ángulos no negativos y menores que una 


vuelta, determinar el mayor valor de "x + 0". 


A)T rad B) = rad C) = гай 


D) 27 rad Е) 37 rad 


аф лсо 
EDITORES 


23.- Dado: |ѕесо + cos o] = 2,9 


donde: "a" pertenece al tercer cuadrante, de- 
terminar el valor de: 


Е = sen Q£. tan Q 


A)2 B21 O24 75 2508027 
SIGNOS DE LAS R.T. 
24.- Si: se verifica: Z š а 2 720 «B 22. 
evaluar el signo de: 
sen(a + B)sen a 
Ч cos(3B +01) зес3 
ап[3®+2р 
Эд [see + B+ 2) | Š ) 
соѕ(30 + B)scc[Z + o) 
seno.tan2B 
З сѕсЗВ.ѕес E + o) 
A)0:0:0 DO; 
В) (+); C); (+) E)C); C); G) 
C)CG); G); (+) 


25.- Sabiendo que "сс" es la medida de un án- 
gulo trigonométrico, tal que su valor está com- 
prendido entre 210° y 300°; determinar el sig- 
no de las siguientes expresiones: 


L гап ©. csc Q 


2 
IL cot(0.- 30°) . sen 4 
Ш. tan(o + 60°). [sen о] 
A)+,+,+ B)+,+,- C)+,-,- 
D)-,-,+ юмыг 


Razones Trigonométricas de Ángulos en el Plano Cartesiano 


26.- Si "0" € TIIC, determinar el signo de: 


Р = cos(sen 0).tan(sen Ө) 
A)G) BO OG) D)G)óG) E)Nulo 


27.- Se sabe que: "а" y "Ө" son ángulos en 
posición normal, positivos, menores de una 
vuelta y ubicados en diferentes cuadrantes, 
tal que: & < 0. Si además: 


i) [tan | = апа 


ii) cos 0 » 0. 
Indicar el signo de: P= secos tant 
cscz 
2 
po B) С) (+)6(-) 
р) (+) у (-—) E) nulo 


28.- Siendo: tan @ + seno. < 0 
tanO.csca «0 


Identificar el cuadrante de "0" sabiendo que 
"Ө" y "a" pertenecen al mismo. 


A)IC B)IIC 
D)IVC E) IIC y INC 


С)ШС 


R.T. DE ÁNGULOS CUADRANTALES 


ѕеп2х +ѕеп4х-ѕепбх 


29.- Dado: f(x) = соу 2x+cos4x+tanx-4sec4x 


calcular: "/(7/4)" 


Ali BR 212209 15 "48)2 
30.- Calcular: 
3sen 90? - 2cos180° + sen270° 
4cos360°- 5cos180°- 2sen90° 
A)1⁄7 В)/2 O47 D3 B 


31.- Calcular: 


sen T + ѕес0 - cot270? -sec zx 
csc90? -cosz * tan180? -соѕл/2 


A)l B) С)2 D)-2 53 

32.- Si la suma de с, В y Ө está comprendida 
entre 2760? y 3180", siendo « y Ө suplementa- 
rios, calcular "B" si se sabe que es un ángulo 


cuadrantal que toma su mayor valor. 
В)2 670° С)3 240° 
E) 3060” 


A) 2070? 
D)2970* 
33.- Reducir la siguiente expresión: 
2n 2n 
[соак -05| +[tan(2k +11] 222 + 24 
2л п 
[secn]" ud Te x 


donde: ne Z 


A)i-«CD'  B)CD" C)1 D)O E)-1 
34.- Si: f(x) =sen3x-cos 21 es una expresión nula; 
calcular la suma de valores que toma "cos x" sien- 


do "x" un arco positivo y menor que una vuelta. 


A) B) OR DO E4372 


ÁNGULOSCOTERMINALES 


35.- Sabiendo que: "а" y "Ө" son suplementa- 
rios y coterminales, calcular el valor de: 


M = cot Qt - cos Ө 


A)0 В)1 С)2 D)3 E)4 
36.- Determinar dos ángulos coterminales sa- 
biendo que el mayor es a la suma de ambos 
como 13 es a 17 y que la suma de estos es 
mayor que 2 300? pero mayor que 1 900°. 


A) 365? y 1 725? В) 819” y 10219 
C) 460? y 1 570° D) 455" y 595° 
E) 480° y 1 560° 


37.- De la figura mostrada, evaluar: tan Ө - cot Ө, 
sabiendo que: cot B = 1.4.0 


802 
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А) -74/35 
В)-15/24 
C)-7/24 
D)-21/10 
E)21/10 


38.- En el gráfico: tan о = 0,75; calcular tan Ө. 
A) -3/4 
B) -4/3 
C) -7/12 
D) -12/7 
E) -14/13 


39.- La suma de las medidas de dos ángulos 
coterminales es 240? y la medida del ángulo 
mayor está comprendida entre 470? y 500°, 
calcular: 


sen Qt 
NE cos + tan(o - (3) 


siendo "a" y "B" las medidas del ángulo ma- 
yor y menor respectivamente. 


43 
3 


40.- Se sabe que: "о" es coterminal con: "-20" y 
"В" es coterminal con "-3В". Si además оу B son 
coterminales; calcular "o: + f", siendo "a" y "В" 
positivos, diferentes y los menores posibles. 


A) 1 080° B) 1 140° C) 820° 
D) 835° E) 840° 


AJO !*B)-43 O- 


3 4 
D)-3 Б-д 


41.- Sean "о" y "B" dos ángulos trigonomé- 
tricos que se encuentran en la relación de 5 a 2 
respectivamente. Si además se sabe que: "20" 
y "D" son coterminales, determinar "о + B" 
siendo "В" el mayor ángulo negativo posible. 


A) -240° B) -90° C)-135° 
D)-315° E) -270° 


Hg 


LÍNEA TRIGONOMÉTRICA SENO 
01.- ¿Qué valores puede tomar "x" para que 


-2 х+1 
se cumpla: sen Ө = 4: PT > 


siendo: Ө un arco del tercer cuadrante? 


ofsi) 


02.- Ordenar en forma creciente: sen 4, sen 5, 
sen 6, sen(-1). 


A) sen 5; sen(-1); sen 4; sen 6 
B) sen(-1); sen 5; sen 4; sen 6 
C)-sen 5; sen 4; sen(-1); sen 6 
D) sen(-1); sen 4; sen 5; sen 6 
E) sen 4; sen(-1); sen 5; sen 6 


03.- Hallar el conjunto de valores que toma la 
expresión: 


_ sen?x +|sen x| 
^ sen?x-|sen x| 


A) (es; -1] В) (-09; -1) С) (- eo; 0) 
D) es; 0] E) (= ;1) 

04-51: E «54: 

determinar el intervalo de: М = 4 ѕепх - 1 


Circunferencia Trigonométrica 


Circunferencia frigenométtica 
Razones- frigonométricas de Números Regles) 


| 74: ай 


41-4- 


A) (-243-1,243-1) 

B) (-2/3:-1) o (1243) 

O) (-245;1;-3) o (243 - 1) 
D) (243,243) 


E) C3; 1) 


05.- Si: x, € (42) yee (5:35); 


determinar el intervalo de: P=2sen Ө - = 
sabiendo que: sen x, = 3 : 

1.6 15.13 1.13 
A) (5 ?| B) эл») 9 (8851 


р) (2:2) E) GB 


06.- Hallar la extensión de "о" que cumple con: 


5 «a «7:« partirde 1 < шолшин < ын Я 


Олс 


07.- Si: 2 < Зо < п, calcular la variación de: 


Р = [1—веп2(2./3вепо,) 
PP? 803 | 


A) (cos 3 ; 0) 
C) (cos 3 ; cos 43 ) 
E) [0 ; -cos 3) 
LÍNEA TRIGONOMÉTRICA COSENO 


B) [0; cos1) 
D) (-cos 43 ; cos3) 


08.-S10€ G чт], determinar el intervalo de: 
М = 2со50 + 1 

А1-о58 | В)(-548 | 

oo; 3) 0) 1,43 +2] 

Б|-14341| 

09.- Si: хє E 23) , evaluar el intervalo de: 
Ах) = 2cos |2х] 

AGO вин  ©|-4:0) 


10.- Hallar AT en términos de "Ө". 
A) 1 + sen - cos Ө T 
В) 1 - sen 0 + cos Ө 


C) 1 + sen Ө + cos Ө 
D)1-sen Ө - cos Ө 0 
E) 2 + sen Ө - cos Ө 


11.- Calcular de el intervalo: 


as "У" xe (Eon n) 
А5655] воз) 3 
D) (5:5) 2:10) 
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12.- En la C.T. mostrada, calcular la ordenada 
де ЕР" 


А) 3 cos Ө/(1 + 2 sen Ө) 
В) 3 cos 0/(1 - 2 sen Ө) 
С) 3 sen 0/(1 - 2 cos Ө) 
D) 3 sen 0/(2 cos 0-1) 
E) ЗѕепӨ (2cos0- 1) 


13.- Determinar los valores de "т" que hacen 
posible la siguiente igualdad: 


соѕ20 + 2тсов0 + т2= 1 


А) (151)  B)EE) 0122) 

D) [-2; 2] E) [-2; 2) 

14.- Si: Өє ТУС,Р»Оусов0- += ;enton- 
ces podemos afirmar que: 

А)х>Р-п В)х<Р-п С) х>р+п 
D)x+2m>p Е)х-2п<р 


15.- De las siguientes proposiciones: 
L  [cosx<1 - 


IL -l<senx<1 


1 
Ш. 4 < ѕепбх + соѕбх<1 


son correctas: 
A)I B)IyIl 
D) 1 y ll 


С)Ш 

E) Todas son correctas 

16.- Hallar la variación de cos (0 - x,), sabien- 
do que: x, < 0 < x, y (x; -x1) € (Z:n) : 

A) (cos(x, - x); 1) 
C) (cos(x, - ху); 1] 

E) (cos(x, - х); 0) 


B) [cos(x, - ху); 1) 


D) [cos(x» - ху); 1] 


LIN.TRIG.: TAN - COT - SEC - CSC 


17.- Si se cumple que: secx.csc y=1 


2 
tan^x + cot y= 0 


y además: x € (3; 5) ^ y € (4; 6); obtener el 
valor de: 3x-2y. 
Tx 


O5 


18.- Si se verifica que: sen B > sen с, además: 


AJO Вл D) Эп E)2n 
ао, pe (35-2) ; analizar el valor de ver- 
dad de las siguientes proposiciones: 

L cosa» - |соѕ В| 


П. -Jtan о] < - [tan В] 


T x 
HL tan(a+ 3 > (8+ z) 


A) VFF B)FFV C)VFV 
D) VVF E)VVV 

” ‚„4т\. ¿MT у 
19.- Si: ає | 522). | 2 > ir 


calcular la extensión de " V3 tan @ + cot f" 
A) (433) 
D) [-43 ;3| 


20.- Del gráfico mostrado, calcular la suma de 
coordenadas del punto "P". 


В) (-3; 3) C) C3; 3] 


Е) (0; 3] 


А)-2 
B)-J2 -1 
С)-42--46 
D) V2 -V6 
E)J6-2 


Circunferencia Trigonométrica 


ЕЕ 


21.- Determinar los límites de "о" entre los 
cuales se cumple que: 


sec о> tan Q (0« a «2n) 


szolga) (ozo) 


olgau) обн) 


22.- Sabiendo que: 0 € (-1; 1), identificar la 
proposición correcta: 


A)sen0>0 
D)cot8<0 


B)tan0>0 
E)sec 0250 


C)cos 0 «0 


23.- Del gráfico, evaluar el área de la región 
sombreada si MN // AB 


А) ѕепӨ - соѕӨ 
В) вєп 0 - cos20 
С) соѕ20 - sen20 


20172222 
р) Cos Ө sen 8 


E) ѕеп20 - tan20 
24.- De la figura, hallar la ordenada de "P". 
A) -1/6 
B)-1/5 
С)-1/7 
0)-47 7 
E)- J 5 /5 


28-5Е T4 exsec А ` z) =плхє (116; 7/6) 
hallar la extensión de "n" 
A) (2; 3) B)(1; 2) 
D) (1; 2) E) (0; 3) 


С) (252) 


26.- Si: 
seca -sen8=1 y OER A «e (7/2; 172) 


determinar el intervalo de "о" 


T 
250 
27.- Si: tanO € (28 АЗ | además: seno; = cose 


determinar la extensión: de "seco" 


А) R | 243 28 B) [28,28] 
C) (28228) D)IN3 ,2] 


28.- Determinar la extensión de "B" en la si- 
guiente igualdad: (B € ШС). 


2sen'A-tanB4 1- 42; (Кє Z) 


B) ЕЗ4 mHE 52ка] 


E) (Ka SE 9 +2Kn) 


29.- Decir са es verdadero (V) o falso (F): 


3n 
NS 


L Elmáximo valor de sec x es - "m 2 2 


IL senx+c0sx>0, para todo: -3 <x< E 
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Lane , es negativo si: E «x« Эп 
A)VVF B)VFV C)FFF 
D) VVV E)FVV 
30.- Ordenar en forma decreciente; tan; 
tan Š ; tan 2; tan 4. 
Sr Зл 


A)tan4;tan2;tan y Stan^y 


B) tan 4; tan ЭЛ иап2 ; tan 2 


С) tan 4 ; tan — in 


Lam 
4 ;tan 2 ; tan 3 


D) tan 4 ; tan 2 ; tan Эл лап 22 


Зл 57 
E) tan 4 ; tan=,7 4 tan 3 ;tan 2 


31.- 51: 772 < x, < x, < m; analizar la verdad o 
falsedad de las siguientes proposiciones. 

L senx,«senx, 

H. cos(-xj) > cos(-x7) 
III. tanx; < tan x) * 

ІМ cot(-x) < cot(-x;) 
A)VVFV B)VFVF 
D)VFFV E) VFFF 


C)VVVF 


32.- Identifica la proposición correcta. 
А) ає (2) > cos ae [0; 1] 

В) ає (5: т) — cot & € (- eo; 0] 

С) єє (л; 2л) sena € [-1; 0) 


D)ae (z: Z) апае (1; 0] / 


Е)сє (-Z:0) — cos et € [-1: 0) 


ÁREASENLA С.Т. 

33.- Calcular el área de la región sombreada: 
A) 2 sen Ө cos Ө 
B) 4 sen 8 cos 0 
С) 4 sen 20 

D) 2 cos20 

E) 2 tan?0 


34.- Calcular el área de la región sombreada en 
términos de "о", siendo: OP = PB'. 


-senQl 
n9) 2соѕа+1 У 


В) -ѕепосоѕ о 
2) 

2cos? a 

o 2sena 41 


- Sen Q cos OL 
D) — — 
) 25епо +1 


1-2 cos sen 


Г; sena 


35.- Del gráfico mostrado, calcular el área de 
la región sombreada. 


1-senO 
53, 2-4 cos0 


-tan 0 
1+c0s0 


B) 


-sen Ө 
2+cos 0 


0 


tan — + ѕеп Ө 
ЭРЭ А, 


С) 


D) cos 0 


cos 0 
sen 0-1 


E) 


36.- Evaluar la variación del área de la región 
sombreada. 


Circunferencia Trigonométrica 


A) (0; 1) 
В) (0; 1] 
С) [0; 1] 
р) (0; 2) 
E) [0; 2) 


37.-Si;0€ es ; n) , del gráfico hallar la varia- 
ción del área de la región sombreada. 


38.- Evaluar: S + 43 ; si S es el área de la re- 
gión sombreada. 


A)3 
B)2 
Ol 
D) 5/2 
B 7/2 


39.- Del gráfico, calcular el área de la región 
sombreada. 


A) sen Ө 
B) cos 0 
C) sen20 
D) соѕ20 
Е) соѕ Ө ѕес Ө 


1де 


DEMOSTRACIONES 
01.- Demostrar las siguientes identidades: 
a) sen x . cot x = cos х 
b) cos x. csc x.tan x= 1 
2 

c) sen x. cos x . tan x = ѕеп x 
d) cos х. tan x = sen x 
02.- Demostrar las siguientes identidades: 
a) (1 - cos x) (1 + cos x) = sen? x 
b) (1 - sen x) (1 + sen x) = cos? x 

2 2 
c) (1-cos х). сѕс х= 1 
d) (1- cos? x) sec? x = tan? x 
03.- Demostrar las siguientes identidades: 
a) sen x + cot x . COS x = CSC х 

2 2 
b) 1-2sen x-2cos x-1 E 
c) sen x- соз“ x= sen? x - cos? x 
d) cot? x- cos? х= cot? x . cos? x 
04.- Demostrar las siguientes identidades: 


4 - 2 4 2 
a) sen Х4С08 x=COS x-sen x 


b) sen x (csc x - sen x) = cos? x 
C) sec x - tan х. sen x = cos x 


2 
d) tan? x - sen? x = tan? х. sen? х 


4 S Wc TI 1 ЭЭ жэ 
ntidades Trigonomé 
11.1 


i 
| | 


iritas 
AP. 8 


Г 4 


| 


ме А 
{> 
! 


| 


SIMPLIFICACIONES 
05.- Reducir: 
1 1 ѕесх(1+ѕепх) 
secx—tanx * esc x-cot x senx оо 
A) sen x B) cos x C) tan x 
D) sec х E)csc x 


06.- Simplificar: 


4 4 6 6 
R=- Sen xtcos x __sen X+COS X 
J2-—2senxcosx  43—3senxcos x 


A) — D) 223 


B) 248 = B) 342 ны 


C) 1/6 
07.- Reducir: 


(1 + tan O+ sec 0)(1 + cot 8 + csc 0) 
(1 + tan 0 + cot O + sec 0 + csc 0) 


AIR Bj C2 D)4 B8 
08.- Simplificar: 
а 25еп a. — Зѕепа + сзс a 
2cos? а -3с050 + sec 


А) ап? о В)-соба С) Ҹап?а 


D) tan © E) cot G, 


PP2 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos RACSO 


PROBLEMIZACIÓN CONDICIONAL 


09.- Si: 
n n n n 
SEC X CSC X-Fsec хеѕсх= ѕес xcsc x; 


calcular el valor de «n» para que la igualdad 
sea una identidad. 


А)1 В)2 С)3 ру4 EJS 


10.- Calcular a, b y c para que la siguiente 
expresión sea una identidad: 


4 sen2x + 3 соѕ2х + 5 sec2x + 7 tan x= 

= а sen”x + b tan2x + c 
A)a=b=c=2 D)a=1:b=2;c=4 
В)а-Б-с-1 
Cal: b=12 08 


11.- Calcular: 


EJa=1;b=12;c=4 


P = csc(x) + cot (x), si: sec (x) + tan (x) =n 


n+l n +1 п-1 
Al цах us; 
n+2 n^ 43 
DE ET EE 


12.- Calcular el valor de «P» para que la si- 
guiente igualdad sea una identidad: 


(sec? x - 2)” - (csc? x- 27 = 
= (tan x + cot x). (tan x - cot xy 


A)1 B)2 C)3 D4 ES 


13.- Calcular «A» en términos de Ө, si: 


5ёс0-1 5ёс0-1 
АПЛЛИЛ Ч secO--tanO 56с0-1ап0 
A) -2 sec Ө B) 2 sec 0 C) 3 sec Ө 
D) 3 sec Ө E) 4 sec 8 


14.- Sabiendo que b < a, ¿entre qué valores 
debe variar «c» para que se cumpla la igual- 
dad: (b <a) 


Identidades trigonométricas 


a соё x +b=c csc2x 


A) (b a) B)R- {a} C) (Б; +00) 
D)R-(b;a) E)Ce;b 

15.- ¿Cuál es el máximo valor que puede to- 
mar: 


М-(1-с)(Ь-с) en la siguiente igualdad: 


2 2 
sen x+ 8 sen x cosx +b cos х= с 


Al B GO DI6 BI 
E Ssenx 1 _ 2-senx 
16.- Si: sempre? B 2 = = сейм 


para qué valores de x esta desigualdad se trans- 
forma en igualdad. (ke Z ) 


A) (2k + 1)л/2 B) (4k + 1)л/2 
D)n(2k-4 1) E) (4k - 1) /2 


C) kx 


17.- Si: co 0 = З sen а, donde: а € [=] ч 


calcular la extensión де: 

/(8) = 1-2 43 [cos еј 
A)[-2; 1] B)(2:1) 
D)(-2;2) E) (-3;2) 


18.-Si: k sen Ө + cos Ө = 1, calcular «E» en 
términos de «k», si: 


E=[(1 - 42) tan + (1 + P) sen 0172 
A)2 Jk B)3 Jk C)4 Jk 
D)5 Jk E)6 Jk 


С) (-2;2] 


19.- Si: k sen Ө + cos Ө = 1,donde: 0 € (o ; 3) : 
calcular: 
E = [(1 - 2) cos Ө sec^0 + (1 + К) sen 0172 


A)k-2 B)k+2 C)k-1 D)k+1 E)E 


20.- Sabiendo que: 
secx-cosx= Ja ;cscx-senx- Jb 


calcular:M = Ya cos x+ Jb sen x 


А)1 B)2 C)3 D)4 E)5 


sen Ө(ѕепӨ + соѕ0 —1) 
ѕесӨ + tanO(cos0 -1) - 1 


es equivalente a: а sen Ө + b cos Ө +c, 


21.- Si: 


calcular:a + b + c 


А)1 В)2 03 D)4 E)5 


22.- Si tan х = 1 - sen x, calcular: sen x cos x 
д 1 B) JZ ^i gaz 


43, 45 


D) = E) 37 +1 


23.- Sabiendo que: a sec x + b cos x = b, 


t] 
calcular. M = 1 + cos x - cos” x 


a+b a+b 
A) ТИБ”. В)а-Ь С) 2 
ру 2-2 Е)2а-Ь 
24.- Si sec x = 1 - sen x, 
соз? х 
calcular: M= Е х 
A) В)2 C)3 D)4 E5 


: 2 
25.- Sabiendo que: tan x + tanx + tanx = К 
S 
m = kcot?x - cot^x - cot x 


D)-1 


calcular: 


A)2. В)2 eu ё" 
26.-Si: Jsena-1 -tan0 + cos?f 


E)0 


2 2 2 
calcular: M = sen” В + sec” Ө + cos” а 


A)1 B)2 03 ру4 Е)5 
27.- Si aumenta en 3 la secante de un ángulo 
se obtiene la tangente de su suplemento au- 
mentado en 5. ¿Cuánto vale la cosecante de 


dicho ángulo? 
A) 13/5 
D)-13/5 


B)5/3 
E) -5/4 
28.- Si: 42 + ѕепх+ sen2x- 1=0 


С) -5/3 


calcular: N = cos*x + сов х + 42 senx 
A) By 02  D)242 


29.- Si: tan Q + cot o. = 4; calcular: 


E)4 


А T 
N = tan°o.- соба ;siendo: 0 < @%< ~ 


4 
А)-1543  В)-3043 . С)-2543 
D)2443  E)-1243 
23 2 3 
30.- Si: ѕеп^х + senx-> = 
N 2 MESE 2 
calcular: D-cos'x- ¿an x 
N 
Ayl/4 В)О C)3 D)2 Е)-5/4 
31.- Si: cos 8 -cot8= 1 | 
/ 
calcular: M = cos 9 + tan 8 
A) 42 B)-1+ 42 0242 
D)2+ 42 Б)-42 


2 4 
32.- Calcular: tanx + tan Ө; si: 
sec? 0.sen? x—cos? x 
1—$еп xcosx 


С)-1 D)2 


tan?0 = 


А1  B)O E)2 
1-2sec?0tan?0-tan^0 


33.- Siendo: P= 
“үн 1+2csc20cot20—cot20 


y además: вєс 0- p=A+B тап^Ө 
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calcular: A + B 


Al- ЕС DAA ES 


34.-Si:x€ (5,2) ‚у 


cos? x(14-cos x) -sen? x(1--sen x) Е. 
| cosx—senx ч 


=а+ b sen x + c cOS x 


abc 
a+b+c 


calcular: 


A)U6 B)34 C)5/4 D)7/4  E)9/A 


: 4 6 4 
35.- Si: a ѕепех + b сов х + a cosx + bsen x 


es independiente de "x", hallar cos 0, si: 


a 
cot 0 = a x 
t + Талд 
ыг „= Sm 
2 42 
i +X 
D) fw Et 
36.-Si:3% <х<т a [euim xa 
AP du 4 1-4sen? xcos? х 
i A 
determinar el valor de: —— 
сѕсхѕесх 
A)-1 в)! С)-2 D2 53 


: "p. 
37.- Si: tan а = 4-1 


2 2 
evaluar: E = sen O + p sen Q cos Q + q cos а 


A)l/q  В)2/4 C)q D) 23 Е) -q 
38.- Si secx . csc x= 25/2 ; calcular: 

V = ѕепёх + cos*x 
A) 17/32 B)32/17 C) 15/71 
D)23/17 E)71/32 


Identidades trigonométricas 


sen^0--cos^0 


390 senŠ0+cos°0 | 


2 
evaluar: Е--56с Ө. csc20 


2-3m 
1-т 


р)1-т Е)1-т 
ELIMINACIÓN DE ARCOS 
40.- Si: tan0+(p+1)cot8=p........ (D 


A) 


(sec*8+csc*8) 
(1-со:0)2 ~ "Beli ro (ID 


al eliminar "Ө" se obtiene: 
A)p-q-0 В)р-4=0 
D)2p-q-0 Бур-ф-2 
41.- Si: 


CO p*q^-1 


csc Ө уег50-т , 
sec0.cov0=n 


identificar,¿ cuál de las siguientes es una ex- 
presión independiente de 0? 
A)mw+n=1+mn B)m-n=1-mn 
C)m+n=1-mn ут”-н-1 
Б) m^ m =1 


42.- En base a las siguientes igualdades, se 
pide determinar ¿cuál de las siguientes corres- 
ponde a una expresión obtenida de estas e 
independiente de "a y 0": 


sec^0 - ѕес20 = р? 
2 2 
cos 0 + cos а = n 
ѕеп20 - senta. = т 
A)l6m=(r -mp В) Ібтп = рт? - n). 


С) 4 тп = рт -n) D) 4mn = рт? - тп?) 


Е)4тпр=т?-п? 


(22144 


¡Identidades Trigonométricas 


j Ё 4 t + 
i $ ) f 


1 y 


de Arcos Compuestos ^ 


SENO, COSENO DE ARCOS COMPUESTOS 


01.- Si: tana= 443 y tan b= ан „siendo a y 
b ángulos agudos, calcular: 
P = sen(a + b) cos(a + b) 

А)-43 В)-1/2 Су-43/4 
D) 43/3 E)- 42/4 
02.- 51: V3 sen Ө = 2 ѕеп(Ө + A) - cos Ө 

cos Ө= 2cos(0 + B) + 43 ѕепӨ; A,B e€ IC 
Calcular: sen(B - A) 


A)-112  B)1/2 С)1 р)-1 EO 
36:4 = 

ж, ѕепх+соѕ y+csc y 
Hallar: M = versx—cov y+tanx—cot 4 гай 
A)1⁄2 В)І С)1 D)2⁄3 E) -1/2 


04.- Dada la expresión: 


(3 + sen 84%)sen (5-20) + соѕ 6° = 1 


2 зо 
Ний ES 1+ tan * ; 
(sco tan) 
A) 2 tan 20 B)1-cos20 С) 1 + соѕ 20 
D) -2 tan 20 E) 2 sen 20 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


САР. 9 


05.- Si: 9 sen Ө - 40 cos 0 = 41, 


Evaluar: cos(0- 127°) 
156 158 161 

А) 205 В) 205 О 205 
163 164 

D) 205 E) 205 

06.- Calcular aproximadamente: & 

А = соѕ111° В = tan2° 

à 231 233 237 

A)-25 В)- 25 C) EE 
241 243 

81:28 Da 


07.- Sabiendo que M € R . Además: 


senl45?.cos65 -sen1 75?cos85 
соѕ70°%еп40°+ѕеп1 70°cos80° 


Hallar el mínimo valor entero que toma "M". 


А)1 B2 а 03 D)4 


M > 


E)5 


08.- Calcular aproximadamente el valor de la 
siguiente expresión: 


E- [senza B 
— L cos2?cot4?-cos6?csc4? 


E м Ei JU ces 
Mia В) тоз О тоз P 104 P 105 
09.- Si œ + В +0 = 3л; además 


ѕес20-їапо хап ѕес2 Ө 
ѕепо.ѕесВ ѕесӨ 


> 


RACSO 


EDITORES 


Hallar el mayor valor entero que toma "A". 


A)5. B2 Сузы “Бо E) 1 


J3sen(x4 y) = + cos(x+ y) 


10.- Si: M= Уз 
sen x 


además: cos у= š = (7) 


Hallar: N= 5/3 М 
А)5 B)O ©15 


11.- Si: sen 77° + sen 7° = n 


D)25 E)30 
Hallar en función de n. 
P = cos 24” + cos 46° + cos 50° - cos 609 


ay mn 


TAN, COT DE ARCOS COMPUESTOS 


12.- Si: Vl+sen20 = == 0€ IC 


Hallar: cot? (-8 -1 


АР B5 . oà LE. 56 
13.- Si: сов х tan(y + z) = ѕеп2х cot(y - z). 
Hallar: tan^z 

A) tan(y - x) tan(y + x) 

B) cot(y - x) cot(y + z) 

C) tan(y + x) cot(y - x) 

D) cot(y + x) tan(y - x) 

E) tan(y - x) cot(y - x) 

14.- Reducir: 


Зл T п Зл 
8? tan ¿tan ¿+tan, ¿+tan¡¿ 


(2+43)tan E 


Identidades Trigonométricas de Arcos Compuestos 


A)2 В»)-2 C)3 D)-1 E)l 
15.-Si: тапа + гап В =а.............. (1) 
yi cotat coupa bit. aa 77 (2) 


Reducir : 
M = b(tan^o.4- tan?) - ab(tan Q + tan B) + 2a 


А)2а ВЬ OO D) Е)2 


16.- Si: tan о + tan B = (ап(о + B)- i tan огап B 


у tana-tan B=tan(o.- B) +5 tan Q tan B 


Calcular: P = tan 20. - tan 2 


АІ B) $ o-$ D) i в-2 

17.- Si: sen(o + 33) sen(a + В) = tan” (a+ 28) 
Эн. 2 

Hallar: E= а Ваар) + ѕес(о + 2p) 

А)4 B) C2 D3  EA4 

IDENTIDADES ESPECIALES 


18.- Si se cumple: 3-2 sen x= 45 cos x 


además: x € (23 . Calcular: L = csc x - sen x 


A)2/5 B)3/4 С)3/5 D)l/6  E)5/6 


19.-Si: р(х) = sen x + 4 cos x. 


Hallar la variación de f(x) , si además: x € (б) 


A) 47) B) 2; 4] C) 13:51 
р) (4477 | E) [2; 5] 


20.- Si: sena. + ѕепӨ =a ^ cosa + соѕ = b 


Hallar: tan(Q + Ө) 


PP9 [ТЕ] 


a2+b2+2 a2+b2 2ab 
А) — B) 2g О 2-2 
2ab 2ab 
D) -7 212 ) pr 


21.- En un triángulo ABC, reducir: 

K = (cot A + cot B) (cot A + cot C) (cot B + cot c) 
A) sen A sen B sen C 

B) cos A cos B cos C 

C) tan A tan B tan C 

D) cot A cot B cot C 

E) csc A csc B csc C 


22.- Sabiendo que: 

n«p«2n ; 5 <ф<л ;0.-0= 1 
Además: tan Ө + tan fB= tan о + tan $ 
Hala:  M=cos(a + B) - cos(0 + ó). 
AJO Bat ШЕШ? 


23.- Calcular el valor de "Ө" si 0 € [270°; 360°] 
para que la expresión: 


E= J6 (sen Ө - cos Ө) - 3 cos 45°(веп Ө + cos Ө) 
tome su mínimo valor. 
A)280° B)240” 
р) 320° Е) 345° 


С) 300° 


24.- Hallar la extensión de: 


E = tan 4x - tan 8x + tan?4x tan 8x 


six € Ел) 
А) (0; 1) 
р) (1;2) 


В) [0; 1] 
E) R-(0) 


C) [0; 1) 


25.- Siendo: (cere. 
cosx cotx 


Hallar: sen x 
A)tanatan b 
C) tan a + tan b 


E) tan a - tan b 


2 
coto) = cota - cot?b 


В) tan b cota 


D) tan a cot b 


26.- Dado: seca cos(y + Ө) = 1 + tan y tan Ө 


secp cos(y - Ө) = 1 - tan y tan Ө 


Halar: cos (y + 0) 


) 2со80-Усово. 
Jcosa +.[cosf 


2sena/senf 


) sena +.[senf 


E) 2cosa.fcosB 
cosa + JcosB 


) 2senßvVseng 
sena + Jsenp 


р 2.|сово. cosp 
) cosa + cosi 


SITUACIONES GRÁFICAS 


27.- De la figura que se muestra se tiene que: 
tan Q = a; tan Ө = b, luego tan x vale: 


28.- Del gráfico mostrado, hallar: tan о. cot В 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


A) 14/9 
B) 14/11 4 

C) 17/9 4a 

D) 17/11 

E) 19/11 аа асса 


29.- Determina cot о. en la siguiente figura, si 
BD=1yBC=6. 


30.- Si: ABCD es un cuadrado. Hallar el máxi- 
mo valor de tan 0. 


A) 43 /3 
B) 43 
С)1 

D) 3/4 
E)4/3 


31.- De la figura, hallar el equivalente de: 


tanß+ tan L 107... 
= "anf-tang © términos de "x". 


Identidades Trigonométricas de Arcos Compuestos 


B) sec? x С) csc2x 


2) 
р) Asen?x E)- E сѕс 2х 


А) 2 соѕ 2х 


IDENT. TRIG. DESUMA DE3 ARCOS 

32.- Sabiendo que: 
asenx+bseny+csenz=0 
a cos x + b cos y+ccosz= 

Hallar: М =sen(x- z) csc(y - z) 


Ауа/Б В)Ыа  C)-alb П)-Ыа Е)ас 


: . lana—cota—2cot2b . 
33.- Reducir: P= (tana +tanbXcota+cotb) 


A)tan(a-- b)  B)-cot(a+b) C)cot(a + b) 
р) -tan(a + b) E) -cotía - Р) 
34.- Si: 


2 tan x + tan 2x + tan Зх tan x(tan 2x + tan Ax) 
— senA(x+ y) 

+ tan 4y es idéntico a: cosBxcosB y 

Hallar: А + B 


A)8ó0 B)=8 C)8 DJO E4 


35.- Sabiendo que: tan Ө, tan Ө, y tan Ө, son 
las raíces de la ecuación: 


3 2 
ax +bx+cx+d=0 


Calcular: P = tan(0, + 0, + Ө.) 


A) d-b B) d+b С) 4-Ь 
а-с а-с a+c 
db a+b+c+d 

9 ас J abcd 


— 


t1 | 


CASOS DE REDUCCIÓN 
01.- Simplifica: 
T= гап(л+х)соѕ (2 + 5 tan(270%+x) csc(360?-x) 


A) -sen х B) sen x C) -tan x 
D)tanx B)l 


02.- Simplificar: 


N=cot (& + х) ѕес(27- x) tan E E 2 | ол +x) 


А)-2 В)-1 
03.- Reduzca: 


C)0 D)1 E)2 


L. cot(360?—x)- tan(450?—x) 
^ tan(270?—x)-cot(180?—x) 


B)-1 C)0O D)1 


A)-2 E)2 


04.- Calcular W si 0- 3 


_ 5еп(180°+0)соѕ(0– — 260?4-0) 
^ cos(270*—0)sen(540*+0)tan(450%+0) 


А)-443 B4 0С)-343 D) B)-1 
05.- Si: апо = 42 ; calcular: 


Р sen(—0)cot(270%+0)sec(180%+01) 
^ cos(360”—a)tan(a—270%)csc(a.—180) 


А)1 B)3 С)4 D)-3 Е)-4 
06.- Reducir: 
J =tan 181° + tan 183° + tan 185° +... + tan 357° 


+ tan 359? + tan 361? 
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А)1 B)tanl? C)-tani? D)-1 БО 
07.- Si x+ y = 47, calcule: 


K = tan(x + 10°) + sen(y + 40?) + tan( y - 10?) + 
sen(x - 40?) 


AJO ВІ 
08.- Calcular: 

А = 2 sen 330? + 4 cos 120? - csc 10507 
А)-5 B)4 03 р)-2 E 
09.- Hallar el valor de: 


E-cos 15) + cos? E ) + cos? En) + cos? (e 
A)1 B)2 С)4 р) -3 Е)0 
10.- Simplificar: 


©)? Ж D" E2 


_ Ge y) secl620%Hx+ y) веш890”-2хусов1260” - 
(x+ yy 5ес810-02 + y?)c0s900"+3xyescl350" 
A2 B3 O4 Di 409 
11.-Sia+b=2x, calcular: 


R = tan a + sen a + tan b + sen b 


AJO B) 2 tan a C) -2 sen a 
D) 2 sen a 


12.- Si: 


E)-2tana 


tan 361? tan 363° . . . . (10 términos) = К 
Calcular en términos de K. 


N = cot? 181° сої cot 2? cot? 183°... сог? 190° 


Эф: ACSO 
BDI!TORES 


= „дех 


2 16 2 E 3 
13.- Simplificar: 


_ €os(0-- 20^)sen(oc- B)etg(20--- 23+ 30) 
sen(70?—0)senOtan(3420?—0) 


si: 6+ B+ 0- 180° 
A)1 B)-1 
D)-cos0 Б) -сог2Ө 


С) sen?0 


14.- Hallar "а" si se cumple 


[= ТЕШ цар, cofa- -1 semp opes one sen [n-2295) 
(Ke Z) 

А)Кл В)Кл/2 C) QK + D$ 
DKm4  E)(4K+ 15 

15.- Reducir: 


Зл 
sen( 72-1) cos(19987+2) , tan(nsec60°+3) 


К-Соцбла) | "ES cot(nver60*43) 
2 


A)tanl B)tan2  C)-cot3 D)1  E)-1 


ѕеп(1487+Ө)соѕ (бл. о)со:ө+ 2812) 


tan? (197) епот 
=K sen (2B0) 


16.- Si: 


Es una identidad, hallar: "K 4 B". 
A)1⁄4 B)+1/6 C)1/⁄6 D)-16 E)=1/4 
17.- Reducir la siguiente expresión: 
` tan(y-x-T)tan(z- y+T)tan(x- z+ 270) 
E, tan(x-z+n)-tan(x- y+n)-cot(z-y+ 2) 
А)1 В)-1 С)2 D) -2 B) 3 


Reducción al Primer Cuadrante 


18.- Calcular el valor numérico de la siguiente 
expresión: 
os Ty 41n 
54 53 tan M LL санап 6 
89m ,, 1-3 in) 21057 
есте tan ($97 4 je. 
A) B) 073 D)37 E) 2/5 
19.- Reducir: 


л 327. со, 317 
„а y e 


43 Зїап“Тсовол 
А)1 В)2 C)3 D)-1 E)-2 


20.- Reducir: 


Sr Tn 9л 
2tan [Sr 2 «Өроц zz 2 E 2 +0) 


x cos(71.+0)csc(Sn—0)ctg(1771+0) 


A2 B2 “Qu DMI Ву 


21.- Indicar verdadero (V) o falso (F), las si- 
guientes proposiciones (n € Z). 


L  sen(ntt+0)=(-1)” sen Ө 
П. tan(nz- Ө) = -tan Ө 
Ш. sec(nz - Ө) = (-1) ntlsec 0 


A)VVV B)FFF C) VFV 

D) VVF E)FVV 

22.- Si: сае = 05 A oefn nm 

Calcular: E= теғ 50 
2sen$cor8) 

A42 py. 25 C)-1 

D)-42 Зав 


CASOS PARTICULARES DE REDUCCIÓN 
23.- Si: ѕес(о - В) = sen 810? 


Hallar: со$[(сѕс30°)Ал+ о] 
: cos[(csc? 3159) kz.4 В] 
A) sen 180? B) sen 270? C) sen 450? 
D) sen 0° E) sen 190? 
24.- Si: € UC 
Simplificar: 
|sen(900°-o)|+|csc(270°-o.)| 
P-cosc 
|sen(1260°+o)+|cos(630°+o)| 
A) cos Q В) -csc 0. С) sen о 
D) -cos а E) csc a 


25.- Si & es complementario y coterminal con х 
e y respectivamente. Calcular el mayor y el 
menor valor de: 


E 2sena.+(-1)P sen x 
SARNA Cem ү; 
senosen?(a- у+(2л+1)®) 


А)3:1 B)350 CO) 353-1 D)3;3 E)O;-1 


26.- Calcular: 
8 
M= Улеа( халаа) 
k=l 4 
A)l B)O С)-1-249):2 En 


27.- Si A y B son complementarios, simplificar: 


3sen(2A+3B)tan(4A+3B) 


^ tan(2A+3B)cos(3A+2B) 
A)-2 B)-1 С)2 р) -3 E)3 
28.- Reducir: 


6 n 
E= Y (1 sen e 


n=] 
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A)2 B)1 C)0 D)-1 E)-2 
29.- S10 € IIC, hallar el signo y la expresión 


simplificada de: 


csc(7n1-O)tan (0-175) secco-722) 


cot(0-197)sec? (55 - Ө) созл 


A)+;tan 8 В) - ; tan 8 C)+;c0s 0 


р) - ; cos Ө E) +; cot 8 


. sen(138”+0)tan(298”-0) 
V 2sen(42*-6)cot(0- 28%) = 810 


30.- S 


Además "о" pertenece al segundo cuadrante. 
Calcular el valor de: E = tanc + seco 


A)- E В)-43 [3 
243 УЗ 
D)- 3 E)- 2 
31.- Calcular: 
sensen Леп 2со$ 7 


77 Жады 
sen send sen OTt Jn 

sen 4 sen 5 sen 7 COS 3 
A)! В) E)3⁄2 


32.- Reducir: 


C2 D3 


2tan(4k +1)n+3cot(4k -1)5 


3sen л +2coskxTt 


S= 


Si: (ke Z) 


A)2 Bi” Суб D E2 


33.-Si: x -y- 28 , Calcular el valor de: 


Е =csc(tanx) - csc(cot(-y)) 


A) tanx B)2csc(tany C)2esc(cotx) 


D) cot(-y) ВО 


m ros 
EDITORES 


SITUACIONES GRÁFICAS 


34: Del gráfico, hallar; E ATON 

cos(-2) 
si: PQ = 2426 

y 
A) 45 |. 
в) V2 m 
x 

€) J10 
D) V13 0 
E)1 Qo, 


35.- Del gráfico, calcular "tan0" si PQ = QO y 
m£ CBQ=mZAOQ. Además O': centro de la 
semicircunferencia. 


A) 42 B 
B)-1 

C) Уз 

D)2 

E) J5 


36.- Del gráfico mostrado hallar: cota + tana: 


37.- Del gráfico que se muestra el triángu- 
lo ABO es isósceles. (BO = AO = 8) y la 
altura relativa a un lado igual es 6. Calcu- 
lar: M = cota - cot. 


Reducción al Primer Cuadrante 


38.- Del gráfico siguiente, calcular: 


L= 8tan 0-21 cot 0 


A)-1 
B)2 B 
С) АС2:5) 

D)-11 

BJO 4 


39.- Dada la figura, hallar: tan р =P 45) 


А)-3 
) 37 


B)3 x 
d 
O-4 


D) à is 

E)2 

40.- Del gráfico, hallar M = tan G + cot о. 
A) 13/6 y 
B) 17/6 

C) 19/6 

D)23/6 > x 
E) 35/6 


RELACIONES FUNDAMENTALES 


т ѕеп20с050 

01.- Simplificar: E= Үү с x) 14-cosa) 
A) tana B) tan 5 coris 
D) cot $ ВІ 


02.- Determina el máximo valor de: 


А». ]-cos2x _ 
2+./2(1+c082x) 


А)2 В)І С) 1/2 D)13 EO 
03.- 51: tan х = 2tan? y+1 


calcule: E = cos 2x + sen?y 


AJO  B)l С)-1 D)U2 Е)-1/2 
04.- Si: see = S 9 , calcular: 
E- 3csc20--2sec20 
7  sec20csc20 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)5 


05.- Si se cumple: tan^x + tanx = cos 2x 
Calcular: sen 2x - cos 2x -їап х 


A) B)2 ОЗ D)2 BJO 


1-1 еп? 20-ѕеп? f-cos* а 


06.- Reducir: N = 


sen(a.-B) 
A)sen(a+fB) B)cos(a-B) C)cos(a + B) 
D)tan(a + В) БЕ) sen(a - f) 
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PROBLEMASCONDICIONALES 


07.- Sitan0 = 306 ( л) 


Calcular: E= 125 cos (8-1) 56120 


А)36413 B)36/10 — 0)12-10 
D)20Jl0  Е)4043 


08.- Si: tan (6 4c) — 2 ; calcular el valor de: 
E = tan(25? + Ө) + tan(0 - 65°) ; 
90-«Ө-« 180° 


48 
7 


09.- Si: 25епо = ѕеп + cos. calcular: 


50 


A)? ROS р) 20 уу 


cos? (45?4p) 
K=— 
cos2a 


А)/2 B)I3G C)] D) B!1⁄4 
10.- Si 0 € IC, tal que: 
соёл сог(7- ) 


3-cos4x SEE 


Hallar: sen20 


A) 1/4 B) O; 


alí 


RACSO 


FDITORES 


11.- Si se verifica que: 


cos0-senO  1-cos48 _ 2 
cos0+sen0 sen40 ^ 

Hallar cos 40 

A)I2 В)-12 С)1 D)-1/5 Е)1/3 


3 ! 
x es equivalente 


ЭЕ 2 
12.- Si: senx + sen” 2x + sen 
a а sen x+ b sen cx - d cos 4x+ d 


Calcular: a +b + с + d 


A)2 B3 04 05 E6 
13.- Reducir: 

A — (3 - 4 sen20)(4 cos20 - 3) - 2 cos 40 
А)1 B2 OB р)4 55 


14.- Si: tan 2x cot x +tan 4x cot 2x =a 
tan 2x tan x + tan 4x tan 2x = b 


calcular una relación independiente de x entre 
a y b. 


A)a-b 
D)a?=b?- 1 


B)a-b=1 С)а-Б-4 
Eja+b=1 


15.- Si la expresión: 

(tan 2x + tan 8x)(csc 8x - cot 8x) 
es equivalente a: secax+secbxw+c, 
además: b<a <0. Calcular: a + b + c. 


A)-16 B)-I5 C)-4 D)-13 Е)-12 
16.- Si: sentx+costx=m 

: 6 6 "Е (бл) 
Sen x+ cos л=п 


Calcular sen2x en términos de m y n. 


A)-2 DET B)-2 EE 
O2 [nin D)-3 = 


3-m-n 
E)-5 3 
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17.-Si: — A =4; calcular: 
sen (E%)-cos (=) 
sen(nx) 
1+cos(nx) 
lta 1-а 
А) l/a В) 3 C) 15% 
r 2(1+a) 
D) l-a E) 1-а 
18.- Si: tan x= Er Sen en . calcular: 
= x 
2cos2x-1 
1+tan? x 
11 2 ll 10 sd 
Ат B-$s Jg A 
19.- Reducir la expresión. 
ES sen xcos? x-cos xsen? x 
š. sec4x 
A) sen 4x B) L sen 4x C) : sen 8х 
D)sengx E) $ .cos 8x 
20.- Si se verifica: 


соѕ?Ө _sen?0 1 
csc30 sec30 4 


Hallar el valor de “cos 80". 


C)/9 D)89 E)79 


A)1/7 В)3/4 
21.- Si: 


cos (+e) + соз (z-o) =m + пѕеп(рӨ) 


considerando: р> 0, entonces el valor де: т + 
n+p. 


A) B3 0)4 D5 


en Л 


Е) 6 


4 tan x+1 


as с 


= tan (x+ 0) 


Calcular: tan 20, (0: agudo) 


А)8/15 В)4/15 С) 15/16 


D)4/7 E) 1⁄2 


23.- Si se verifica: m csc x= n csc y 


Además: x - y = эп : 


Expresar: E = csc(2x + 2y) + cot(2x + 2y) 


en términos de "m" y "n". 


Т р — 
ЦЭЭЛ ЭГ: 
VARIACIÓN DE EXPRESIONES 
24.- Calcular el máximo valor de: 
cos? a. sen О - sen” AL. cos 0. 
A)34 B)2/5 Сиз D)1⁄4 BIN 


25.- Calcular el máximo valor de la siguiente 
expresión: 


Е = sen3x + cos2x + 25епх(1 - cos2x) 


A) 17/8 B) 172 C) 17/4 


D) 15/8 E) 15/2 


26.- Hallar la suma de los valores máximos y 
mínimos de la siguiente expresión: 


x 
E=M cos2 (3) + N cos x. M, N son constan- 
tes reales. 


AN BM C)N2 D) M2 E)O 
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IDENTIDADES AUXILIARES 


27.- Simplificar: W = БЕ СЫ сон) 
1-tan*0 

A) csc 20 В) sen 20 C) tan 28 . 

D) cot 20 E) sec 28 

28.- Reducir: 


R = 3 tan?20. tan 60 + 3 tan 20 - tan 20 


«MITA 
para Ө = 24 
AJO В)1 С)2 D)3 E)4 
29.- Reducir: 

E- sen6x+sen3x Mais 9х 
cos23x 2 
2 

3х 3х 3х 
A) cos 2 B)sen 2 C)tan 2 
D) sec EL E) csc E 

2 2 


30.- Reducir la expresión: 


= -tan€- 20 29 
ES (esca: tan? 2sen 3 cos 2 
101 2 no io 2 
A) 2 COS Q B) 2 sen a C)cos'& 
2 X en? 0 
D) sene E) y Sen” 


31.- Calcular "tan 2x" de modo que: 


2 2 
sen x - sen x cos x - 2cos x = - 0,5 


А)-1 B)2 C)-3 D)-4 E)-5 
.... Sen* x cos^ х 
32.- La expresión: ——¿———¿— se puede ex- 
sen^--cos" x 


presar de la forma (a + bcosAxy (m - ncos4x) y 


i e 
BDITORES 


se cumple que: sec ф = | а+р Ө ¿Qué valor 
m+n 
tiene ф), si) € (322) ? 


Пт 
6 


167, 177 
p Pg 


sec2z-sec2 y 
sec2w-sec2x 


А) E ву С) = D) 


33.- Hallar el valor de: E = 


Si se verifica: 
sen(y + z) .csc(w + x) = sen(w - x) . csc(z - y) 
Cos(w + x)-sen(z - у) = cos(z + y).sec(w - x) 


А)-1 B)l C) cero D2 B2 


34.- Sabiendo que: 
tan x tan 2x + tan 2x tan 3x = n 


obtener "tan 3x cot x". 


A) 7 +3 B)n+3 C)4n+ 12 


D)2n +8 E) d 28 


35.- Siendo "x" e "y" ángulo agudos, tal que: 
2[tanx - tan(x - y)] 2 sec x . sec y 


Calcular: ѕеп(х+ y) 


л) В)! o3 » 2 


n" primeros térmi- 


2 


36.- Hallar la suma de los 
nos de la serie: 


S = tan 0 + 2 tan 20 + 4 tan 40 + 8 tan 80 +... 
A) cot 0 -2™'cot 2^1 0 

B) tan Ө - 2"cot 2” 8 

C) cot 8 - 2"cot" Ө 

D) cot 0» 2"! cot 2^0 

E) cot 0 + 2*cot 0 
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37.- Reducir la siguiente expresión: 


E- 3csc36^-2cot 36? 


^ Stan18?4cot18? 
291 Ву? ХЭ” 1N9 Еу? 
SITUACIONES GRÁFICAS 


38.- La parte alta de una estatua es vista des- 
de un punto en tierra con una ángula de eleva- 
ción Q. Cuando el observador se ubica en el 
punto medio de la línea que une el pie de la 
estatua con el primer punto de observación 
esta vez es (90° - 20) el ángulo de elevación 
del mismo punto de vista de la estatua. Calcu- 
lar "сога". 


А)42 p E O43 0) 44 E5 


39.- En la figura mostrada, calcular la varia- 


ción de 2P sabiendo que AD= DC y 0< 0 < 


AC 
30. 
B 
А Е C 
AG; В (2) C) (25) 


D) (0:43) 542) 


5: 


RELACIONES FUNDAMENTALES 


A)2sen $ B)2cos С) -28еп 2 
AS cos a ) - кеп 


01.- ¿Cuántos valores admite ЫН ?; a partir 
x 

D) - 2 cos = E) tan — 

de: 5 sen Ө = sen 5 2 2 


05.- Hallar el valor de cos 247° 30”. 
A)1  B)l C)3 D)4 Б)5 


1 1 
119 31 А) т 2-42 р) A 290/0 
02.- Si: cos 20=- Teg ;n«8« 7j ,саїсшее! 2 2 
valor de k, siendo: 1 
B) m E) J2 +1 


k=7 sen (5) -4 cos (2) 
A45 В) 45 o47 пуп Буз 


03.- Reducir: 


C) s 2+ 72 


06.- Si: 0 < x <л/2 , además: 


TE 
R= senx+c0sx=1 ` Е (52 — col sma" 
^ Мі-ѕепх (7 472, 


х х 
| Obtener : sec 2 -tan— 


2 
Ауда 7 DEO- С) еп 
2 2 2  А)12 B)l/A С)16 D)V8 E)l 


07.- Sabiendo que: 3772 < Ө < 21 


4 


D)-2cos% E) tan Ž 
)- 26mm Jan 


. “ба 
04.- Reducir: Hallar : K = NR d M 28 
2* 22. 2 
2 
W= AAN e ЕТЕ 0 0 
2 1.3 m + sen 4 + cos — 


V xe (Зан) 
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6 
С) 2 sen — 


рта 
"nS A 


0 
A) sen— 
4 


0 
D) 2 sen 2 E) sen 8 


08.- Si: 180° < 0 <270° y cos?0 —16/25, 


0 ө 
calcular: csc| — | + sec | — +n 
2 2 


3/3 5/10 
DI B)- 3 C) 
18 NET, 
)- 5 ) 3 
09.- Si: —; ; 
Si: cosx= poo; сову=——; 
c 
cosz= —— , entonces: 
+b 


x y z 
«| + Н ZH es igual a: 


А) (a+bw+c) 1 

B)a+b+c 
C)(a+b+cXa+b+c)-1 

D) (a +2Ь-с)(а + b + с)-1 

Е)1 

10.-51:л<0<3л/2 y соѕ20= 16/25 


9 0 
Calcular: csc — +sec | —47 
2 2 


243 5410 7, 
"кун "Е3 О 5 
44/10 
D)-= p 
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11.- Reducir: 


R= tan xsec2x — csc2x + cot 2x 
tan2x-— tan x 


A)2 ѕеп2х В) 2 ѕепх C) 2cos? x 
D) tan? x 
FÓRMULASRACIONALIZADAS 


12.- Si xe (0; 7/4), reducir: | 


E) tan x sen х 


1+sen e +. |1—sen e C 
4 и 
R= 


3л x 
sen| ——+= 
qud 
A)242 В)-2-/2 Су 
D)3 E)2 


13.- Determina el intervalo de «E», si: 


x 2X 
E = cos x cot —-2cosxcos^ — .cot x 


2 р 
A)[1;U2]  B)[-1/2;0] С)(-1/2;1) 
D)(0; 1) E)[-1/2; 1/2]- (0) 


14.- Calcule el máximo valor de: 


x x 
cot — — tan — 

Е = ѕеп 5 + cos (cos x) 
cot — + tan — 

2 2 
A) 42 B)1 i277 
42 
D E) 1/2 
) 2 ) 


15.- Calcular el máximo valor de: 
Е =согф -cotb/2 ; $€(0;7) 
B)2 C)-3 D) 4 


A)-1 Б)-5 


16-Si: (1-анаг 7 =(1+ауап? 7 ; 


calcule: N = (1 + a cos x)(1 - а cos y) + a? 


AJO В)І C)2 D)3 E)4 


41 + ѕеп40° + J1— sen40? 


17.- Reducir: R= Jl+cos50° — J1—cos50^ 
A) tan 10? B) tan 20? C) cot 10? 


D) cot 120? E 
18.- Si: sec & = cot В cot Ө, 
calcular el máximo valor de: 


E = со (B + Ө) sec (В — Ө) 


p 
si además a € a 


воо” чулы 
D24242 E3«42 


АЎ? 52 


T 
19.- Si: ТӨ) = сѕс20 + csc220 evaluar: 41) 


А)2 B3 С)4  D)5 E)7 


20.- Calcular el valor de: 


р 2197 2 201 2 227 
= sec 9 sec DT sec I" 
A)I60 B)62 C)64 D)65 Е)68 
MP OM e У RE 
21.- Si: cot 2 = cot 2 cot 2 


Reducir la siguiente expresión: 


COS y + COS Z—COS X 
COS X.COS y.COS Z 


D2 B2 


А)-1 В)І С) сего 
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22.- Si: (1 + n cos о - n cos В) = 1- п? ; 
Determinar A en: 


A)-1 B)1 O 2 D)2  E)O 
23.- Reducir: \ 
E=3 cot 8 - csc 20 - 5 cot 20 
A) tan 8 B) 2 tan 8 C)3 tan 8 
D) cot 6 E) 2 cot 6 
24.- Si se cumple que: 
1] —acos x lta 
l-a 7 l-acosy 

Obtener: tan” = лап? 5 
А) За В)1+а С)1-а 
ñ 1 1+а 

) l+a ) lza 


a+b 
2 |eos a para que 


25.- Un valor de [| 


їап 2 ѕеа a es: 

2 2 
A)2 B)13 C) 0,5 
D) 0,3 E) 02 
PROBLEMAS CONDICIONALES 


AE 


26.- Obtener * sen 40" en términos de “п” si 
se cumple: 


csc40- ] & n cos? + cos20 - cot Ө + cot 40 


^ K 5 "Ч é n? +2л 

) 2 ) ) 4 
= 4 4 

) n? +2п E) Hn. 
27.- Si: 

-———— 89-25 

cos 0 cot m cos 0 cos 2 cot 0 = Я 
Hallar el valor де: Е = 2 sen 20 - 1 
A)-1  B)l 02 D) cero E)-2 
28.-Si se verifica: 

]—sec y sec z 


SeC X — sec(m4 z)-sec(n— у)” 


2 Зл 
además x, y Az pertenece al intervalo (a z) A 


x 
Hallar “00 2) " en términos de “2” e “y”. 


2 
A) - cot 2 tan 7 


y NEA 
B) tan tan” 


C) tan y tanz D) - tan y tanz 


E) - tan - tan z 
sen ()-- sen Ө 
1+ѕеп Bsen Ө 


Hallar:  E-cot d B cot л 
4 2 422 


29.- Si: sena. = 


en términos de “с” : 


л е 
A) - cot 4 2 


C) x tan ЫГ = 
4 2 


E мш 
E) + cot Ы: 
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30.- Siendo: csc x - cot x= 3 


Calcular : tan ES = ij ,indica un valor. 


Ay 7 2 >` Na 


B) 


` 
D)/5+2 E P 
31.-En la ecuación: 

asen x+ b cos x = c ; tan x/2 
айл un sólo valor: 
(a by -c° 
ab 


B)2 


Hallar: 


А)1 C)3 D)4  E)5 
32.- Si: a; $ y Ө son ángulos. que cumplen: 


cos/a - соѕ20 = cos?$, además: 


Мх-1 Ух 
2 


4х-1 
2 


sen QA = L x сете 
а ф ө 
Calcular: tan 2 +2 tan 2 +3 tan 2 


A) 42 B)242 
D) уз E243 


33.- Sic tan| 552] can] 577 | 17 
= 1: tan 2 tan 2 = tan 2 


034 


COS x 
entonces es igual a: 
cosa 
A) cos b B)sen b C)sena 
D) cos 2b E) cos a 
PP12 
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34.-S: x + y = z; 

Hallar E en función de z: 

E-1- sen^x- соѕ?у + 2 ѕеп2х соѕ2у + 
2 sen х sen y cos x COS y 

C) sec 


A) соѕ22 В) tanz 


D) coz E) ѕеп22 


35.- Si œ es tal que 1/2 < a < T y sen?a = 16/25; 
hallar el valor de: 


(sen 200(5ёп 072) 


48 24 
Di? py 


24 
эн 
ps 9 25 V5 


16 (= 48 7 
— 15 ES 
Das нв 7 


36.- En un triángulo rectángulo ABC, donde C 


es el ángulo recto, calcular: sen 5 en función 
de los lados del triángulo 


c+b c-b c-b 
A) d 2c B) "ETS Oy 20 
c+b 
Dues E) ctb 


37.- Calcular: "А' y "В" en la siguiente identidad: 
A cot 20 = cot 0 + B tan 8 


А)2у1 ву ОУ оС) ону 4 
D Ay 1 E) 2 y 2 
SITUACIONES GRÁFICAS 


38.- Dado un triángulo rectángulo ABC recto 
en “B”, se ubican dos puntos “M” y “N” en 
los catetos; “M” es punto medio de AB, tal 
que МА = МВ = СМ= 2у т 4BAC=37" ут 
Z ММС = x, calcular: 


828 
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PEIG +130sen?= 


А)61 B) C)63 D)64  E)65 
39.- De la figura . Hallar sen & , sabiendo que 
los segmentos AD y CD están en la relación 


de2a 5. 


А)/2  B)I3 Си D)US E)1⁄6 


40.- En gráfico, el AABC es isósceles. Si la 
longitud de AD es m y la longitud BD es h, 
calcular tan a. 


A) 2 в) as 

) 2h ) m ) a —h- 
2h 2mh 

D) 5,2452 E) UTENTE 


41.- Del gráfico hallar: tan? 0/2 cot o. 
A)1 
B)2 
C)3 


\ 
E)5 5 A AN 


D)4 


RELACIONES FUNDAMENTALES 


01.- Si: tana = 1/3, calcular: 


3 tan 30 — tana 
^ 3 tano. — tan 3a 
B)9 C)+4 D)-8 


A)-10 B-2 


' 2л. 1 
02.- Si: cos E. -a|- 3 . calcular cos Зо 


23 23 Ja, 
А 37 етаго 

43 1 
ча. ЕХ 
03.- ¿A qué equivale: tan х (2 cos x + cos 3x)? 
А)ѕеп 4х В) ѕеп 2х С) ѕеп 5х 
D) sen х E) sen 3x 


04.- Calcular tan 3a, sabiendo que: 
tan(a + 159) - - 
2 


B)3/10 
E) 1⁄6 


A) 9/13 
D)52 


С) 7/9 


05.- Hallar n para que la siguiente expresión 
sea una identidad: 


cos 3x.tan x + 2 sen x= sen(n - 1)x 


B2 Ol D4 5 


.- Reducir: 


У = sen (609 + a) sec a+ sen (60 - авес а 


342 743 547 
В 
А 5 ан єў 
p 3 EE 


07.- Hallar n para que la siguiente expresión 
sea una identidad: 


sen 3x cot x - 2 cos x = cos nx 


A)3 B)5 C)8 D)7 B4 
3 
—cos3 
08.- Simplificar: —— = 
sen x--sen3x 
A) tan 3x/2 B) tanx — C)tanx/5 
D) tan x/2 E) tan x/4 


т 
09.- Si: o B= a , Calcular el mínimo valor de: 
Е = sena cos В + cos a sen В 
А)1 B 12 C)1/4 D) 1/8 


RELACIONES AUXILIARES 
10.- ¿A qué se es igual? 


E) 1/16 


i 8cot Зо 
© cot(a + 60?) + cot(o — 60°) 


А)3- соёо С)3- cora 


D)7 -cota 


y 


В)4- cota 


E) 2- cota 


11.- Simplificar: 


cos 30sen0 + sen20 
Ч 1-2со820 
A)2/Asen30 В) 5/6ѕеп 50 С) 8/7 sen 40 
Р) 3/4 ѕеп40 БЕ) 1/2 sen 28 
ааг ҮС 1an72? cot 72? 
А) 2 +1 В) Туут 
РЕТ ENS 
cos? 10° + J3sen?10? 
13.- Calcular: үсээ 
соѕ10° + JA 3sen10? 
A)2/3 B)5/3 С)67 D)8/3 E)3/4 
14.- Sabiendo: sen (45? - a) 21/3, 
calcular: sen (45° + За) 
A)20/25 B)15/10 C)23/27 
D)13/11 E)9/8 
cite vi 2cos? 20? + 2cos? 40° 
таса V оов 20? 3-cos 409 
A)4/6 B)2/5 С)72 D)3/2 Е)6/5 


4ѕеп23ф – ѕеп26ф 
4 
4 
В) ѕеп 3ф 
Е) ѕеп“7ф 


16.- Simplifica: R = 


А)веп 20 C)sen349 
D) sen” ф 
17.- Sabiendo que: 

sen?0 sen 30 + cos? cos 30 21/27 , 


determinar: cos 60 
А)23/24 
р) -25/17 


B) -23/24 
E) -23/27 


C)25/17 
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18.-Si: веп^А = 1/2 (cos 6A - cos 4 A), > 
calcular: E=sen'A + sen ЗА 
A)1 B0 Сз D7 Е)5 


19.- Hallar (A+ В), en la expresión identidad: 


sen 3x(3 sen 3x - sen 9x) + ѕеп26х = A ѕеп2Вх 


А)5 В)8 С) -3 D4 E7 
20.- Simplificar: 
1 1 
У tanda + tano со За + соіа 
А) cot 26 В) сої 7а С) cot Sa 
D) cot4a E) cot 3a 


21.- Si: sena - cosa- 1 = 0, 
Hallar: cos (Зо: - 135?) 
Si: (a - 45% e IC 


А)-4202  8В)-437 O 43/3 
D)- 4314 E) 46 
22.-Si: sen a + sen В = 3(cos В - cos о), 
hallar: | P-cos3a- cos 3p 
A) '. Вай суз DO x55 | 
23.- Calcular: 

Е = sen220° + sen^140? + sen 2809 

343 3 

DE = E) E 

8 8 


24.- Calcular el valor de: 
4cos? 24? + 6sen212° —3 
7) 4со$ 8° + бѕеп24° —3 


Si: cos 48° =a 


A) 2а B)2a +1 C)2a-1 
D) 1 -2a B)2-a 
PROBLEMAS CONDICIONALES 


25.- Si: (5-2) —2. calcular: 


sen3xcotx-—2c0s x 
2senx+c0s3xtan х 


AJ112  B)IO3  C)9/8 D)72 E)8/1 


26.- Calcular "tan?0" si se cumple: 
cos? 0 + cos 0 = 47 cos а 


sen?0 + sen Ө = Ja sen OL 
А)05 В)04 C)02  D)03 E)0J 
27.- Si: sen 60 = tan? cot^(30* - Ө)угап(240° - Ө) 


Calcular «tan 30» si se sabe que es diferente a 
cero. 


A)1 В)2 03 D)2/3 E)32 


28.- Si se verifica: 


š sen30sen30 + cos? 0cos30 = 5 
Además 0 € ПС, calcular “бсов 0” 
A)- J6 B)-2J6 
D)-2 E)-3 V6 


29.- Cumpliendo que: x + y - z ^x 


C)-1 


factorizar: 
3 3 ” 3 
sen3x cos (у - 2) +sen3ycos (2-х) sen3z cos (х-у) 


A) sen Зх sen Зу sen 3: 


Identidades Trigonométricas del Arco Triple 


B) cos 3x cos 3y cos 3z 
C) sen 3x cos 3y cos3z 
D) cos 3x sen 3y sen 32 
E) tan 3x tan 3 y tan 3z 
30.- Si se verifica que: sen 30 cos 20 = sen 0, 
hallar el valor de la expresión: 

Е = sen 50 - sen Ө 
A)-1 С) 2 D) 2 


B) 1 E) cero 


31.- Simplificar: 


2л 4T 
csc Q + csc S win + СЗС yw 


A) 2 csc 20. В) csc3a С) Зсѕс За 
D) 4сзс 206 Е) 5сѕс о 
32-51 cos2a — x... (1) 

cos За = y... (2) 
Eliminar o: 
A) Зу? = 3x5 - 4x2 
С) 4у2 223) - 3x3 
E) y - 4 -2x 4 


B)25? - 4? - 3x41 
р) 5у2 = бх?-2х+5 


3 
33.- Resolver: x? - 3x + 4.3 =0, luego, una de 
las soluciones es: 


A) -2 sen 10° B) -2 sen 40? 
C) -2 sen 409 D) -2 sen 50° 
E) -2 sen 80° 


34.- Eliminar “6” de: 
xcos 20 + y cos 0 = 2(x - у) cos 0 


y sen 30 - x sen 0 = 2(x - y) sen“0 


831 


B)3(2 - y?) = 10 xy 
D) x Е. =4ху 


A) 308 y)) 2 10xy 
C) х. y =4xy 


E) 3G + y?) = 4ху 


л 
35.- Evaluar: f Ө = SE 


f(x) = (cos x - sen x)(2 sen 2x + 1) - 
(cos x+ sen x)(2 sen 2x- 1) 


2245-1 5-1 541 
y л e M CE 
4 2 4 
5-1 
р) En E) V5 +1 
s Senda 55 - 
36.- Si: =x" +x- 1, hallar el equivalen- 
senal 
тее: 3x- х 
А) 2 cos 30. В)-2с0834 С) 2 соѕба 
D)-2cos6@ Е) 2соѕ 12а 
- cot 30 des a de S sen6ð —— 
Sa “ӨӨ equiva ente sen20 ° °°: 
2(+a2) 2(1+a2) 20-а2) 
(1-а)? (Lay (1-ay 
Di — пем 8 
01-а)? (1+а)? 
38.- Simplificar la expresión: 
эз» —2cosx 
tan x 
cos Зх 
——— + 2senx 
cot x 
A) tan x B) tan 2x C) tan 3x 
D) cot 2x E) cot 3x 
832 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


39.- Hallar el equivalente de “m” en la siguien- 
te identidad: 


x х 
sen — + 2cos xsen — 3 
“2 x 
асан аай m secs 
9x 3x 
cos— —cos—cos3x 
4 4 
Ego 1T 5 c NES 
) 5 8667, ) 7, C809. усл SE 
Dl E MET 
) 4 ©5© 7 ѕес 4 
SITUACIONES GRÁFICAS 


2251) 


40.- De la figura mostrada, obtener el valor de “х”. 
A) 13? 
B)23" 
С)27° 
D) 30° 
Е) 37° 


41.- En la figura, si AE=EC=a y HC=b, el 
valor de BC en términos de « y bes: 


B) y 2a?b 
E) 3/ m 


A) Yab? 


D) Yab 

42.- Hallar "x". 
A) 10? 

B) 15? 

C) 209 

D) 25? 

E) 30? 


PASES 
EDITORES 


TRANSFORMA CIONES A PRODUCTO 
01.- Simplificar: 


_ senO- senkO + sen(2k —1)0 
cos Ө+со$ KO  cos(2Kk —1)0 

A) tan ДӨ B) tan 0 C) cot КӨ 
D) cot 6 EL 
02.- Transformar a producto: 

Е = sen 24? + sen 16? - sen 8? 
A) 4 cos 4°.sen 8?.cos 12° 
В) 4 sen 4°.sen 8°.sen 12° 
C) 4 cos 4°.cos 8° ѕеп 12° 
D) 4 sen 4%.cos 8”.sen 12° 
E) 4 cos 4%.cos 8?.cos 12° 
03.- Transformar a producto: 

E = cos 2x + cos x + 2 cos22x - sen23x 
A)4 sen^3x sen 2x D)8 sen^3x sen ?2x 
B)8 cos^4x cos 2x E)4 cos 4x cos”x 
C)4 cos22x cos х 
04.- Si: а= 5°, hallar: 


sen2a + sen3a + senda 
^ cos2a-4cos3a + cos 4а 


A)2 48 BJ2 5 суз 
DA E)2- V3 


Transformaciones de Sumas o Diferencias a Productos 


05.- Simplificar la expresión: 


el 
соѕ4х +соѕ8х+ 2 -—4sen x 


4 seny +sen3x + senSx+sen7x 
A) COS 31 . csc 4x sec x 
B) sen 3x . cos 4х. sec 2x 
C) sen 2x . esc Зх 
D) csc 3x . sec 2x . cos 2x 
E) sen 3x .csc 2x 
06.- Reducir a monomio: 


sen2a senda ѕеп4а 


sen3a * sen3a ѕепЅа 
A) sen 6a. csc Sa D) tan a . cot 5a 
B) sen 3a . cos 4a E) cota . tan 5a 
C) sen 2a. csc За 


07.- Simplificar: 
E- ] +cos Q + cos 20 +cos 30 
Š 1-- cos a — 25еп20 


A)csc a В) ѕесо С) тапа 


D) 2 cos а E) 2 sen с 
08.- Si: A+ B = 7/4, hallar el valor de: 


senA +senB 
cos А +cos B 


Bo 1 
E». 


DAGEN 
DAAI 


NI 


09.- Transformar a producto: 


S = exsec x - vers x 


A) 2sen?. ыг sec x р) 4cos* 2 .senx 
2 2 
B)4 sen E ¿SECA E) 2 cos?x. ЭН 


Су2 cos” (3) -CSC X 


10.- Calcular: 
sen? 70° + sen? 50? + sen? 20? + cos? 10° 
cos 40? + sen80? 


| в) 2/3 


A) 243 C) 343 


р) MG E) Ma 


11.-Si:x€ ЕТ. 10 , hallar la extensión de: 
18 18 


e senx(cos2x + cos 4х + cos 6x) 
e cos 4x 


A) (0; 1) B)C1;1) C) (0;1) 


12.- De qué naturaleza es el triángulo ABC si 
se cumple: 


веп^А + sen?B + sen'C = 2 
A) Isósceles 


B) Equilátero 


D) Obtusángulo 
E) Acutángulo 
C) Rectángulo 


13.- De qué naturaleza es el triángulo ABC, en 
el que se cumple: 


|РР4 634] Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


sen 2А + sen 2B + sen 2С = 4 cos A.cos B.sen С 
A) Obtusángulo D) Isósceles 
B) Rectángulo E) Equilátero 
C) Acutángulo 
14.- Factorizar: 


y = sen a + sen 3a + sen 4a 
Prom 
) 4 cos 2 ‚ CSC 2 sen 2а 


а а 
B) 2 sen y - sec 2 tana 


O4 Moo 
cosa. =. csc= 
) G SES ¡e 


D 2 tan . Sec . CSC 


E)2cos © csc = .sen2 
) 2 cos 2 . CSC 2 . sen 2а 
15.- Calcular: 
Е = ѕеп“10° + 5ёп 509 + ѕеп“70° 


A) 9/8 B)9/4 С)18 D)I11/8 EB) 
16.- Calcular: A+B+C 


Acos 4x + B cos 2x + C 


A)2 В)4 C)1/⁄8 р)8 E)10 
17.Si: ѕесх+ѕесу=а...(1) 
tanx+tany=b ...(2) 
x- 15 
¿A qué es igual: А = cos eun . CSC ez» 


A)d4? B)ab СуаЬ D)a/b E)b/a 


PROBLEMAS CONDICIONALES 
18.- Sabiendo: x + y + z= 360? 
Simplificar: 

cos cos cos 2 


] + COS x + COS y + COS Z 


x y z 
COS — + cos > T COS 1 
22 ММ? 2 


х y 2 
sen —sen —sen — 
4 


А) 17/4 В)3/4  C)5/3 р) 5/4 E)9/4 


19.- Calcular “х” a partir de Іа siguiente igua- 
lando sabiendo que: À + B + C = 180° 


x(senA +senB + senC) 
senAsenBsenC B C 
COS — COS—COS — 
2 2 2 


sen2A +sen2B + sen2C 

A)I/8  B)1/16 Ош D)IG6 E4 
20.- De qué naturaleza es el A ABC si se cumple: 

cos 2A + cos 2B +cos2C+1=0 
A) Obtusángulo D) Equilátero 
B) Acutángulo E) Isósceles 
C) Rectángulo 
21.- Simplificar: 


asenx – 2b.sen3x +asenSx 


— acos x —2b.cos3x+ acos 5x 


A) tan x B)tan2x C) tan 3x 


D)tan 4x E) tan 5x 
22.- De la siguiente identidad: 


2sen 60 sen 0 = sen 90 + sen 30, 


la medida de Ө , es: 


А)15° B)30” С)45° D)s$*  B)75 


23.- Factorizar: 


A 3A 5A 
ES ѕеп + ѕепА + sen-7-- sen 2A + sen Е 


ЗА А 
А) еп беп сс — 
2 4 
5) 3A A 
B) sen . sen - CSC 
4 2 4 


3A 5A 
C) tan Man = . escrA 
2 4 


ру ныг 
) cos 212595 255 


E 7А , 
) sen 4 .sen 2 . CSC 4 


24.- Calcular el máximo valor de: 
E = sen (50° + x) - sen (10? - x) 
A)U2 Бу, C) уЗ MD St E)2 
25-5: А-В-С-т 
¿Cuál es el valor de x que verifica la igualdad? 


A B С 
sen А + sen B- sen C= x sen 3 sen cos > 


A)) B2 C)3 р)4  E)5 
26.- Transformar a producto: 
E = sen x + sen v + sen z - sen (x + y+ z) 


A) 4 cos(x + v).cos (v + z). cos(x + z) 


B) 4 sen(x + у).ѕ en (y + z). sen (x + z) 


C) 4 cos мэн - COS sha . COS ш 
2 2 2 


Transformaciones de Sumas o Diferencias a Productos 835 


D) 4 sen Е .sen | lupa! 
2 2) 2 
x-y 
Е | sen | 


27.- Calcular: 


хэ 
|. 
N 
SS 
„ә 
O 
e 
ES 
м 
N ' 
N 
s— 


E=cos"6° + cos242° + соѕ266° + соѕ278° 


А) 72 В) 7/4 C)7/8  D)/A6 Е)9/4 


"CL 


cos x + cosy z b...(2) 


28.-Si: ѕепх + ѕепу=а 


¿A qué es igual sen (х + у)? 


as sp: 2ab 2ab 
A бик тэг B 5 геа гау: 
: а? +? ) a — b° a? « b? 
ab ab 
D) ^ E) == 
Р TE 


29.- Calcular el menor entero par que adopta 
“К” en la igualdad: 


n 4n 6n n 
sen(& - 05 = соѕ J. tan 7 *2senj 


A)? В)4 Об D8  E)IO 


30.- Calcular una relación entre x, y, z indepen- 
diente de “Ө” 


5600 56030 ѕеп50 


x y Z 
A) x(z - x) = у(у + x) D)y(z-x) = z(y-x) 
B)x(z + x) = (vy + x) E) y(x + y) = z(z + x) 
C)x(z +x) 2 у(у-х) 


31.- Calcular una relación entera a, b, c y d 
independiente de x e y: 


836 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


cosx _ cos(x+ vE соѕ(х+ 2 у) " cos(x+3 y) 
a b 2 а 

A) c(a + d) = b(b + с) 

B) cla + c) 2 b(b + d) 

C) b(a + d) = c(b + c) 

D) c(a - d) = b(b-c) 

E) c(a - c) = b(b - d) 


27 4n 87, 
32.- Calcular: E=sen = +sen — + ѕеп — 


7 7 
мг p УТ o4 D 47 E247 


4 
33.- Calcular “л” si: 


12 cos x + cos l Lx = n cos Ө. cos $ 


A) 10 Вп €C)I2 D)I3 |BE)I4 


34.- Simplificar: 


cos 5x + 3cos 3x + 4cos x 


sen5x —3sen3x + 4senx 


A) - сох В) tan^x C)- tan?x 


D) сох Е)1 
EXPRESIONES EQUIVALENTES 


35.- Calcular el valor de: 
ѕеп1090° + sen 790° + sen4609 
za 2cos5? cos 35? cos 50? 


A) B)2 Сш  D)0S E2 


36.- ; En qué tipo de triángulo ABC, se cumple? 


senB 4 senC 
sen A= saw = — x= 
cos B +cos C 


EL ACSO 
EDITORES 


нэ, 


A) Equilátero B) Isósceles C) Rectángulo 


D) Obtusángulo E) Acutángulo 


37.- Si: sen(y + z + x); sen(x + z - y); sen (x+ 
y - 2) forman en ese orden una progresión arit- 
mética, ¿a qué es igual tan y? 


A) tan x+tanz B) tan x - tan z 


C) 1/2 (tan x+ tan z) D) 1/2(tan x + tan z) 


E) 1/2(tan x - tan z) 


38.- De la siguiente relación: 


cos(x- y) соѕ(х+ y)  sen2y 


a b c 


-— COS X 
¿A qué es igual —— ? 
sen y 


a-b 8 a+b ë a+c 
A c ) c ) b 
D а-с - b+c 

) b ) a 
SITUACIONES GRÁFICAS 


39.- Si: AB = DC, calcular 
E = tan Ө - 2 cos 40 + tan 30 


A)-2 D 
B)-1 

Со © 
D)1 

E)2 4 Е 


40.- En la figura, calcula el equivalente en for- 
ma de producto de la siguiente expresión: 


k=AE+BE+CE+DE 
A) 4m sen x sen 2x sen 4x 


B) 4m sen x sen 2x sen 3x 


Transformaciones de Sumas o Diferencias a Productos 


C) 4m sen x sen 3x sen 5x 
D) 4m cos x cos 2x sen 4x 


E) 4m cos x cos 3x cos 5x 


41.- En la figura, calcule sec x. 


— 


"sen 3x 
А)47 B242 0)-3 D2 E) 6р2 


42.- De la figura, encontrar la medida de 0: 


A) 10? i» 
В) 30° 

C6» sen 140° 

D) 50° a 


Das 2 sen 70° + cos 140° 


43.- De la figura determina el valor de "В". 


sen 70° + sen 80° 


cos 70° + cos 80° 
A)30 В)45° С)53° D)60 E)75* 


2 250: DITEIE 
l UL LLL Sa 


APLICACIONES DIRECTAS 


01.- Transformar a producto 


E = sen 5x sen 4x + sen 4x sen 3x- sen 2x sen х 
A) 2 sen 5x cos 3x sen x 

B) 2 cos 5x sen 3x cos x 

C) 2 sen 5x sen 3x cos x 

D)2 cos 5x cos 3x sen x 


E) 2 cos 3x cos 3x cos x 


02.- Expresar en forma de sumas o diferencias: 


Е = 4 sen x sen 2x sen Зх 
A) sen 2x + sen 4x - sen 6x 
B) cos 2x + cos 4x - cos 6x 
C) sec 2x + sec 4x - sec 6x 
D)tan4x 
E) sec 6x 
03.- Calcular : 


E =sen2 36° - sen 36° cos 6° + cos2 6° 


3 1 3 
A) 4 B) 1 O5 D) E) 


04.- Reducir : 


E= y cos 6x.cos3x- senSx.sendx + cos x 


A) 2sen x B) Ja sen х C)2 cos x 
р) 42 соѕх  E)cosx 


F 2 — +1 E 
=2 sen T + tan 1 
pt. n 2n 5n 
sen sen ==. — 
Бы са Saku 
B6 л 2n Su 
) БЕШТ sen ШЫП T 
da E: A 
) алет sen TES T 
DE .. 22 2 = 
) 52: - nb T - sen 11 
pi ш 2n 2025 
ls T . sen T 
06.- Reducir: ine = us 
.- ucir: csc T ESE: = T - CS 11 
"WO um y E 
) 2 cos П OS —— 11 ) c ess T 
су? An 2т, ру4 4n „== 
) 2 sen 11 MCSC xe T ) SOS T 


4n 2n 
E) 4sen — + sec — 
11 11 


07.- Expresar como diferencia de senos: 


P=4sena. se +] . sen = 
4 4 
PP15 838) Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


m O 
EDITORES 


A) sen За - sen 20 В) sen 4a - sen 20. 


С) sen 54 - sen Зо D) sen За - sena 
E) sen 40 - sen с 


08.- Reducir la expresión: 


senx sen3x 


= sen2x  senáx 

A) sen x. csc 4x B) cos x. sec 4x 
C) -sen x. csc 4х D) - cos х. sec 4х 
E) sen 2x csc 4x 
09.- Transformar a producto: 

4 sen 2x . cos 4x. cos 6x - 2 sen х. cos 3x 
А)2 cos 2x cos 15x cos 5x 
В) 2 sen 2x sen 15x csc 5x 
C) cos 2x cos 15x cos 5x 
D) sen 2x sen 15x csc 5x 


E) cos 2x cos 15x csc 5x 


PROBLEMAS CONDICIONALES 


Tr л 
10.- Si: хє E z] , calcular la suma del máxi- 
mo y mínimo valor de: 


M=2 cos22x COS x - COS x - 0,5 cos 3x 


Ч88) еа 


4 4 


4 


(228) XE 


Transformaciones de Producto a Sumas o Diferencias 


11.- Si: k= (cos 3x sen 2x - cos 4x sen x) sec 2x, 
calcular la extensión de ^K" 


A) C1;1) B) (07; 1) 

D)[-1;1)-(- 42 2] 

_У? 42 
pP 


C) [0; D 


ENTES | 
12.- Calcular la medida del ángulo “х”. Si: 
хє (0° , 90°). Además se cumple : 
4соѕ40° 
= tan х 


NO cos 20? + 2cos 80° (cos 10? + з 


A)30 B)40 С)45° 
13.- Calcular el máximo de : 


D)50 | E)20 


Е = sen (x + 20°).ѕеп (х + 80?) 

pe B а С ы р) Е T 
4 93 г 5 9 
14.- Si : tana . tan (a + b )=k, ¿a qué es igual? 


E = cos (2a + b) sec b 


l-k l+k 2-1 
Дуу B) z Отт 
k+1 

Tur Ek 


15.- Transformar al producto: 


E = sen 18°.csc 12° + cos 36°.sec 6° 
A) 4 sen 36° - cos 12° 
С) 4 cos 18? - sen 6° 
E) 2 cos 36” - sen 12° 


B) 4 cos 36” - sen 129 
D) 2 sen 36”- cos 12° 


16.-Si: sen x + sen y = sen x.sen y 
- 5 + , 
Calcular: E=cos t: x - sen un 


A)U2 B)-12 C)+1 D)«l/A E)«U2 


17.- En un triángulo ABC se cumple que: 


A 
2 sen B sen C = sen A. cot — 


¿Qué tipo de triángulo es? 


A) Rectángulo B) Isósceles 
C) Equilátero D) Escaleno 
E) No se puede afirmar nada 


18.- ¿A qué es igual? 
ES (а cot 20? - 4 cos 20° 
A) 43 


D)cos20? E) 


B)sen20? C)cot20? 


19.- Calcular el máximo valor de: 


2n n 
Е = ѕеп(х + 3) соѕ (х+ 3) 


Cuando: О0«х«т 
mz в) Y3-2 o 3352 
4 2 2 

43442 4342 

pD)————  E)—— — 
2 4 
20.- Si: tan(a + b)=3 tan a 
sen2(a + b) + sen2a 


Calcular: E= End 


А)1 B)2 03 DJ4 5 


. sen 33x—sen4x.sen2x 
AS a ER 
cos” 4x +sen5x.sen3x 


Calcular: cos 2x 


1512 Б 1-Ё ^ 2 
) LETT 


D)2kN 1-4? Е) к 


PP15 Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


22-Si: sen2x+ sen?y + веп2г = 1 
x+y+2z=0 
Calcula: | cosx.cosy.cosz 
A)32 B)23 С)1/2 D)2 E)l 
‚ tanx l+ cos? x 
23.- Si: = 
tany  l+sen“x 
Calcular: sen (3x + y). csc (x - y) 


A)1 B3 0O05 D7 юв 
24.- ¿A qué es igual? “0” 


1 
cot = 2 sec 80? - 2 sen 70? 


А) 15° B)30 С)45° D)54” E)60” 
25.- Simplificar: sec46? - sec 14° + sec 74° 
A) sec 42° B) 3 sec 42? C) - 3 sec 42 


D) 3 sec 149 E) - 3 sec 14° 
26.- Si: NET cos 17° - cos 1322 т 
¿A qué es igual? 


E= 43 cos17?- sen 17? 


Аут  B)2m C)m/2 D)m/4 E) J3m 


27.- Simplificar: 


A) VIL ву УП 


2 


С)1 вр E) 2 


28.- Si: 1 - cos x; 1 - cos y; 1 - cos z 


Están en progresión armónica 


. 


2sen хеп z 
Calcular: E= БОГ eenz 570 
A)O В)1/2 C)1 0)2 E4 
29.- Si: 


COS 7x sec x =Асоѕ 6x + B cos4x + Ccos2x +D 


Calcular: А+ B -- C-- D 


A)1 B)2 Оз 0)4 Е)5 

30-8: 7х Зх 9х 5х 
.- Si: —. — = = COS =>. 

i: cOs—>-- cos 7, cos ^. -cos => 

hallar: Е = tan 6x . sen x 

A)-1 B)! 00 D) 1⁄2 E) -1⁄2 

VALOR NUMÉRICO 

31.- Calcular: 

С тои оа 29 ERE: 
= cot 7cot-, cot, - sec sec" 
Зл 

sec 7 

А)-7 B)7 C) 1/7 D)-117 EJ9 

2n 4n бл 

32.- Calcular: Е = tan 14 + tan T -tan 14 

A)-1 В)-42 С)-43 

р)-/5. Ю-/7 

33.- ¿A qué es igual “Ө”? 

1+4c0s 20° 
ta = ЯГ?! олж 
i 43 
А)107  B)20” C)80 D7 E)30* 


tan 5? + cot 5° — 8cos20° 
34.- Calcular: E= FATE AP 


Transformaciones de Producto a Sumas o Diferencias 


AJ B2 O тэл 


2n 4n бл 
35.- Calcular: Е = sec + sec + sec 


A)-1 В)-2 C)-1 р)2 E) -4 
36.- Calcular: 


37.- ¿A qué es igual? 


cos 12° . cos 60°. sec 72? - cos 24° 


A) cos 12° В) cos 60° C) cos 36° 
D) cos 489 E) cos 24° 
O шэг 
38.- Calcular: nj, (апта Und 
1 7 
ut „її с 8. 
" 7 
D) 47 E) -247 
39. Calcular: sen e sen? et 
.- alquila: зеп , + sen 7 - ѕеп 7 
m EMT 5/7 
) 16 ) 16 16 
us E 
16 8 
27 227 э Зп 
40.- Calcular: E = csc y +esc = +csc с 
A)4 B)8 С)12 D)16 920 


SUMATORIAS 


01.- La suma de los senos de 5 ángulos en 
progresión aritmética es cero. Calcular la ra- 
zón de la progresión, sabiendo que es positi- 
vo y menor de 90°. 
A)72 В)75° С)6Р D)45” 


02.- Calcular el valor de: 


E) ЗО? 


Е = (cos 10? + cos 20° + cos 30? +... 
sen5° 
cos55° 


+ cos 240°) 


Уз "Хэ 043 0)-43 ЕШ? 


3 
Ay == 
) 2 


03.- Calcular: 


T 


л л 
R= зеп (60 + sen go + sen co +... + sen 7 


Tr 


A) tan 90 


л 
В) їап 180 


80 C) tan 


360 

2 9 асар 

D) cot 20 ) cot 180 
04.- Evaluar la siguiente expresión: 

2л 4n 


n 
E=tan> +tan 7 + їап 7 


А) 47 842 O43 D) 4s Е)-47 


05.- Calcular el valor де S, si: 


n 2n 3n 4n 
S = cos 7 +cos = + cos +cos 77 + 
5л бл. 
cos = +cos = 


E) 47 


06.- Encontrar el valor que le corresponde a S 
enla siguiente expresión trigonométrica: 


Al Во С)? D)32 


dE cud 
=COS 7 + COS 7 + cos 7 


A)1⁄4 B)1/2 C)34 D)54 Е)1 
07.- Calcular: 
п Зл 5n Tr 9n 


S=cos 11 +cos 11 +cos лї +СО$ FT + cos TI 


A)-12 B)! Сш D)-32  E)32 
08.- Evaluar: 
S=cos?10* + cos?20° + cos?30°+ . . . 5 

t cos 170° 


A)7 B)8 06 D)  EI7 


09.- Hallar el equivalente de: 


$ = sen x + sen Зх + sen 5x + ...+ sen 15 х 


A) sen? 8x . csc x B) ѕеп28х sec x 


C) со8 8х . sec x D) cos 8x csc x 


E) cos 8x.csc2x 


10.- Si laexpresión: 


1° F F ӨР 
2122 2125 2125 2 
sen BE sen BE sen BE ..- sen (2) 


es idéntica a: A + B csc 1°; se pide calcular: 
V=2A -4B 


A)46 B)44 C)42 D)40 E) 80 
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11.- Calcular el valor de la suma de la serie: 


л 3л 5л 
E= cos 2n4] *©® 3541 * 9$ 2441 * 
c) 
605 | 261 E 
A)n B)2n С)2п+1 D)-12 E)1⁄2 
12.- Calcular: 
2n 4n 
Е = соз несв + cos 2n+1 + 
2nn 
+ соз 
Ауп В)2п С)2п+1 D)-12  E)I2 


13.- Evaluar Р en la siguiente expresión: 


Po eE LM NR. ш 
=sen” 9 + sen 9 + cos 9 + cos 9 


A)1/4 B)2/4 C)3/4 D) 5/4 E) 9/4 
14.- Calcular: 


R2 cos D 0255 6 22982 ST 
7005, cos + cos cos + 
2n 6n 


COS 7 cos 
1 7 


A)-12 B)1⁄2 Сш D)-l/4 ` E) 1⁄8 


15.- Al reducir la siguiente expresión, se obtiene: 


R= sen (х - 120°) + ѕеп2х + sen? (x + 1209) 


A)1⁄2 B)1 032 D)3⁄4 E) 5/4 

жеи," су _. 
alcular: tan? 7 + tan 7 + tan 7 

А)7 В)9 Сун 0)17 E)1 


17.- Se pide evaluar P, si se sabe que: 


"o 3: 427 ү ш 
AE + cos 9 + cos 9 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


A)19/16 B)17/8 C)13⁄4 D)V8 E)1/l6 
18.- Sabiendo que: 100 = 7, y además: 
ѕеп20 + ѕеп220 + ѕеп230 +... sen 90 + 

+ sen^110 — А + B cos (C0) ; 
calcular: A+B+C 
A)5 B)3 C)Ó 0)7 Б)8 


19.- Determinar: 


2n 3n 
2n+1 2 
M= = cost peos"! = +... 
7 ju 7 
6ter minos 


Sabiendo que: n € Z 
A)0 B)3 06 D7 Е)8 


20.- Hallar los valores de “a”, para los cuales 
existan soluciones de la ecuación: 


2 2 T 2 T 
sen х + sen E + sen 214 =a 


] 5 

A) 0<а< Y2 Dyer 

2 2 

В)0< 21 Е Lc "n. 

ds ae 0905 2 
С)о<а< 1. 
эша 


21.- Calcular la suma de los п primeros térmi- 
nos de la serie: 


x ! х 1 х 

= 299 gp noz p: 053 d sy 
x 1 x 

А а o О as. -cotx В) эл coia +cotx 


c ! х р х 
жуш - l Шапа 
) Бов BZ ) js {а оп + ап x 


10 
2п+1 п 


т 


ег СОК ҮП ЖЩ COUA 


pus 


PPs EA 


22.- Calcular: 


S-cos 27 49008 27 43005 E +... +10 cos 207 
=C0S 11 +ZCOS 11 +3COS ПЛ +...+ 1U COS 11 
AJO  B)45 С)12  D)-112 E)-92 


€&, 9? 


23.- Calcular la suma de los “n” primeros tér- 
minos de la serie: 


$ = sen 1.sec 3 + sen 3. sec 9 + sen 9. sec 27+ ... 
B) 1/2 (cot 3” - cot 1) 
D) 1/2 (tan 3” - tan 1) 


A) 1/2 (cot 1 - cot 3”) 
C) 1/2 (tan 1 - tan 3") 
E) 1/2 (tan 3”? - tan 1) 


<“ 99 


24.- Determinar la suma de los “п 
términos de la serie: 


primeros 


S=sec2.tan 1 + sec 4 .tan2 + sec 8. tan 4 +... 
A) tan 2" - tan 1 B) tan2?*! - tan 1 


C) cot 2^ - cot 1 


n+1 


D) cot 1 - cot 2” 
E) cot 1 - cot 2 


25.-Si se sabe que: 


tan2x  tan2?x  tan2*x 

e Cu bw ub 

tan x їап2х tan2“x 
tan 2” х 1 
tan 2^ x Ч 


¿a qué es igual: 


tan2x tan2?x tan2x tan2” x 
m + 2 оз EE 
cotx  cot2x  cot2^x сої2 x 
А)т-2" В)т-2" С)2"-т 
D) m - 2n E) 2n-m 


26.- Calcular la suma de la serie de 10 térmi- 
т а = = э 
nos, cuando х 44 


S = sen x sen3x + sen3x sen 5x + senSxsen7x+.. 
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Al O E 
sen = зел т senz; 
9) 275” E 
Аи e 
sen 2 os 22 
a 2 2 2 2 
27.-Si: cot 1 + cot 24 cot 34... cot п-т 
¿a qué es igual: 
S cot 1 со12 cot 3 cotn 5 
нм" 7772 UT uem 


А) 1/2(m-n) B)l/2(m- n) 
D) 1/2(2п-т) E) V2(mn - 1) 


C) I2 m-n) 


28.- Simplificar la expresión: 
_ Senx t sen3x t sen5x +... +зеп(2п – 1)x 
^ COS X+ COS3x-+COS5x+...+ cos(2n —1)x 


A) tan (nx) B) cot (nx) С) 1 
р) їапх E) n tan (nx) 
29.- Calcular la suma: 


2 2 
S = cos21°+ cos22° + cos23° + ..+ cos290° 


A)0 B)45 C)90 р)905 E) 44,5 
30.- Evaluar la suma para п = 12 
л 2л 3n (n — Dr 


$ = sen — + sen —+sen — +...+sen 
n n п 


АУС 7 БЗВ) 6а 22943 
Os 2/20 J3.D) Je 83/012 26108) 
E) V6 -J2-24 43 


PRODUCTORIAS 
31. Laexpresión: 
cos 20? cos 40? cos 80? cos 160? cos 320° sen 10? 


es equivalente a: 


B LS 
BDITORES 


A)U2 В) C)-1/8 D)1/16 E)- 1/64 

32.- Calcular: 

Poio 5 MU Ж АШ 127 
=tan 25 tan 25 - tan 25 Tang гэл 25 

Al B2 63 -D45 B5 

33.- Calcular: М E 
,." Calcular: элеп ДЕП 7 $еп 7 
211 47 47 47 

sa В) 2 су "у Щи! 
) 8 ) 4 ) 6 ) 7 ) 

34.- Calcular: 


P = tan x tan 2x tan 3x tan 4x . . . tan 16x 


sabiendo que: 


2n 
sen32x-senx, para: О<х< == 
38 
433 y 
уз mds oT 


D431 E433 


35.- Calcular el producto de los n primeros 
nümeros factores: 


P=(2c0s —- Dco MOCOS +1 
= —- —- cos - 1)... 
Ес ) a Sg ) 
x 
А) Zu "LU 2cos2" x1 
2cos2x" x 41 2o" | 
2 
x 
2cosx+1 " "Ji 
x D) 2cosx+1 
2cos— +1 
9h 
2cos x -1 
2cos 2-1 


Sucesiones y Series Trigonométricas 


36.- Si: (2n+ 1) x ^m. calcular: 


2 
P =sen x. sen22x 3 sen 3x ... sen" 2nx 


(2п + 1)?*! (2п--1ул" 
А) 2n(2n+D B) a 

(2n +1)" y Оп+1)" 
Od wr — DT 
E) 0 


37.- Calcular: 


E= sen 1?. sen2?. sen 3°.. . sen 88°. 
sen 89? . sen 80° 


489 


289 


490 


290 


1 
E) 790 


AJO ВІ C) D) 


ЕГ) 


38.- Calcular el producto de los “n” primeros 
factores: 


Р= (1 -tan^1)(1 - tan22)(1 - гап24)... 


A) 2" tan1 2" tan2" 2" tan] 
tan 2? tanl tan 2^*! 
2n 2n+1 

D E 

) tanl ) tanl 


44, 99 


39.- Calcular el producto de los “т” primeros 
factores: 


P = cos x . cos 2x . cos 4x . cos 8x... 


A) sen2” x sen2?*! x sen4" x 
2" senx 2" senx 4” senx 
D 2 sen2"! 
sen2” x 2'-senx 


[ess] 


DOMINIO DELAS ЕТ. 


01.- Determine el dominio de la función f defi- 


nida por: 
[ех —secx || ex —secx+2| 


fo [secx 1] 
AR bac ap Ds Ux=(2m+ 1)p,p€ Z; 


mez} 


B)R- а-ар DE Ux=(2m+ 1)р,ре Z; 


тє 2| 


ов-| 0607 Ux=(2m+ 1)p,p€ Z; 


mez} 


D)R- и-аэн D3 х= (2т+ 1)р,рє Z; 


тє 2| 


рв. акр DA Ux=(2m+1)p,pe€ Z; 
me 2| 


02.- Encontrar el dominio de la función f defi- 
nida por: 
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` 


A)x€ В)хє |] 
C)xe E 3z] D)xe Ix 


03.- Determine el dominio de la función fdefi- 
nida por: 


tanx 
versx 


Хо) = 
x/x- (26+ 1) 2 Ux=2 т, ke Zune Z 
x/=(2k+ 1) 2 Ux=2 mn, ke ZmeZ 
C)R- 


D)R- x/x=(2k+ 1) 7 Ux=2 mn, ke Zme Z 


| 
| 
| 
| 


xx= Qk Dg Ux-2 тт, 222 


E)R- bosco DF Ux=2mn, ke Z,meZ, 


04.- Si el rango de la función: 


ное.) es (-2; - FIDE 210 :2) 


determinar el dominio en el recorrido: 


ARAS 
EDITORES 


12 8 s 


4 4 
25n 137 
Е) (зт. 21) U Gm 
4 24 


171 rj G н) 
— — A EA iJ — " —— 


05.- Sea la función “f” definida por la siguien- 
te regla de correspondencia: 


х 
sen2x + cos— 


Дх) = ; (п € Z), hallar el domi- 
cos— 
nio de f: 2 
AJR-Qn+1)% — B)R oR- Z 
2 2 
D)R-Qn«l)j: — E)R-2m 


06.- Hallar el dominio de la función definida 
por: 


LOR cot x— tan x е) 
A)R-m  B)R-On+D2 C)R- 2 
2 2 
DR- врвен 2 
)R- 4 ) R- (4n 3 


Funciones Trigonométricas 


07.- Dada la función definida por: 


Лх)- 41-залх +Yl+tanx, 


08.- Para que valores de x, la función f defini- 


, tan x+ cot x —4 Tam п 
г: = А pe e 2 X S =, 
а per: $9 tan x+ cot x Ч 2 


tiene valores reales? 


š (2) 80) в) (ол) (552) 
o) ala 


RANGO DE LAS ЕТ. 


09.- Determine el rango de la función f defini- 
da por: 


f(x) = 2зеп(л. tan x),sixe E 
AF2; 2) — ВЭ-45:481 
OLV; 44] Dr; v2] 

E) 1-49; 4/3] 


10.- Encontrar el rango de la función f definida 
por: 
senx.cotx + cosx 


cotx 


So = 


A)(-2;0)U(0,2) B)(-2;7)U(0; 7) 
C)(-5;0)0(0;5) D)(-4;0) (0; 0) 
E)(-1,0)U(0; 1) 


11.- Delimitar el rango de la función f definida 
por: 


19-255) +2,sixe IC 
A) (2; 3) B) o; 4 С)(5;6) 
О)(7:7) E)(4;6) 


12.- Determine el rango de la función f defini- 
da por: 


fo) = sec^x + 6 |ѕесх|+ 11 
A)[14;+00) B)[18;+00) С) [16;+) 
D) [9; + со) E) [5; + eo) 


13.- Evaluar el rango de la función f definida 
por: 


л л 
fx) =x. secx.sixe ы 


2n- 2л? 
Do 9 | Е) [о 7) | 
14.- Encontrar el rango de la función fdefinida 
por: 


Дх) = 1+ 2сзс (51+ 2) .зіхе (-52) 


А)(3:5) В) [3;2) С) [4; 2) 


D)[7;9) E) [4; 5) 
15.- Sea funa función definida por: 


Ах) = ѕес2х + сѕс2х z 


determine el rango de la función: 
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A)[6;9)  B)[5;0) С)[4; =) 
D) [3 ; =) E) [2 ; e») 
16.- Determine el rango de la función f defini- 
da por: 

Хб) = Мѕес2х+ сѕс2х 
А) [6;+%) В) [4;+) С) 12; +) 
р)[3;+=)  E)[7; +09} 


17.- Delimitar el rango de la función fdefinida 
por: 


2 2 
fi) = csc“x+ 2 sec х 


AM54243;-o)  B)[245 +3; +00) 
С)[7/4+3;+=)  D)[3 V2 +3; +) 
E) [2 V2 + 3; + оо) 


18.- Encontrar el rango de la función fdefinida 
por: 


| |secx|--1 
fos "anh 
A)(0;1/3) B)(0;1/2) C) (0; 1/5) 
D)(0;1/4) | E)(0;U6) 


19.- Sea funa función definida por: 

Дх) = sec^x + 41апх j 
evaluar el rango de la función. 
A) [-3; +00) C) [-2; +00) 
D) [-5; +00) 


B) [-7; +00) 
E) [-9; +00) 
20.- Hallar el dominio y rango de: 


F(x) = (cos Зх + sen Зх tan x)tan 2х; k € Z 


3 RACSO 
BDITDRES 


п п 
А) Df: R-(2k+1)7 о0к+1) 
Rf: Ё-1-2:4/2 | 
pi^ 
B) Df: R.@&+1) 
Rf: RAE" 23 
T 
С Df: R- (2+1) 
Rf: R- (2) 
л п 
D) Df: R- (ero; оак} 
Br: Ё-1-254/2:-/2.2) 
T 
E) Df: r- [окна 


Rf: R-(2;2J2) 


21.- Hallar los puntos de discontinuidad de: 


cos(tan x + cot x) 


Nara ү yk 
x 
sen| sen| tcos— 


F(x) = є 2, 


A) ka B)OQk*D- OZ 
)0к+1) B)Qk*D, Ок 
E E) Qk 1) 
Een EP 
2 ) 4 
22.- Dada la función: 
n Зп 
F(x) = sen x + cos 3x; x € E 


&& ээ 


hallar la suma de valores de “х” para el cual la 
función es nula. 


TE в) 2" 4 ыг. 
Ew т “шш E 


Funciones Trigonométricas 


23.- Hallar el rango de la función: 


4 ә JT “2л 
Дх) = sen x+ cos“x , si E «x« 73 


2237 COS X 

25: ке — үс tene- 

i: fix) cos x+seny Y SU rango pertene 
13:14 ч 

cea 2 Z , calcular su dominio en el 


intervalo de: (О; 2л). 


е Es E Е, EH 
Mas ed Ez ЕЕ 3123 


25.- Hallar el dominio y rango de la siguiente 
función: 


2со - 
2 


—— m 041802) 
csc x — cotx 


Хх) = 


л 
A)mn;R B)an;R* С) ‚к, 


nu 
0) 3:8 E) TR 


26.- El dominio y rango de la función: 


COS X sen? х 
Дх) = т те ‚(Кє 2); ѕоп: 
РР14 


kn 


A) DER-kr B) DÉR-—77y 
Rf R- (0) Rf-R 
kn 
C) Df-R- 7 D) Df=R - kx 
Rf=R - (0) Rf-R 
kn 
E р/= Ҝ- = Rf=R 


27.- Hallar dominio y rango de f para: 


Rf = (о 1)- (0) 
28.-El Df N Rf para: 


850 
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tan x+ cot x 


= - ,conke Z es: 
] —cos x secx 


senx 


Jo) 


kn 


A) R-kx B)R-=7 О R-2kn 


kn 


Tt 
D) К-т Е) К - (24+ D 


29.- El rango de la función definida por: 


f(x) = (sec x - cos x)(csc x - sen x) es: 


1:71 
A)1;0-(0) В)(1;1) o3) 


ШҮР?” 
01-38 10) p ( 5) 


со 
30.- Hallar el rango de f(x) = 


A) C1;1) B) (0; 1) 


1 1 
IDEST Е) | —;1 
Ic ) ) E | 
VALORESMÁXIMOS YMÍNIMOSDELASET. 


31.- Calcule el valor mínimo de la función f 
definida por: 


Дх) = sec" х + csc^x 
А)8 8)7 Об D)S B4 


32.- Si el máximo valor de la expresión: 


M=2 sena + 3 Sen 2B + 3 cos 70, es "P" y 


el mínimo valor de la expresión: 
М = (2 sec В 1) (2 sec ñ - 1), es “Q”; 


calcule: W = О +4P 


A)Y19 BAS сз 


DY E) 417 


33.- Determine el mínimo valor de la expresión: 
W = 6csc?—o + 5sec + Acot^0 + 3tan28 - 2cosf+sena: 
si todos los arcos son diferentes. 

A6 B7 08 


D)9  E)IO 


34.- Hallar los valores de x para el cual la fun- 
ción g alcanza su máximo valor: 


#0) = 2 sen x - cos x 2 зеп? -1;КєЄ 2 


т T T 
A)Qk«1  B)(Qk+1)7 C)8ke3)7 


TU TU 
р, E) (8k+3) + 


PERÍODODEET. 

35.- Sean: f(x) = sen^3x, g(x)= cos?2x yh(x)- 

f(x) - g(x) cuyos períodos son: T,, Т, y Ts res- 

pectivamente. Calcular y 31, TT. 

уа 
) 2 


T 3n 
B3 Or DX E)2n 


36.- Determinar el período de: 
M(x) = cos(tan x - cot x) + 2 


N(x) = cos(tan 3x) + cos (cot 3x) + 1, respecti- 
vamente. 


O zm 
daa d. оО 3 
D T. E T T 

273 2 12 


37.- Indicar verdadero (V) o falso (F) en : 


L El dominio máximo de la función: 


Funciones Trigonométricas 


1 л 
ғо) = s es(2n+1) + -€ Z, 


II. El valor mínimo que toma la función 


fu) = 2cos x+ 3 sen x , donde: 


3 л 
arc sen (4) <x<— es 3 
4 2 


Ш. El periodo de f(x) = sec( л sec х) mas el 
periodo de g(x) = csc^x es 2n 


A) VVF B)FFV C)VFV 


D)FVF E)VVV 


38.- Al graficar las funciones f (x) = |4 sen x| , 
g (x) = sec x, calcular la suma de todas las 
abscisas de los puntos donde: f(x) = g(x) - п < 
XST. 


A)4n B)cero 
D)20n E)32n 


39.- Analizar la verdad (V) o falsedad (F), res- 
pecto a la función: 


С)8т. 


fo) = 2 cos(sen x - cos x) 

L Dominio: [2 cos 2 ;2] 
IL Rango: R 

Ш. Máximo valor: 2 

IV Período: t 
A)FFVV 

D) VFVV 


В)УУУУ OVVFF 
E)FFVF 


40.- De la función definida por: 


Р(х) = sen a + SE ~) 


Hallar su amplitud y período respectivamente: 


Sr Sr 
A)2sen— ; п В) 2 ѕеп 


9 ` © т. 
(2)2 a D)2 22 2 
) sen g iT ) зеп те; n 
E)2 m 2 
)2sen TE T 
41.- Hallar la regla de correspondencia de la 
siguiente sinusoide: A) усан 375) 2 
л 
С) у=4еп (+3) +2 
T 
D) y =4 sen (e: 
T 2 
- X sen^3 
шаг id E : 3 Ї z 44.- Para la función: F(x) = — — 5 
cos” 2x —cos^ x 


42.- Hallar la regla de correspondencia de la 


siguiente cosimusoldé; hallar el rango y el período de F(x) 


A) Rf (-3;1]- (0) B) R£ R-0;-3) 
Т-т Т-т 
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ш el: 
О rer- [7:3] D) 2 xd 


E pex 
EJER EL 3 Т-л 47.- Graficar la función definida por: 
GRÁFICAS DELAS ЕТ. 
cos xlog ; (senx) 
Оне _—_— 
л T 
45.- Siendo: Е(х) =sen2x+ 242 (2) (x-5) 


Obtener la gráfica de: y F(x)+1 
y 


B 
46.- Graficar la siguiente función: 48.- Graficar la función definida por la siguien- 
te regla de correspondencia: 
соз TEN 
dE senx 2 T COS X 
COS 3 Ш x) = 


T T 
ехѕес| ——x |rvers| ——x 


Funciones Trigonométricas 


N н 3, 51.- Graficar la función: 
49.- Si el área de la región sombreada es 2 Ë, 


hallar la ordenada del punto “P”. u e 10:21 


А)-1/3 ^ A 
y 
В)-1/2 А) 28 
C)-1A à 
D)-1/7 A y y 
Е)- 1/5 
pe эр С. D А 
hA 
iar Ё. y 
в | 
ru: E И 


50.- Graficar la función definida рог: 


52.- Esbozar la gráfica de: Р(х) = x- cos x 


COS XCOS 2x 


fo) 


^ COS3x+ cos x 
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z 


MISCELANEA 
53.- Si la función f está definida por : 


Дх) = ELE - sen EH 


¿para qué los valores de x del intervalo [0; 11] la 
función es negativa?. 


54.- Hallar los puntos donde la función H (x) 
no está definida: 


cot x + senx 


HO- ———  ; 
ed cot x(| senx | — | cos x |) ЯР 
пт т 
А) — В)лл С)Ол-1) 2 
2 2 
D) E Е)2лт 


55.- ¿Cuántas de las siguientes funciones son 
pares? 


L Лх)-аапхвес|х| 
2 x 
IL f(x) =sen(x” «| 3) 


Ш. f(x) = |sec x| csc Зх 


ІМ Дх) =сѕс ү + lx] 


X 
V. Дх) = x сс (5) 
A)3 В)5 O4 DI E)2 


Funciones Trigonométricas 


56.- ¿Cuál o cuáles de las siguientes funcio- 
nes trigonométricas son inyectivas?. 


sen3x n 
КХЄ Ri 
senx 2 


П. (х)=сої2х (1+ sec2x)«tan x; x € (Ex) 


L Дх)= 


3x x 2 
Ш. h(x) = sen Al sen = + cos x; хє (л; 2n) 


A) Sólo I 
D) Sólo I y III 


B) Sólo 1 y II 
E)LII y III 


C) Sólo II 


57.- Calcular el área de la región encerrada 
por las gráficas de las funciones: 


COS x + sen2x 


Р A !^5@=и 


para хє (0;2 m) 


382 2 Зп; 
А) 7” В)ли С) 2 и 
Sr 
D)2mu? Bo 


HL 
Хи 
di Я 


DOMINIO DE LAS F.T. INVERSAS 


01.- ¿Cuáles de las siguientes funciones tri- 
gonométricas son inyectivas? 
(ЕЭ 
L F(x) =2 sen 4x; x € $'8 
1 --. 2.28) 
IL G(x) = Fi (cos x- sen х}; хє 63 


4x 4x 3n Зп 
II. HG) =<csc — +cot —;x€ IAS TEER 


3 3 44 
A) ТАП B)Sólol C) NaM 
D) Sólo III E) ІлШ 


02.- Si se verifica que: 


ho) = [E arcienx + У T—2arccos x , 


11 
calcular su dominio, para: x € (5 1) 


2% 
1 
A) (0; 
12 


|) ola) 
2 


03.- Dada la función: 
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RANGO DE LAS F. T. INVERSAS 
04.- Sea la función: 
2 arc cosx 37 
Ах) = 31 


— – arc sen x 
4 


hallar el rango de dicha función: 


RACSO 


EDITORES 


05.- Determinar el rango de la función: 


1 
[arctan x | 22] arccot x| 


Ах) = 


;x<0 


06.-Dado: 
F(x) = arc cos (sen + cosx) 


su rango está dado por: 


A) (o, ас: | B) E ассо а 
3 2 4 
1 1 
С) les D) |o arecos | 
4 4 
1 
E) [ar COS —; 1 
3 


07.- Sea la función: 
T 
arcsenx — — 
foe ——— 
х) = п’ 


arccos х t — 
4 


hallar el rango de dicha función: 


Funciones Trigonométricas Inversas 


DOMINIO Y RANGO DELAS F.T. INVERSAS 


08.- Hallar el dominio y rango de la función: 


1 2x-1 т 
Лх)- 5 arcsen| 4 j- 


A) Df -[-1; 1] 


ы 


g 
II 
| 
я 
plg 
a 
LI 


Ї 
25 

— 
sl 
S |a 
L... 


1 
B) Df= EZ Rf= | 
C)Df- ЕЯ Rf= ES 
-1-52 A 
D) Df= ЁН Rf- | 


E Df=[-1;2] 


09.- A partir de la siguiente función: 


: 
а БА elà 
LLL i Ї-. 


L 
Ix al 
dE 
5| 


g(x) = 2 arc cos be) 5 


hallar el período y rango respectivamente: 


A)T- 7, [-n;n] B)T-7,[-2;2] 


C) T -2m, [0 ; 27] 
E) Т= 4m, (0; 2n] 
PROPIEDADES DE LAS F.T. INVERSAS 


D) T = 4m, [0 ; 2n] 


10.- Calcular el valor de: 


A)1 B)-44 C)-12 р)12 рш 


11.- Reducir: 


arcsen(sen5) — arccos(cos 6) 
3 arccos(cos 3) — arctan(tan 4) +1 
Tomar: = 22/7 
А)2/7 B)7/22 0С)5/3 Ю)т-! 


12.- De las siguientes proposiciones: 


E)-1/2 


L Si:arccosx=b=>>-1<x<1 
П Si Q = arc cos (sen 2х + cos 2x) > х 
puede tomar cualquier valor para que exista Q. 


T 
III. Si: & = arc sen(sen Ө) = cos Ө = 3 МӨ 


3n 
E: existe с, son correctas: 


A)FVF B) FFV C)VFV 
D)FFV E)FFF 
13.- Calcular: 
3 
arccos| — 
8 


1 
M= +arcsen| “5 | + 
з | 1 
arc cot "m 


2arc cot 2.4 4/3) 


А)7/2 B)2 C)-v6 | D)-2 ВО 
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14.- Calcular el valor de: 


1 2 
arcsen| —— [T arccosl —— 
2 2 


W= 
arctan кз +агс со(—\/3 ) 
А) 5/2 В) 7/8 C)89 р) 3/4 Е) 1⁄2 


15.- Evaluar la expresión: 
F = arc sen(cos 2) + arc cos (sen 3) 
B)25 (2)3 


A)1 р)т-5 ES-n 


16.- Calcular el valor de: 


13 
AJO В)І су) руз E)4 


17.- Determinar la verdad ó falsedad de las 
siguientes proposiciones: 


A= Viso recon 


І. arcsenx-arccos y 1- x? ; V xe [.1; 1] 


IL cos (arc sen x) = 4 1226 
y 1-2 
х 


; V хЄ|.1:1| 


Ш tan (arc cos х) = ; V xe [.1; 1]- (0) 


A)VVV B)FFF C)FVV D)FFV E)FVF 


18.- Simplificar: 


2 3 
8 2 arc tan < +arccos| 2 : Š 
х1 х? +1 


para todo x є [0; 1) ` 


A) 2 arc tan x В) - 2 arc tan x 


C) n-2arctanx D) n-4arctan x 


E) 1/2 - arctan x 


E RACSO 
EDITORES 3 


19.- Calcular: 


ES [o + 2sen [e 


A) 42 B)J3 © 46 
D)2J3 E)3J2 

1 11 
20.- Calcular: Ө--агс cos (5) +arc cos 4) 
A)m6 B)r/3 C)2m3  D)5m/6 E)m4 
SITUACIONES GRÁFICAS 


21.- Del gráfico, calcular las coordenadas de “Р”: 


Дх) = sen (arc cos x) cos (arc sen x) 


y y 

A) Рх В) Ар- 
y y 

© =s. D) Te 


Funciones Trigonométricas Inversas 


er 


23.- Graficar: F(x) = | csc (arc csc ey 3)| 


A) — B) x 
y y 
| А | ож ? 
C) х D x 
y 


24.- Hallar la regla de correspondencia de la 


д Ж. АВС 
gráfica mostrada, e indicar el valor de: 
А)2 L 

8n 4------ 

B) 27 
С)-1/л n. 
D)4 arc sen (Bx+C) - D 
E) 1⁄2 x 


2 4 
25.- Hallar la regla de correspondencia de la 
siguiente gráfica: 


4 


х-1 л 
A) у= 3 arc sen 245 ts 2 


B) y = 2 arc sen 


D) y = 3 arc sen 


2x— T 
С) у= 3 arc sen 5 +2 


xl л 
E) у= 3 arc sen A 


26.- Graficar: 


- Sos(arc cos x) +sen(arcsenx) РТ 
— s 0000 OB 
tan(arc cot(x- x^ 2 


MISCELÁNEA 
27.- Calcular: 


0-2агслал(434242 )+ 


arc csc (- 8-44/3 )3 arc cot- ( 26443) 
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А)л/4 
D)w6 


В)57/12 C) 77/12 


E) 7/12 


CA 


28.- Hallar los valores de “х” e “у”; que satis- 
facen la igualdad: 


2 arc senx=T CSC y (ne Z) 


A)x 2x1 y=Qn+1)5 
B)x=1 y=(2n+ рз 

n 
C)x=-1 y=(2n+ Dj 
D)jx=+*1 у=пт 
Е)х=+1 у=(2п+ Dr 
29.- Resolver: 


(arc tan x)(arc cos 2x)- (arc сої x)(arc sen 
2 
n 
2x) 2T arc cos 2x - E] 


£ 


D)+ 


30.- Resolver: 


5% х-2 
arc sec| АГТ | = arc tan == 
2 х+1 


y dar como respuesta la suma de soluciones. 
A)4 B)3 Os D2 B6 
31.- Resolver: 


2 arc tan(cos x) = arc tan (2 csc x) 


A) T/3 В) 7/6 С) п/4 
D) 5772 Е) 7/12 
32.- Dado: 


F(x) = arc cos (sen + cosx) 


su rango está dado por: 


A) [ea cos | 


5d 
ofe] 


E) [ar cos 4 E 1 
3 


В) Fa 
2 4 


D) [o arccos d 
4 


33.- Resolver: 
arc sen x - arc sen(x - 1) = arc cos х 


y dar como respuesta la suma de soluciones 
A)13 BO CIN DI E58 


34.- Calcular “x” de: 


cos? ars 3 -0,5- sra cos) 


В) + аа 
E) + 4/3 


A) 2/3 C) - 4/9 
D)+1 
35.- Calcular: їап 0 + cot^0, 51: 

arc sec (cot Ө) -arc csc (4 tan Ө) = tan kn; ke Z, 


dar como respuesta un valor: 


10-43 
A) uc 


e E)6-243 


B4«242 . O1«34/3 


Funciones Trigonométricas Inversas 


36.-Resolver: 


оа 


3 +arccos= 


Y3 У 


As B? Q D)Y- Бал 


arc cos x 


37.- Resolver la ecuación: 


arc cos — -arccos = = 
3 3 


B)-32 С)у2/3 D)3/4 1 


„а 


А)-1/2 


38.- Resolver para «x» en: 


z TTE 
arc tan 3 - arc cot(x + 2) = 12 


Aw2 Bd С)2 


39.- Determinar el valor de «x» que satisface a 
la ecuación: 


D)243 EJ4 


2 cos(2 arc sen x) = 48 


e indicar la suma de los valores absolutos de 
las soluciones: 


“a: m d Е EE 


4 


p VEZ y, 46-42 


4 2) 


A) 


<a 


паважанае 158 
YA 1] н ОлПОте ша | |||] 


271 ТСО бар 79 n 


ww 11111111 O EAS A ГЭ 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 

01.- Determinar la suma de soluciones de: 
2senx-*cscx-3,en:0«x«m 

А)л6 Вут C)3m2 р) 57/6 БЕ)2л 


02.- Indicar el número de soluciones positi- 
vas menores de 1 vuelta en: 


T 
sen 2x + sen x= cos(2n +03 VneZ 


АЛ B2 Оз D) Е)5 
03.- Identificar una solución de: 
2хап?х - ѕесх= 1 
T т 
A) arc cos 4 B) 4 C) 3 
D)2n E) arc cos 5 


04.- Al resolver la ecuación trigonométrica: 


sen 7x sen 5x = cos 3x cos x, 


dar como respuesta la menor solución positiva: . 


хүл E ELT 
F F gm 5 P t6 


05.- Sea la ecuación: 


cos 2x - Е - | 0, 
4 4 


indicar el número de soluciones comprendi- 
4485 еп; 0 <х sm 


A)". B2 Сз DA E)5 
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ове е mag; 602 
PS er Еш) 
A)2kn = ue nk E 
2+ = EE One. 
D) nk E E m, 
„А. IN 
— TET 
07.- Al resolver: 


anf Zos 3 - cot(1 sen x) = О; se obtiene: 
45 
A) arc cos Xm Кт, 
В) d + 2kn 
S 
C) arc cos » + 2kn 
5) 
D) arc cos £ + (2k 4 1)n 


E) 247 - arc cos E 
08.- Resolver: 


n n 
cos x- sen x=1 ; 


n Зл : 7 
enel intervalo i p , siendo: n un núme- 


ro entero natural. 


AJO mE Сузу * 
)6 T "y ‚л dá us 
D) >n E) 0,т 


09.- Para qué valores de “a” la ecuación: 
3 3 
(sen x + cos x) sen 2x = a (sen x + cos х) 


tiene soluciones entre: 772 y m. 


489 684 o) 
obs) ep 


10.- Determinar el número de soluciones de la 
ecuación: 


М1 + ѕеп2х - Mes cos 3x=0, 


comprendidas entre (л; 2л). 


А)2 B)3 04 D5 ре) 


11.- Encontrar las soluciones de: 


3 3, 5 
sen x+ cos x= > sen 2x +1, 


5 
‚ comprendidas en el intervalo xm) y dar 

como respuesta la suma. 

3n Sr 
A) > Вут С2л р) E B)3T 
12.- Hallar la suma de soluciones de: 

5 
sen 2x + cos 2x = 7 en: x € (0% 360°) 


A)180° B)540° C)750° D)450° E)720° 


13.- Resolver la ecuación trigonométrica: 


x 
sen 2 + СО$ х= 1 


Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas 


0 n 3n B "у.а d C ол m 
А)0: 7:7 10353 20; 3: 5 
NI: QW aa 

) y 3° 3 ) ` 3 y 3 
14. Resolver la ecuación: 

3 sen 2x = tan x - sen 4x ; (ke 2) 

A ш В т С)(2К+1 2 

) 8 ) JQk+ 1) 
Буд” p 

) 3 ) 4 


15.- Calcular la suma de soluciones de la ecuación: 
sen x + sen Зх = cos x + cos Зх 
en: O€ x «2n 


Lim 7n 97 5л 
AT 05 03 DS 


16.- Resolver: 


4 sen Зх sen х = sen 4xcsc2x ; (ke Z) 


mw oe we 7, 5 
5 улт 


17.- Determinar la suma de soluciones positi- 
vas y menores de 27, de la ecuación: 


sen 2x - sen x= l + cos 2x - cos x 


Ау E ву 25 ó 
15 ) 75 5 
) 2 2 


SISTEMAS DEECUACIONES 


18.- Encontrar el número de soluciones com- 
prendidas en el intervalo (-л;л) de la ecuación: 


sen2xcos 3x I 
sendx—sen2x 040 2 
А)6 В)5 С)4 D)3 E)2 


19.- Resolver el sistema de ecuaciones: 


1—tanx — и 
l+ tan x 4 
х-у= — 
шоп йя 
x= р "у Abos e 
В) х= — ёл E sz 
Г NE 
С) х= — *kn e 
)х= , Y= 24 
Tn Sm,+ ЁЛ 
D) х= 94 tkm; y ТЛ 
e Nude з 


20.- Hallar las soluciones que satisfacen el 
siguiente sistema de ecuaciones: 


tanx=3 tan y 


sen x cos y = sen =cos(x- y) 


siendo: x + y kn, ke Z 


А) х-Ёт- E 


yzkn-T/6 


B) x=kn+113 


r 


y=kn- 3 
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O х-ёл-7/2 
у-л-1/2 
21 


D) x=kn+ El 


у-4Тт- 2m 


E x=kn+1/4 
у-Кт-т/4 


21.- Siendo: х, y los menores valores positi- 
vos que verifican el sistema: 


1 
еп? х = 
sen? х = sen y 


1 


E 
COS? х= — cos y 
2 


calcular el valor de tan E - >J 


42-43 Уз 
727 ` 


A B o 


yos 


Fr ==> 


D)1- V2 : 


22.- Si: x, y, z sonángulos positivos que perte- 
necen al intervalo [0 ; 7/2], evaluar: (x + y + z), 


si además: 
sen x sen E sen y sen 2 
Ape z=— 
y й y 2 
ad 
sen x sen z = 2 
А)т/12 В)57/2 С) 71/12 
D) 117/12 E) 137/12 
23.- Resolver el sistema: 
х+у=259:<х<п 5<y<0 


tan x — tan y =0, 


dar como respuesta: x- y 
AJO В)л C) D)m2 E) 31/2 
INECUACIONES 


24.- Resolver el sistema: 


= 21 

x+y= 3 

cos2x+c0s2y=0 

Donde: ne Z 

E го шет 
Цай + У Ур 
Bro t m т 
ESTER 
пп 7т п тт 
Сух = — += == 


7T n 
D)x=2nm+—;y= == -2nm 


4” 325 
IE: 
AAA AS 


25.- Hallar los valores de “x” comprendidos 
en ( О; л) para que: 


F(x) = sen 3x - sen 2x + sen x, 


tome solo valores positivos: 


n T л т 4n 
0;— E ЛЕ 0;— =з 
mo ЭМ 3 2 IME $i 
n n п п 2n 
O: сая 0;— — = 
of v ) Л Эг ;) 
26.- Resolver: 
2 sen 4x < 3 tan 2 x, 


para “х” en el recorrido de: 2 л) 


Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas 


3n 21 51 Sm. 
m( Zn) »( ЯН 8l Я (a) 


Jm 3n [um Эл эл 
DIN (Шан ЭГ 2 6 
27.- Resolver: 

Jsenx + \/созх >0; ke Z 

kn T 

А) > «x«2km В)2лК<х<2Кт+ — 


kn л 
С) түс «x«2kn D)kn<x<(2k+ D 


kn 
E) т <х<2Кт 


28.- Resolver la inecuación: 


sen3x — 43 


29- Resolver: -----є (08 
cos2x+3c0s x 2 


si: xe (0; л) 


30.- Resolver la inecuación: 


1 
3 - 8cos2x+ 8 cos*x <0 
п 
ага: хє | 0;— 
FE | | 
т Эл л 5n. m 
63 НОТУ ТЕ 


31.- Resolver: 
sen 4x > 4 senx sen 2х sen Зх; kE Z, 


dar como respuesta un intervalo solución: 


A) (нь Est E) 
4 4 


B) (эм, жэл) 
4 
C) a) 
4 
D) (to to 
8 2 


E) E SA. d 
3 6 


32.- Resolver: 


5 +2 cos 2x < 3 sen x - 1|; 


para: x € (a) 
2 
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E) (-Esr—arctan”)) | 
2 3 


33.- Resolver las siguientes desigualdades: 


л 
2 arc tan (x-2)< — 


4 
A) (795; 1- /2] В) (-es 42 -1] 
C)(-es 42 +1] D) (о; 1] 
E)(—oo; 1) 


34.- Resolver: 
1 l 
arc cos y < arccos (sen x) < t - arccos 37 


para: x€ (0,7) 


A) [ea sen 3| U Е arcsen i л) 


2472 2472 
C) { 0; arcsen 3 U | T—arcsen 3 л 


D) | arcsen À ¿T—arcsen 1 
3 3 


зп –ағсѕеп 


Е) Е 242 


242 
3 


sen x > 1- cos2x, 


35.- Resolver la inecuación: 


para: 0 < x «m 


oleaje 


36.- 51: хє (0; т), resolver la inecuación: 


tan x < sen 2x 


э(е) (e) o) 
Эл 8 (2) 


37.- Resolver: 
tan2x- ( ч + l)tanx+ 48 «0, 


considere: 0 < x « л 


38.- Resolver: arc sen 2x < arc cos x 


39.- Resolver: V 0€ (0; л) la inecuación: 


] 2 
1«3- 2 sec' 0 «2 


40.- Resolver: 
09 ѕеп 4х соѕ 2х - ЫГ - >J <0 


A) (0; 1/16) U [1/8 ; 57/16] 
B) (0; 1/8) U (1/4 : 1/3) 

C) (0 ; 1/12) u (1/6 ; 1/4) 
D) (0; 1/12) O (1/4 ; 1/3) 

E) (1/8 ; 51/16) U (1/6 ; 144) 


Ecuaciones e Inecuaciones Trigonométricas 


LEY DE SENOS 


01.- Si AM es la mediana relativa al lado BC de 
un triángulo ABC y m Z АВС = 30°, m Z ACB 
= 15°, calcular m Z MAC. 


A)15° B)20 C)30 D)45° E)60 


02.- En un A ABC, de lados a, b, c y circunradio 
(R); la expresión equivalente de: 


C A-B 
W = 4 cos — .cos ES: 


2 2 
Ж. ишә 
аг +b a+b 
A) R B)(a + b).R С) R 
2 72 
аг -b a-b 
D R E 2R 


03.- En la figura mostrada, mZBAD = Зо, 
mZDBC - mZDCB - 2o, AD = BC, calcule: 


W = (cot Зо + cot 401).sec 201.sen 40. 
A) 1/2 B 
B)1 
©) 42 
D) үз D 
E)2 A 


04.- En un AABC de lados a, b, ус, т Z A = 


2 ZB E “С m 
¡UE 5 4 s у 
Determine el equivalente de: W — b.c! 
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д) = 
a 


a 1 a 


b+c a b-c 


05- Enun AABC, de lados a, b y c simplificar 
bcos В + c.cosC -a 


1 
B)— C 
n ) 


la expresión W = 


bsenB — с.ѕепС 
A)2tan(B - C) B) 2027) 
C) -tan poc D) cot каг 
2 2 
B-C 
E) e | 
06.- En un triángulo ABC de lados а, b y c; 
2 2 2 
A B 
a Р: 12 get =H, calcular: 
a b 
R 


cos Á.cot А + cos B.cot B + cos C.cot C ” pma 


circunradio 


1 1 2 1 3 
A)— B)— O= D)-— E)— 

) H ) 2H ) H ) H y H 
07.- Si en un triángulo ABC de lados a, b y c; 
ЫЬ + c) -9y mZA -2mZ B. Calcular a. 

A) 84 03% m5 95i 
08.- Las medidas de los lados de un triángulo 
ABC están en progresión aritmética, calcular 


Н = sen C - 2 sen B + sen A, siendo a > b > c. 


AJO B12 O4 DI E) 2 


BASES 
EDITORES 


09.- En el A ABC mostrado en la figura: 
AD - BC, hallar m Z В. 

A) 30? B 

В) 50° 

С) 20° 

D) 10° 

E) 40° 


10.- En un AABC de lados a, b, y c: asen(A + 
B) = b.sen (A + C), simplifique: 


a.cos B — b.cos C 
© bsenC-a.senB 

A)tan(B +С) B)cot(B+C) C) tan(B - C) 

11.- En un AABC de lados a, b y c; BM es 

mediana (М en AC)simZBAC=2mZBCA y 

mZ AMB =45°. Hallar mZACB. 


A)5° ByIOU C)]5° D) 25 P EBS 
12.- En un triángulo ABC de lados a, b y c 
circunradio R se cumple que: 


b.cos C + c.cos B 


а.со$ С + c.cos A 
жин dE Ж 
cos А 


cosB 


a.cos B + b.cos A 


cos C 
Hallar: tan A tan B tan C + tan A +tan B + tan C 
A)1 B)2 С)3 ру4 B 5 
LEY DECOSENOS 
13.- En un A ABC de lados a, b y c,simZA = 
2mZC, cos C = 3/4, c = 4, con (b > c), hallar la 
medida de lado a. 
A)I B)2 E8 


14.- En un triángulo ABC de lados a, b y c si 
mZB = 4mZ A, entonces cos À + cos ЗА es: 


C4  D)6 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


b b b b b 

A)— B)— C)— D)— E)— 

; a ) 2a ) 3a ) 4a : 5а 
LEY DEPROYECCIONES 


15. En un AABC de lados a, b, c y circunradio 
R; al simplificar: 


5 (a c)cos B4 (a+b)cosC+(b+c)cos A 
2R(senA + senB +senC) 
se obtiene: 
А)2 B)1 C)-1 D)-2 Е)-3 
16.- En un A ABC, de lados a, b y c: 


25 RA Бү 
a. cos 25 =C.sen 2 -c 
2b 
calcule: —— 
+ 
А)1 B)2 03 D4 BS 


17.- En un A ABC de lados a, b y c: 


248 — a(b? + c^ cos A+ ba” + c) cos B + c(a? 
+ b°) cos C 


» 


S > área de la región triangular ABC. 
Determine la medida del circunradio del AABC 
A)6 B)3 Су2 D)1 E)4 


18.- En un AABC de lados a, b y c; de 
semiperímetro p, reducir: 


bc.cos? 2 + ac.cos? = + ab.cos? = 
w= 2 2 2 
= 2 
p 


А) Ир В)р Op D) B2 
ÁREA DEUNA REGIÓNTRIANGULAR 
19.- En un triángulo ABC, de lados a, b, c, se 


cumple: a + b+ c 29, abc = 24, S es el área de 
la región triangular ABC, halle en términos de 


S, la expresión equivalente de: 


AS 
= COS 2 EF a 


ETS 
Од Sg Bs 


20.- Enun A ABC de lados a, b, y c, donde «S» 
área de la región triangular ABC. 


1 .. 2(b a ) - 
expresión: E = » 651 ца! a: 


21.- En un AABC de lados a, b y c; reducir: 


W=c+p.ta .t 
n an , 
2 2 


siendo p el semiperímetro de dicho triángulo. 
A)p-b B)p C)c+a D)p2 Е)2р 


22.- En un triángulo ABC de lados a, b y c; se 
verifica la siguiente relación: 


4Rsen3B + 8S cos B=16 sen В ^ 


calcule la longitud de la mediana (en u) relati- 
va al lado b, (R: circunradio), S: área de la re- 
gión triangular ABC. - 
A2 B5 OA4 DJ6 Е)8 

23.- El área de la región triangular ABC es S, el 
lado BC tiene como longitud a y los ángulos 
MNB y CNP tienen la misma medida. Siendo 
M, N y P los puntos medios de los lados del 
triángulo ABC: (N en BC y P en AC). Halle la 
tangente del ángulo ABC en términos de a y S 
(епи) 


S 
E — 
7а? За? 5а? ) а? 
24.- Al simplificar la expresión siguiente don- 


de S es el valor del área de la región triangular 
ABC. 
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b?-c? senB.senC 2 
ЇЕ АЕР obilicne: 
2 sen(B — C) 
A)5S B)4S C)3S D)2S E)S 


25.- En un triángulo ABC de lados a, b y c si: 
т > inradio 
R > circunradio 
p > semiperimetro » hallar: E=abc 


A) 2prR 
D) 4prR 


В) 2p/rR 
E) 4p/rR 


C)prR 


26.- En un triángulo ABC, de lados a, b, c y 
semiperímetro p se cumple: 


4S=(p-b)(p-c)+p(p-a) , 
S: área AABC. Hallar la medida del ángulo A: 
ASA BIO Су D) 75° TEI 


27.- En un triángulo ABC de lados a, b, c y 
área S la expresión: | 


E=2.labc, sen чаб C igual a: 
= P- 2 2 2 , es igual a: 


A)S В)25 C)3S D)4S E) 55 
28.- En un triángulo ABC de lados a, b y c, m< 
А = 30, 5 = = 2 ‚„(т/В) > (m2ZC) y S es el 
área de la región triangular ABC. Halle m.ZB. 
A)3P В)60° С)120° Ш) 150° 
LÍNEAS NOTABLES 
29.- En un AABC de lados а, b, c cirgunradio 
mz A =45". La expresión E = b'cos'B + 
c cos C, es igual a: 


A)R? В)282 C)3R2 


E) 1609 


D)4R? EJSR? 


30.- En la figura mostrada, halle la medida del 
ángulo & si EC=2AB 


m Lu 
BDI!TDRES 


| A > | 


A) 11915” ñ 
B) 22930" 
C) 33930" 
D) 25°30 
E) 2220 


C 


31.- La longitud de los lados de un triángulo 
ABC sonBC=a=8m, AC=b=8my AB=c 
=13 т. Halle la longitud (en m) de la bisectriz 
interior relativa al lado b. 


21 7 
A)26421 В) E^ 4584 ©) E 439 


26 58 
B 458 B J26 


32.- En un AABC, la bisectriz exterior relativa 
al lado b mide 576 m. Calcule la medida de la 
bisectriz interior relativa al mismo lado (en m), 
además se tiene mZ C - mZ A = 32? 


A)187 B) 144 C) 198 
D)188 E) 168 


33.- En un A ABC de lados a, b y c donde ha 
es la altura relativa al lado A, si a = h, enton- 
ces: 
sen(B + C) ' 
= senBsenC l 
A2 DRM. Сл DU Е)Ш4 


CUADRILÁTEROS 


34.- Se tiene un cuadrilátero circunscriptible 
ABCD de lados AB =a, BC = b, CD = d y AD 
= d, se cumple: 


B B+D 


sen . sen = sen — , determine * 
2 2 2 


ab” si el área de la región cuadrangular es 5 
ст. 


` 


А)10 B5 0)15 D25 E20 


Resolución de Triángulos Oblicuángulos 


35.- En un cuadrilátero circunscriptible ABCD, 
AB = a, BC= b, CD = d y AD = d, además el 
ángulo que forman las diagonales mide 150^, 
determine el área de la región cuadrangular 


A) ac B) bd 


E) (sex) 


36.- Enun cuadrilátero circunscriptible ABCD, 
АВ =а, ВС= с, CD= dy AD= d, se cumple: a 


C) ac + bd 


-c =b - а. determine: М = — 
be 


A) n$ В) 2tan ^ C) tan 
A зА 
D) cot > E) cot 2 


37.- En un cuadrilátero inscriptible ABCD, 
АВ = a. ВС = b, CD = c. Si: a -c = b - d, 


y € 
cot^ 2 
determine: M — 
bc 
ad nad 
A) ad B) ( РС ) be 
ad (Бс)? 
D (bc? B ad 


38.- En un cuadrilátero inscriptible ABCD, 
AB =a, BC = b, CD = с, AD = d, se cumple: 
а-с= Б + а, además: 4sen A + 3 cos А = 5, 


' bc 
A € (0; 1/2), determine: M= ,|— 
ad 


А)0,5 B1 ©4  D)0,25 E)2 
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FORMA POLAR 


01.- Luego de expresar en su forma trigono- 
métrica, indique el argumento del siguiente nú- 
mero complejo, 


tan” 0 H 


"amo coo RN 
E A. 
T 
D) = +0 E) 1-8 


02.- Dado: Z = (1 - sen Ө + i cos Ө)“; hallar la 
variación de “Ө” de tal manera que el argu- 
mento principal de Z este comprendida en el 
intervalo (0: 270. 


3 Am. m 
A)6€ 272 B)0€ 272 
тл Tm T 
С)Өє CR Ч D)0€ CH 
E) Өс [-n; n] 


03.- Indique un equivalente de la siguiente ex- 
presión: 


cota+iY  (cota—iY 
М | = 
cota –і cot a 4 i 


A) sen 20. 


B) cos 20. 


E) 2 cos 2na 


C) 2 sen 20. 
D) 3 sen 2102 


РР21 


Problemas de Trigonometría y cómo resolverlos 


04.- Siendo “k” un número par, reducir las si- 
guiente expresión: 


k k 
л CNET m. T 

cos—+icos— | .| sen—— — іѕеп — 
10 5 5 10 


P 72” s 

) ED sen To ) (=D icos To 
2k kn i T 

B) (-1) ^ 2isen — E) (=D 2 2cos—— 


10 10 


k-2 2 
—1у 2 Эн 
C) Eb 2 2isen 10 


05.- Utilizando propiedades y definiciones de 
números complejos, determine tan 4x como 
una función racional de tan x. 


4tan x — 4tan? x 
1-бїап x+ tan^ x 
tan x — tan? x 
1—6tan? х+(ап“ x 
4tan х+ 4tan? x 
1—6tan? x+tan x 
4tan? x—4tan x 
1—6tan? x+tan? x 


2tanx—2tan? х 
E) 


1 -6tan? хаар” x 


S cio 
EDITORES 


06.- Halle la parte imaginaria del número complejo: 


1+c083x t isenx 


"^ 1+ соѕх+іѕепх 
A) sen 2х - cos 2х B) sen 2x - cos x 
C) cos 2х- соѕх+ 1 D) sen x - sen 2x 


E) sen2x -senx 


Р В 5n 
07.- Si: z= cis 0 - © <0<-27, 


1- (2) 
calcule: " E = 
A)tan 8 B) -tanO С) cot8 
D) - cot 8 E) - tan(0/2) 


08.- Utilizando complejos degradar: cos?8. 


5 5 1 
А) = cos 8- cos 30+ — 


8 TA 16 cos 50 


cos ЗӨ  — cos 50 


5 
B) 2 cos0+ — - 


1 5 
9; = cos O + 16 cos 30 - 16 cos 50 


5 5 
D) = cos Ө + — cos 30 + — 


P 16 16 cos 50 


E Š 9 a 30 ! 
)- ¿“os “16 05 das 16 
FORMA EXPONENCIAL 
09.- Resolver: 


cos 50 


Ln(1 + cos Ө + -sen0)- 1 +Ln 2o53] 


A)2 BW Ol 3059: TE) 


Estudio de la Trigonometría con Números Complejos 


Е Ae 38) 


4 i+ senx+ icosx 
10.- El complejo: W = —— e—; Vx 
i+senx—icosx. 


€ R, se puede expresar de la forma: re”, en- 
tonces el valor de: r -tan0es...... 


A) ѕепх B)csc x C) cos x/2 
D) sec x/2 Е)О 
11.- Sea el complejo vz = re" obtener el 


valor de: 
52 
M= sec? (arg z) + Ea 
AJO B) C)1 D)i E)-i 
12.- Calcular el valor de: sen (iLni) 
A)l/e B)-Me С) Ип D)-i/n E)-1 
13.- Representar el nümero complejo: 


Z-sen 20 - ¿cos 20%, en la forma exponencial. 


B) ¿20+m) С) Дэ 57 z) 
B) E Ë a) 


14.- Siendo z un número complejo, calcular: 
cos 2z, sabiendo que: cos z = 2 


А)4 B) 0)6 0)7 B8 


А) М ¿a — m) 


,Wzl-iZ,hallar 


л 
15.- Si: Z= cos y томыг 
el argumento principal de we. 


АМС вуз бео шуп EM 
= ваго pure. 


16.- Sabiendo que V n € N se cumple: 
pl 
-1-(x-1) л [(x - )(x - x, )]. donde: 


2kn 


i 
х= е? y хү: conjugada de x, ¿qué suce- ` 


de cuando x toma el valor de 1? 


4 P kn » J2n41 
) JM ын 2n*1] ` 25 
B P kn E J2n41 
E sen 2n41] gn 
C а. kn а J2n41 
) k=1 de 28-1| — 271 

n | 2kn J У2п+1 
D) T sen = 
k= 2n+1 


17.- Expresar el número complejo: 


ZW Soa [coim 7 


3 
en forma exponencial. 
E 12 z 
А)24/2е ^ В)з4263 | C)3 J2e* 
SR л 
D242e^ | Es542e^ 


18.- Encontrar las raíces cuadradas de: -8i - 15, 
indicar uno de ellos. 


A)4i - 1; 1-4i B)3i-1; 1-3i 
С)21-2:2-21 D)5i -1; 1-4i 
E)4i 2;2-- 4i 


19.- Hallar el módulo del número complejo 
(1+0, кє Z. 


ES. 2к7 
4 


А) е В) e 


20.- Dado el número complejo: 


š л 
HE Он 04043: 
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indicar el gráfico que mejor representa al nú- 


3 T 
mero: W=Ze'*con0<a< r. J>0. 


22 
(0) 
SE 


x 


y 
B) x 
e 
y 
e 
D) x 


21.- Al simplificar: 


(+ itano)” -2nai 4 

mu 47 205 Z ESTI 
A)2isen(2na)  B)2tan(na) C)2i 
D)tan(no) E)O 


Ini 
22.- Calcular: ca) 
21 


А)-1 B)-J3 01 EE E) J3 


23.- Calcular la parte imaginaria del complejo 


ME = cos ix + isenix 
Z SE — Z— MAA 
2i 
Ауе B)he С Ше  D)-12e E)2e 


24.- Resolver: sec(ix) + i csc (ix) = 4 icsc(2ix) 


A)-Ln2 B)La4 C)La(2) D)2Ln2 E)Ln2 


аф: 
EDITORES 


со10--1 


25.- Dado el número complejo 2 = 1:4040 


halle Re(z9) 


A) cos 1208 B)sen 120 C) cot 68 
D) tan 66 E)-1 


26.- Dado el número complejo: z = x + iy, deter- 
minar el área de la región: 


R- (ze C/z| < 1 ^1т < соѕ (Rez)) 
А)18  B)m5 C)r3 D)w2 En 
27.- Simplificar la expresión: 

1—2e 38 , ei? 
== E +2 
(cos 0 —isen0) 
A) 2 соѕ20 B) cos 20 C) -2 cos 20 
D) - cos 20 E) sen 20 


ARDE a 4 
28.- Si: a bi =e ;а, Б,ає К, determine el 
valor de tan сс. 
А ab B 2ab С ab 
) а? р? EXP ) ai E 
2ab a? = р? 
р Е 
P T 1877 
13x zl 
29.- Hallar la parte ral de: z= — 
e^ +l 
3 3x 
cos — cos — T 
A) cos2x B) 2 c Lo 
3x 
5 sen3x x 
С) 2. cos D) : 
senx senx 
3x 
cos— 
E 2 sent 
COS x 2 


30.- Determine la parte real del complejo: 


1+icot0 |? T T 
ALT Бэ 15 


А)45 +1 В)-45-1 
DAX Are 


31.- Para la siguiente expresión W = 


se pide hallar Re(W) 
A) -1/2 B) -1/4 
D) 1/4 E) 12 


С) V2 +1 


32.- Hallar el complejo equivalente a: 


50) 


[= ? 
Sia = 


1-2 
A) í tan 8 B)2icot 8 
D) i sen 8 E) ¡cos 8 
REGIONES SOMBREADAS 
33.- La región sombreada: 


e? _1 
t E 
С) 1 
ie 
e 
C)icot 0 


Se puede expresar como: 


п 
А)1<|2|52 л y argz< 


п 
В) 1<|2|<2л 7 «argzS 


3 


T 
C) I«|z| 32^ = Sargz< 


Estudio de la Trigonometría con Números Complejos 


2n 
ES 


2n 
3 


2n 


3 
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л 2n 
D) I«|z| «2^ з Sargz< y 


2 
E)lI<|z|S2A<argz< y 


34.- Siendo Z, un número complejo de la forma: 
Z, = cos(k0) + i cos 2(К0). 


Hallar la región correspondiente рага Z}, de 
modo tal que [Z,| S 1. 


A) B) 


35.- Hallar el conjunto de los números com- 
plejos que describen la región mostrada, sa- 
biendo además que el área de dicha región 
sombreada (S) es 6mp”. 


T. 

A)S= É С2<|4<4л32 <от 
л 

B)S= É C2«|djs4^37 d 


л 
(55 ke СА<|458^3 т d 
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л 
D)S= (ze С <|4<8 ^3 d 


T 
-BISE (ze С/2<|4<8л^3 сават) 


36.- Calcular el área de la región sombreada рог: 


3n 
R= (ze СЛ mz) © sen [Rez] ^ [7] < гу | 


9 58 9533 9 22 
A) ¿TH В) тти О ¿TH 


9 9 
D) 8 ти? Е) 16 т? ш 


37. ¿Cuál de las gráficas corresponde al si- 
. : шин pone 
guiente conjunto de números complejos: 


3 | 
R=(Ze СЛ + Re 7,20 vI2]< 1: Ве) <0) 


38.- Sea la región R definida por: 
R=(z=re "€ С/аге(2 )Є (1/4;51/4] y 0<R,Sr<R)) 


halle el área de la región R. 
А)(1/6ХЁ,-Ё,) В)(л/4)(2Е®^-Е|^) 
C) G/3)R; -Rj^ D) Qr/3(R; -Rj)) 


Е) (17082 +R A 


E o 
EDITORES 


LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


01.- Determinar el valor de la siguiente expresión: 


COS x 1 
¿cuando х se aproxima a: v 


x x 
Sent е05 = 
2 2 


F В)-42 С) _У? 


A) —— 
> ë 


4 
D)242 E) J2 
: cos & — cos В 
02.- Calcular: lim | ———— — 
op (1: B 
A) -sen В B)senB  C)-2senf 


D) 2 sen В E) cos B 
a Tn 
03.-Evaluar: lim | tan2xcot| x — 
хээл 4 
4 


Аиа B)I3 O5 рш E4 


04.- Determinar: lim Цэл ud 


хэт ө(5-2| 
3 3 
m. В). ја ¿ala Ü р. E 


tan? x —3tan x 


05.- Encontrar: lim 
л T. 
x—— cos| x+— 


Límites y Derivadas Trigonométricos 


A)-12 B)-6 C)-18 D)2443 E)-24 
06.- Cuando “х” se aproxima a cero, la expresión: 


COS 7 x — cos 5x | 
G ог Ж БИ 


х 
A)-l B)-12. Су? D)6 E-18 


07.- El siguiente límite: 
ta COS2x —cos2y 
x3y x-y 


es equivalente a: 
A) -2 sen 2y B)-3sen2y C)-sen2y 
D) -2 sen y E) -sen y 


08.- Dada la siguiente expresión, calcular : 


| s 
tan| 2x—— 
lim 2 + lim (7с8еп3х совх) 


хэс ха en ЇХх 
MOM 


Alr Ву? 10)8 D4 5 


09.- Determinar (œŒ + В), $1: 


cosx |, В- lim sen3x.sen5x 


x30 (x-x^y. 


Q= lim 


л 
T 

ES 

x x iaa 


2 
А)16 В)15 Ом DB BBO 


10.- Calcular: 
tan (2лх) + cos (0,5лх)+1ап (0, 3nx) 


lim 

enr x^ -4x-12 

o X Шу ай”, 
12 ) 12 ) 12 ) 12 ) 12 


. COS X , ч 
11.- Si: Дх) = e ¿cuál de las alternativas 


es correcta? 


A) lim Дх) = 1 D) lim Дх) 24 
x x30 


B) lim f(x) +оо E) lim TO- 


C) lim f(x) 24e» 
x90 
12.- Determinar el verdadero valor de *M" cuan- 


2n 
do “Ө” se aproxima a 3 NSi: 


A)-2 B) cero Су2 D)1 E) -1 


13.- ¿A qué valor se aproxima "M", cuando 
“х” se aproxima a сего, si: 


М1 + xsenx —cos x 4 


2X 
sen” — 
2 
А)4 В)2 C)1 D)-1 E)-3 
14.- Calcular el valor de “E” cuando “х” se 
aproxima a cero. 
2— cosx —cosx 
EST aX = Ч 
4t 


A)32 B)I2 Сш  D)34 E23 
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DERIVADAS 


15.- Si : f (x) = sen x, hallar f?" (x) , (57 ésima 
derivada) 
B)cos x C) - sen x 


E) 0 


A)senx 
D) - cos x 


16.- Dada la función: f(x) = arc cos (х2) ; cal- 
cular : f'(0) 


AJO В)І C)1  DJ)OS E) -0,5 
Si: f(x 1 tan x - tanx + x. 

Calcula: f'(x) 

A) tanx B) tan?x C) tan?x 

D) tan^x E) 2tan^x 


T 
18.- Calcular el valor de: f FA , Sabiendo 


sen2x 

tan x 
A) 42442 Жау М су-42-472 
1у-/2-15 213 


19.- Calcular la derivada enésima de: y = сов х 


52 3" сов 3x+2 | сов) х E 

8 2 2 

B) 3 pee (e 
2) 2 2 

a 3 e] 
4 2 2 


que: f(x) = 


REGLA DEL'HOSPITAL 


20.- Calcular: lim Sen(senx- cos xD) 
sen(cos x) 


e 
A)-1 В)! С)2 р) 1⁄2 Е) -2 


21.- Calcular el valor de: 


lim sen3x -- cos cot e t —sen ^ 
ӨВС: 4 4 2 
2 
senx—] 
А)-6 B)-9 C)-1/9 D)-8 B)-1/6 


22.- Calcular el valor de: 


lim senx — x cos x 


хэд x(1—cos x) 


A)2/ B)32 С из D2 EM 
3 
lim arcsen((n+])x) 


23.- Evaluar: x0 3x 


n+l n 


3 
ets 
a 
x—0 | arcsen3x 


A) 


24.- Calcular: i 


A)UA B)15 С) 2/5 D)I3 E23 


25.- Calcular el siguiente límite: 


Al В)2 03 Dy4 E)5 
26.- Evaluar: 


lim | 2sen(cos x) + sen(2cos x) 
COS X 


n 
x—— 
2 


Límites y Derivadas Trigonométricos 


AJO B)1 Су2 DB EAM 
APLICACIONES DELA DERIVADA 


27.- ¿Para cuáles de los siguientes intervalos 
la función f(x) es decreciente, si: 


sen2x 
9 


fx) = зеп x + 


28.- Calcular el máximo valorque toma la función: 


2 cos” + 3 cos > 
у = 2 cos 2 +3coss 
Al B)5 C4 1» E)3 
29.- Al graficar la función: y =2 sen 2x+ sen 4x; 


¿para cuál de los siguientes valores de “х” la 
función toma su máximo valor? 


А)7/3 B)7m/6ó С)47/3 0)117/6 E) т/6 


30.- Determine sobre la curva: y = arc tan x , un 


л 
punto que esté más próximo al punto | 0;2+ 4) 


(65) wp «| 8) 


31.- Las diagonales de un cuadrilátero son: 


л 
VZ же [e y cosQ-sena, 


los cuales forman el ángulo (л — о). Calcular el 
valor de mínimo de dicha región cuadrangular. 


8 ШТ 73 


243 


9 


342 
D) EE 
9 
32.- Calcular el máximo valor de la función f; (x) 
definida por la regla de correspondencia: 


2 
Дх) = sen xsen2x 


A) ENE B) 345 C) E 
8 4 2 
43 E 

ыг ^u 


33.- Hallar el ángulo, bajo el cual se cortan las 
curvas dadas por: f(x) = sen x, g(x) = cos x, 


хє [0; 211] 


243 
A) - arc tan( 42 +2) р) - arc tan 3 
342 
B) - arc tan(2 4/2 ) E) - arctan| 57 
С) - arc tan(3 12 ) 
34.- Encontrar el mínimo valor de la función: 
1-х 
Дх) = arc tan E, ; x€ [0;1] 


А)-114 
D) 0 


B) -л/2 
E) 7/4 


С) -л/8 


35.- Dos móviles parten simultáneamente деѕ- 
de un mismo punto y en direcciones opues- 
tas, sobre una pista circular de radio 140 m 
con rapidez constante de Зл m/s y 47 m/s ¿Con 
qué rapidez se están alejando el uno del otro 
al cabo de 10 s de haber partido? 


Sm 2 


A) > m/s B)3nm/s  C)4nnv/s 
Тт 2 
Буг ES ms E) mms 


36.- La función: f(x) = cos x- 1/2 cos . 2x en el 
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10) багад X 
Problemas de Trigonometría y cóntb resolveride 


5 T Ё 
intervalo E e| , Se caracteriza por ser: 


A) Nocreciente 

B) No decreciente 

C) Cóncavo hacia arriba 

D) Cóncavo hacia abajo 

E) Estrictamente decreciente 


37.- Un estudiante quiere conseguir la tabla 
(AB) más corta posible a fin de llegar al edifi- 
cio tal como se muestra en la figura (la tabla 
está apoyada en un muro de altura й). Calcular 
la longitud de dicha tabla. 


3/2 312. 2/3 


A) (А2 + d^)? Шуки ds 
B) (P. 45) ра у 
С) q A Paya 


38.- Un ingeniero diseña un estanque cuyo 
corte de sección tiene la forma mostrada en 
la figura, donde: АВ = ВС = CD = L. ¿Qué 
valor le debe asignar a “0” para que en el 
estanque se pueda depositar el mayor volu- 
men posible de agua? 


A) 37° 
В) 459 
С)539 
D) 60? 
E) 75° 


39.- Los lados de un triángulo son: 
(sen Ө + cos Ө) y ya со вн Hi 


los cuales forman el ángulo "0". Calcular el 
mínimo valor de dicha región triangular. 
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CLAVES DE RESPUESTAS 


CAPÍTULO 1: SISTEMAS DE MEDIDA ANGULAR 


01-С 02.-C 03.- A 04.- В 05-В 06.- В 07-С 08.- С 09.- В 10.-D 11.-C 12.- В 13-Е 14-С 15.-C 
16.- D 17.-C 18.- B 19.- В 20.- D 21.- D 22.- D 23.- D 24.- А 25.-C 26.- А 27.- А 28.- C 29.-A 30.- С 
31-С 32.- В 33-С 34-С 35. D 36.-D 37.-E 38.-D 39.-E 40.- C 

CAPÍTULO 2: LONGITUD DE ARCO 

01-А 02.-C 03.-B 04.-С 05-С 06.- C 07.- D 08.- В 09.-С 10.-С 11.-С 12.- В 13-D 14-А 15.- В 
16.-B 17-В 18-Е 19.-B 20.-E 21-А 22.-E 23.-Е 24.-C 25.-E 26-В 27.- A 28-С 29.- С 30.- В 


31-С 32-В 33.-D 34.- 35-С 36-С 37.- В 38.- В 39.- В 


CAPÍTULO 3: RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS AGUDOS 


01.-A 02.-D 03.-B 04.- C 05.-B 06.- C 07.-D 08.-E 09.-C 10-С 11.-B 12-А 13-Е 14.-D 15.-D 
16.-E 17.-E 18-А 19.- А 20.-C 21.-C 22.-C 23.- В 24.-D 25.- В 26.- В 27.- С 28.- С 29.- В 30.- A 
31.-0 32.- С 33.- В 34.- 0 35.- С 36.- В 37.- A 38.- D 


CAPÍTULO 4: RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


01.- А 02.-C 03.- В 04.- D 05.- В 06.-C 07.- А 08.-B 09.- В 10.- A 11.- D 12.-B 13.- D 14.-B 15.-C 
16. В 17.- В 18. C 19.-B 20.-C 21. E 22.- В 23. E 24-А 25.-C 26.- р 27.-C 28.- В 29.- С 30. С 
31.- А 32.- D 33.- С 34.- С 35.- C 36.- D 37.- C 38.- В 39.- C 


CAPÍTULO 5: RAZONES TRIGONOMÉTRICAS EN SITUACIONES CONTEXTUALIZADAS 


01.-D 02.- С 03.-E 04. В 05.- В 06.-B 07.- В 08.-C 09.-C 10.-Е 11.-E 12.-C 13.-А 14-А 15. В 
16.- В 17.-D 18.-B 19-Е 20.- A 21-С 22.-D 23.- A 24.-E 25.- В 26.- A 27.- E 28.- C 29-А 30.- С 
31. C 32. C 33-С 


CAPÍTULO 6: RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS EN EL PLANO CARTESIANO 


01.- В 02.- С 03.- A 04.- В 05.-E 06.-E 07.- А 08-А 09.-B 10. A 11.-B 12. C 13.-С I4. E 15.- С 
16.- A 17.- А 18.- В 19.- D 20.- A 2L- A 22.- E 23.- B 24.- А 25.- В 26.- В 27.- В 28.- В 29.- В 30.- С 
-A 32.-D 33.- B 34.- D 35.- А 36.- А 37.- E 38.- D 39.- В 40.- A 41.-D 


CAPÍTULO 7: CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA (RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE NÜMEROS REALES) 


01.- С 02.- д 03-Е 04.-C 05.-C 06.-D 07.-D 08.-E 09.- В 10.-A П.-С 12.-р 13.-р 14.-C I5. E 
16.- D 17.- A 18.- D 19.- A 20.- C 21. 22-Е 23-- D 24.- C 25.- В 26.- C 27.-E 28.- А 29. В 30.- E 
31.-Е 32.- С 33. А 34.- D 35.-C 36.- A 37.-A 38.-D 39.- E 


CAPÍTULO 8: IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


05.- Е 06.- A 07.-C 08.-B 09.-C 10-С 11. A 12-С 13.-А 14.-А 15.-A 16.- A 17.- A 18- А 19-р 
20.- А 21-С 22.- В 23. A 24.- А 25.- С 26.- B. 27.- С 28.- D 29.- В 30.-D 3L-A 32.- С 33.-C 34.- А 
35.- В 36.- А 37.- С 38.- А 39.- В 40.- А 41.- С 42.- В 


CAPÍTULO 9: IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DE ARCOS COMPUESTOS 


01.. C 02.. B 03.-Е 04.-B 05.- A 06.- A 07.- В 08.- С 09.- В 10.- D 11.-A 12.-C 13-А I4.- E 15.- C 
16.- В 17.- В 18.-E 19.-D 20.- Е 21.-E 22.-A 23.-E 24.-E 25.-D 26.-E 27.- С 28.-A 29.- А 30.- E 
31.-A 32.- D 33.- В 34.- А 35.- A 


CAPÍTULO 10: REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


01.- Е 02.-D 03.-B 04.- р 05.-E 06.-B 07.-A 08.-E 09.-E 10.-E 11.-D 12.- В 13.-E 14.- В 15.- E 
16.- В 17.-A 18.-D 19.-B 20.- В 21.- D 22.-A 23-С 24.-B 25.- D 26.- В 27.-D 28.-C 29.- В 30.- В 
31-D 32-С 3X-E 34- А 35.-A 36.-Е 37.-C 38.-B 39-А 40.- A 


CAPITULO 11: IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DEL ARCO DOBLE 


01.- В 02.-A 03.-A 04-С 05.-E 06.- A 07.-C 08.-B 09-С 10.-D H.-B 12.-р 13-А 14-С 15-С 
16.- А 17.- B 18.- D 19.- C 20.-E 21.- D 22.-A 23.- D 24.- D 25.-A 26.-B 27.-A 28.-B 29.-D 30.- A 
31..C 32. C 33.- В 34. В 35.-B 36. C 37. А 38. С 39.- В 


CAPÍTULO 12: IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DEL ARCO MITAD 


01.-Е 02.-E 03-А 04.-D 05.-B 06.- A 07.-C 08.- E 09.-E 10.-E 11.-А 12-Е 13.-Е 


16.- В 17.- В 18.-B 19-С C 20.- 21.-B 22.- А 23.- В 24.- D 25.-C 26.-E 27.-D 28.- А 


3L- B 32-B 33.- А 34-Е 35.-E 36.- В 37. C 38. E 39.-B 40-Е 41.- A 


CAPÍTULO 13: IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DEL ARCO TRIPLE 


01.- В 02.- В 03-Е 04.- А 05.- D 06.-D 07.- A 08.- В 09.-D 10.- A 11.-Е 12.-C 13.- 
16.-B 17.-Е 18.- В 19.-E 20-0 21.- A 22.-D 23.- В 24-С 25.- А 26.- A 27.- A 28.- 
31.-C 32.- В 33.- Е 34.- А 35.-D 36.-D 37.-D 38.-E 39.-B 40.-D 41.- A 42.- E 


E 
B 


CAPÍTULO 14: TRANSFORMACIONES DE SUMAS O DIFERENCIAS A PRODUCTOS 


OL-A 02.- А 03.- C 04.- А 05.- A 06.- A 07.- D 08.- D 09.- В 10-А 11.-р 12.-C 13.- B 
16-С 17.- D 18.-D 19-В 20.-С 21.-С 22.-B 23.-B 24.- C 25.- D 26.- D 27.- В 28.- С 
31.- В 22.-С 33.-Е 34.- А 35.- Е 36.- С 37-0 38.- В 39-Е 40. D 41-С 42-С 43-Е 


CAPÍTULO 15: TRANSFORMACIONES DE PRODUCTO A SUMAS O DIFERENCIAS 


01.-C 02.-A 03.- А 04.- D 05.- А 06.- A 07.- D 08.- C 09.- D 10.-A 11.-E 12.-D 13.- C 
16.- С 17.- В 18. E 19.-E 20.-B 21.-C 22. C 23. D 24. C 25. C 26.- В 27.-E 28.- A 


31. А 32.-E 33.- р 34.-E 35.-E 36.-D 37.-D 38.- В 39.- В 40.- В 


CAPÍTULO 16: SUCESIONES Y SERIES TRIGONOMÉTRICAS 


01.- A 02.- B 03.- D 04.- E 05.- B 06.- D 07.-C 08.-B 09-А 10.- A 11.-E 12.-D 
16.- E 17.- А 18.- D 19.- A 20.- D 21.- A 22.- D 23.- D 24.- A 25.- D 26.- E 27.- A 


31.-E 32-Е 3X-A 34. E 35. D 36. A 37. C 38.- A 39- А 
CAPÍTULO 17: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


01.- A 02.-D 03.-B 04-Е 05.-D 06.-D 07.-D 08.- A 09.-D 10.-A 11.-E 12.- В 
16.-C 17.-E 18.- В 19-А 20.-D 21.-D 22. C 23. D 24. A 25. B 26. B 27-С 
31- A 32-B 33- C 34-Е 35-С 36.- В 37.- С 38.- В 39.-A 40.-E 41-С 42.-C 
45.- A 46.-B 47.-A 48-А 49.-B 50-С 51-А 52.-D 53.-A S4.- D 55-Е 56.- D 


CAPÍTULO 18: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


01.- С 02.-C 03.-C 04.-E 05.- А 06.- D 07.- С 08-Е 09.-D 10.-B 11-Е 12.-D 
16.- С 17.- C 18.- D 19.- D 20.- C 21.-B 22.-D 23-С 24.-C 25.- A 26.- A 27.- E 


31..C 32.-D 33.-С 34.-D 35.-D 36.-E 37.- В 38.- В 39.- С 


CAPÍTULO 19: ECUACIONES Е INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


01.-C 02.-C 03.- A 04.-Е 05-С 06.-B 07.- В 08.-B 09.-E 10.-B 11.-D 12.- D 
16.- С 17-С 18-С 19-А 20.-A 21.- D 22.- D 23.- В 24.- D 25.-C 26.- D 27.- B 


31.- D 32.- В 33. C 34.- А 35. В 36.-E 37.. D 38.- D 39. В 40.- A 


CAPÍTULO 20: RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


13.- E 
28.- A 


13.- 
28.- 
43.- 
57.- 


D 
B 
С 
р 


13.- D 


28.- 


A 


13.- B 


28.- 


A 


01-С 02.-C 03.-E 04.-D 05.-C 06.-B 07.-C 08.-A 09. C 10.-E 11.-C 12.-В 13. D 
16.- А 17.- C 18.- D 19.- C 20.- D 21.- B 22.- А 23.-A 24.- E 25.- D 26.- С 27.- В 28.- C 


31.- D 32.-E 33.- С 34.- В 35. E 36.-C 37. B 38.- E 


CAPÍTULO 21: ESTUDIO DE LA TRIGONOMETRÍA CON NÚMEROS COMPLEJOS 


01.-C 02.-B 03.- Е 04.-B 05.- A 06.-A 07.-B 08.- 0 09.- D 10.-B 11.-C 12-Е 13.- D 
16.- В 17.-D 18.-A 19-А 20.-D 21.-E 22-С 23-- D 24.-E 25.- E 26.-E 27.- D 28.- D 


31.-E 32.- А 33.- С 34.- А 35.-D 36.-C 37.- Е 38-А 38-Е 39.- С 


CAPÍTULO 22: LIMITES Y DERIVADAS TRIGONOMÉTRICOS 


01.-B 02.- А 03.- D 04.- В 05.-E 06.- C 07.- А 08-Е 09.-С 10-С 1-0 12.- В 13.-A 
16-А 17.-D 18-0 19-Е 20.-B 21.-B 22.- А 23.-A 24-Е 25.-B 26.-E 27.- D 28.- B 


31.- В 32.- А 33.- В 34.- D 35.-D 36.-A 37-С 38.-D 39.- C 
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